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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES   KENDLS   ET  ANALYSES. 


BLWCHI  (LuiGi),  Professeur  à  l'Université  de  Pise.  —  Lezioni  silla  teoria 

DELLE  FINZIOM  DI  VARIABILE   COMPLESSA   E   DELLE   FLNZIO.M   ELLITICHE.   I  VOl. 

in-8"  de  600  pages.  Pisa,  Enrico  Spoerri,  1901. 

Ces  leçons  montrent  bien  les  ramifications  qui  unissent  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  à  la  théorie  générale  des  fonctions  d'une 
part,  à  l'Algèbre  et  à  l'Arithmétique  d'autre  part;  commençant  à 
la  définition  des  fonctions  dune  variable  complexe  d'après  Cauchj 
etRiemann,  elles  se  terminent  par  un  résumé  des  travaux  d'Her- 
mitesur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  et  de  ceux 
de  Kronecker  sur  l'équation  aux  invariants  de  classe.  Ces  expo- 
sitions d'ensemble  exigent,  outre  une  information  étendue  et  très 
sûre,  une  habileté  particulière  dans  la  composition,  et  s'il  convient 
de  plus,  comme  ici,  de  mettre  en  valeur  la  finesse  des  analyses  et 
la  beauté  des  constructions,  il  v  faut  encore  un  art  accompli. 
Ces  conditions  sont  réalisées  dans  le  livre  de  M.  Blanchi. 

Le  livre  est  composé  de  deux  Parties  :  I.  Théorie  des  fonctions 
de  variables  complexes  (p.  1-246);  IL  Théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques (p.  ■^47-398).  La  seconde  Partie  me  paraît  denuuider  des 


6  PHE.MlKlUi  PAUTli:. 

indications  plus  détaillées;  pour  la  première,  je   ne   ferai  guère 

que  mentionner  les  sujets  qui  y  sont  traités. 
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Chapitre  I  (p.  3-3 1).  —  Fonctions  d'une  variable  complexe. 
Séries  de  puissances  :  Cercle  de  convergence.  Théorème  de 
Cauclij-Hadaniard  relatif  au  rayon  de  convergence.  Fonctions 
élémentaires  c'=,  sin:;,  cosr,  log::,  z-".  Représentation  conforme. 

Chapitre  II  (p.  3 1-78).  —  Substitutions  linéaires.  Groupes 
discontinus  de  substitutions  linéaires.  Sous-groupes.  Groupe  de 
substitutions  paraboliques.  Groupe  modulaire. 

En  vue  des  indications  à  détailler  dans  la  seconde  Partie,  il  est 
nécessaire  d'insister  sur  les  définitions  et  les  notions  données  sur 
le  groupe  modulaire. 

Le  groupe  modulaire  F  est  formé  des  substitulions 

az+  3 

z  = ^> 

Y  -s  -f-  0 

a,  [il,  y,  0  étant  des  entiers  qui  satisfont  à  la  condition  7.0  —  ^îy  =  i. 
En  joignant  aux  substitutions  de  F  la  substitution 


(^05  imaginaire  conjuguée  de  ^),  on  forme  un  groupe  Fq  que  Ton 
considère  en  même  temps  que  F.  Le  réseau  de  triangles  corres- 
pondant au  groupe  Fo  s'obtient  en  partant  du  triangle  T  compris 

entre  les  droites  ;:  =  o,  ^  =  -  et  extérieur  au  cercle  x-  -h  y-  =  i  ^ 

en  prenant  l'image  de  ce  triangle  par  rapport  à  cliacun  de  ses  trois 
côtés,  et  en  répétant  indéfiniment  une  construction  analogue  |iour 
cliacun  des  nouveaux  triangles.  On  peut  passer,  par  une  substi- 
tiilion  (l(!  F„,  (l'un  |){tinl  quelconque  du  demi-plan  positif  à  un 
point  du  triangle  T;  pour  cette  raison  le  triangle  T  est  appelé 
( fin nfi^ le  fondamental.  Les  substitutions  par  lesquelles  on  passe 
du   triangle  T  à  Fun  des  trois  triangles  adjacents  permettent  de 
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retrouver,  par  composition,  toutes  les  substitutions  du  groupe  Fq; 
elles  se  nomment  les  substitutions  génératrices  de  Tq. 

Pour  le  groupe  modulaire  T,  le  ti"iangle  fondamental  est  com- 
pris entre  les  droites  x  = ,  x  =  -  el   en    dehors    du    cercle 

1  '3:  2 

x-~{-y-^  I  les  deux  substitutions  génératrices  sont 

Au  mojen  de  la  représentation  géométrique  du  groupe  modulaire, 
on  donne  une  élégante  interprétation  à  cette  partie  de  la  théorie 
des  nombres  qui  traite  des  formes  quadratiques  binaires,  à  leur 
réduction  de  ces  formes,  et  en  particulier  à  la  démonstration  du 
théorème  : 

Les  formes  ax'--\-  2  bxy  -+-  cy-  qui  correspondent  à  un  même 
déterminant  h-  —  ac  négatif  se  distribuent  en  un  nombre  fini 
de  classes. 

Une  partie  des  résultats  précédents  établis  pour  le  plan  com- 
plexe sont  généralisés  dans  l'espace. 

Chapitre  III  (p.  78-117).  —  Intégrales  curvilignes.  Intégrales 
doubles.  Transformation  des  intégrales  doubles  en  intégrales  cur- 
vilignes. Différentielles  exactes.  Fonctions  harmoniques  admettant 
des  dérivées  régulières  sur  un  contour  donné.  Fonction  de  Green. 
Problème  de  Dirichlet.  Solution  du  problème  de  Dirichlet  pour 
un  champ  circulaire. 

Chapitre  IV  (p.  1 17-140).  —  Intégrales  définies  de  fonctions 
d'une  variable  complexe.  Formule  de  Cauchy  servant  à  déterminer 
la  valeur  d'une  fonction  à  l'intérieur  d'une  aire,  quand  on  connaît 
les  valeurs  de  la  fonction  sur  le  contour.  Développement  en  séries 
de  puissances.  Développement  en  série  de  Laurent.  Fonctions  ana- 
lytiques. Séries  de  fonctions  analytiques. 

Chapitre  V  (p.  i4o-i63).  — Fonction  uniforme.  Points  où  la 
fonction  est  régulière.  Zéros  (injinitesimi) po'inls  singuliers.  Pôles. 
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Résidus.  Intégrale  f f{z)  dz  prise  le  long  d'un  contour  à  l'inté- 
rieur duquel  sont  des  points  singuliers.  Valeurs  multiples  des 
ntéffrales.  Indicateur  logarillimique  -4-  j <-—^dz.  Inversion  des 


1 

Séries 


Chapitre  VI  (p.  1 63- 191).  —  Fonctions  uniformes  dans  tout 
le  plan  complexe.  Transcendantes  entières.  Points  singuliers 
essentiels.  Méthode  de  Cauchy  pour  les  développements  en  séries 

de  fractions  simples.  Développements  de  -. — ,  colz.  Théorème  de 

Miltag-Leffler.  Construction  d'une  transcendante  entière  au  moyen 
de  produits  infinis.  Genre  des  transcendantes  entières.  La  fonction 
eulérienne  r(^). 

Chvpitrf.  VII  (p.  191-217).  —  Fonctions  régulières  de  deux 
variables  complexes.  Séries  de  puissances  de  plusieurs  variables. 
Définition,  d'après  Weierstrass,  du  domaine  restreint  de  conver- 
gence d'une  série  de  puissances  de  deux  variables.  Racines  d'une 
équation  dont  le  premier  membre  est  une  série  de  puissances  de 
deux  variables  et  où  l'une  des  variables  est  considérée  comme  l'in- 
connue. 

Théorème  de  Weierstrass  : 

Si  la  fonction  régulière  /(iv^z)  des  deux  variables  com- 
plexes (p,  z  s'annule  pour  w  =  o,  z  =0,  elle  peut,  dans  un 
domaine  suffisamment  petit  de  ce  =  0,  ;  =  o,  se  mettre  sous  la 
forme 

oii  le  premier  facteur  est  un  polynôme  de  degré  fini  en  iv  ayant 
pour  coefficients  des  fonctions  régulières  de  z  nulles  pour  ^  =  o, 
tandis  que  le  facteur  {exponentiel)  ne  s'annule  pas  à  l'in- 
térieur du  domaine  considéré. 

l''onctions  implicites.  Fonctions  algébriques.  Points  de  rami- 
fication. Pôles.  Les  fonctions  algébriques  considérées  comme 
fonctions  analytiques. 

drnupc  lie  nionodromie  :  On  considère  l'ensemble  des  contours 
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fermés  paillant  d'un  point  A  et  y  revenant;  quand  :  décrit  l'un  de 
ces  contours  il  se  produit  une  permutation  des  indices  des  n  ra- 
cines de  l'équation  algébrique 

et  à  Tensemble  des  contours  correspond  un  groupe  de  permu- 
tations; ce  groupe  se  nomme  groupe  de  monodroinie  de  l'équa- 
tion. On  démontre  que  le  groupe  est  indépendant  de  la  position 
du  point  initial  A.  11  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Si  une  fonction  rationnelle 

y  =  F((ri,  Wi,  .  ..,  (r„,  z) 

de  ;  et  des  n  branches  de  la  fonction  algébrique  reste  invariable 
pour  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  monodromie,  j>^  est  une 
fonction  rationnelle  de  :;  ; 

2'^  Si  une  fonction  rationnelle  F((ï',.  (Xo,  .  .  .,  tv„,  ;)  peut 
s'exprimer  rationnellement  an  moyen  de  ^,  elle  doit  rester  inva- 
riable pour  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  monodromie. 

Le  groupe  de  monodromie  est  un  sous-groupe  invariant  du 
groupe  de  Galois  (le  domaine  de  rationalité  étant  formé  en  adjoi- 
gnant aux  nombres  rationnels  le  paramètre  z  et  les  coefficients 
constants  de  l'équation. 

Chapitre  VIII  (p.  217-248).    —  Définition  : 

On  appelle  surface  de  Riemann  pour  une  équation  algé- 
brique fiw,  z)  ^=  o  une  surface  fermée  telle  que,  à  tout  point 
de  la  surface  correspond  un  couple  de  valeurs  de  w  et  de  z 
satisfaisant  à  Véquation  et  réciproquement,  a^ec  la  condi- 
tion que  la  correspondance  hiunivoque  entre  les  couples  (iv,  z) 
et  les  points  de  la  surface  soit  une  correspondance  continue. 


Surfaces  de  Riemann  à  deux  feuillets  pour  tv  =  ^'\.\z).  Défor- 
mation de  la  surface  à  deux  feuillets  en  une  sphère  à  une  ou  plu- 
sieurs anses  (équivalent  d'un  disque  percé  de  trous).  Surfaces  de 
Riemann  à  m  feuillets.  Extension  du  théorème  deCauchy.  Résidus. 
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Indicateur  logarithmique.  Fonctions  rationnelles  sur  la  surface  de 

Riemann.  Notions  sur  les  intégrales  abéliennes. 

(L'auteur  fait  remarquer  que,  pour  une  partie  des  propriétés 
relatives  aux  surfaces  de  Riemann,  il  a  dû  se  limiter  à  un  simple 
énoncé;  le  cas- hjperelliptique  sert  à  confirmer  et  à  illustrer  les 
propositions  énoncées.) 

Formule  de  Riemann  pour  le  calcul  du  genre 

/>  =  y  '-—^  —  ;n  -M , 

m  désignant  le  nombre  des  feuillets  et  /■ —  i  l'ordre  de  l'un  des 
points  de  ramification. 


SECONDE  PARTIE. 
THÉORIE   DES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 

Chapitres  IX  et  X  :  Les  fonctions  du  et  pu  de  JJ  eierstrass. 
Les  fonctions  elliptiques  générales  exprimées  au  moyen  de  d  u, 
^u,  pu.  Multiplication  et  division  de  l'argument  (p.  249-3ii). 
—  Après  avoir  rappelé  les  origines  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  l'auteur  indique  qu'il  étudiera  principalement  les 
fonctions  de  Weierstrass,  sans  négliger  cependant  les  fonctions  de 
Jacobi  et  principalement  les  fonctions  H,  intéressantes  en  particu- 
lier par  l'élégance  et  la  rapide  convergence  de  leurs  développe- 
ments en  série. 

Il  prend  pour  point  de  départ  le  produit  infini 

s* K  =  « n'  (  I ) e»^     -  "'  (w  =  7. m w  -I-  2 nio' ) 


qui  déduit  du,  en  déduit  par  dilVérentiation  les  développements 
de  ^u  et  de  pu  et  donne  les  formules  relatives  à  l'addition  d'une 
période. 

En  général,  une  fonction  elliptique  est  une  fonction  uniforme 
douldcmenl  périodique  n'ayant  comme  singularités  à  distance  finie 
cpii'  «les  pôles.  Une  fonction  elliptique  générale  peut  s'exprimer 
au  moyen  de  du  et  des  fonctions  j3?/  et  v//  (\u\  en  dérivent.  On 
donne  les  trois  expressions  générales  suixantes  :    i"  une  fraction 
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donl  les  deux  termes   sont  des  produits   de    a";    2''   une    somme 
d'éléments  simples  de  la  forme 

AZ(u  —  a),     \i  p{u  —  a),     A,ip'"'{u  —  a), 

A,  A,,  ...,  A„  désignant  des  constantes^  3"  une  fonction  ration- 
nelle de  pu  et  de  p'  u. 

A  la  première  expression  se  rattache  la  formule 

z'(  u  -^  V)  :f(v  —  «) 
pic  —  pi>=  — — — , 

d'où  l'on    déduit  léquation   à    trois    termes    pour   la   fonction    :;', 
l'équation  diflerentielle  pour  la  fonction  pu, 

p'-  "  =  4  P^  u  —  g^_  p  u  —  gz, 

les  formules  d'addition  pour  ^w  et  pour  pu. 

On  démontre  cette  proposition  que  Weierstrass  établissait  au 
début  de  ses  Leçons  sur  les  fonctions  elliptiques  : 

Si  une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan  admet  un  théorème 
d'addition  algébrique,  celte  fonction  est,  ou  bien  une  fonction 
rationnelle  de  u,  ou  bien  une  fonction  rationnelle  de  e*"  (a  consl.) 
ou  enfin  une  fonction  rationnelle  de  pu  et  de  p'u. 

Le  calcul  de  p[nu),  en  fonction  de  pu,  est  fait  à  laide  de  la 

fonction  auxiliaire 

'{nu) 


^nilt) 


7""'  (  U) 


qui  peut  s'exprimer  par  un  polvuome  entier  en  y^^pu,  ou  par 
un  tel  polynôme  multiplié  par  p' u  et  pour  laquelle  une  formule 
récurrente  se  déduit  immédiatement  de  l'équation  à  trois  teriiies. 

La  question  de  la  division  de  largumenl  dans  la  fonction  jd  m 
est  traitée  avec  détails. 

n  désignant  un  nombre  entier,  si  l'on  donne  la  valeur  de  pu, 

on    a,    pour    déterminer    p(  — j,    une    équation    irréductible    de 

degré  n-;  les  racines  de  cette  équation  sont  données  par  1  expres- 
sion 

yr,s=p[ 

(/•,  s)  parcourant  un  système  complet  de  n-  nombres  incongrus 
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suivant  le  module  /?.  On  voit  de  suite  que  l'on  a 

o  et  C5,  étant  des  fonctions  rationnelles  dont  les  coefficients  con- 
tiennent  rationnellement,  outre  g.2  et  0-3,  les  valeurs  de  p  et  de  p' 
correspondant  aux  parties  aliquotes  des  périodes  et  Ton  vérifie 
que 

?[?i<'ro,o)]  =  ?i[?(jo,o)]; 

V  équation  pour  la  dàision  de  l'argument  est  une  équation  abé- 
liennc  de  degré  n-  qui  se  résout  à  l'aide  d'extractions  de  racines 
d'ordre  n. 

U équation  pour  la  division  des  périodes  est,  n  désignant  un 
nombre  premier  impair,  l'équation 

qui  admet  pour  racines 


V.  r  o) 


n  —  I 


o,  1,2,  .  . . ,  (  n  —  I  )     avec     5  =  ( ,  2,  .  .  . , 


Celte  équation  est  de  degré    ;    ses  coefficients  sont  des 

fonctions  entières  de  s'^^  et  de  -go  avec  des  coefficients  numé- 

riques  entiers.  On  obtient  une  résolvante  de  degré  n  -+-  i  en  con- 
sidérant les  expressions 


-v=  *Lp("^v),p(^Wv),  ...,J3V5'    2  ^^JJ 


(v  =  oo,  o,  1,2,  ...,n  — i), 


où  'I»  désigne  une  fonction  entière  et  symétrique  de variables, 

g  une  racine  jirimilive  du  nombre  entier  n  et  où  l'on  a  pose 


2  VU)  -+-  2t0  2  w 


Dès   que   l'on  connaît   l;i  valeur   de    z^,  les  racines   correspon- 
dantes (h;  \,[  proposée  s'obtiennent  |)ar  des  extradions  de  racines 
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d'ordre- Quant  à  la  résolvante  d'ordre  n -— i ,  son   groupe 

1                  1          •              I                       ,        /i  (  n  -  —  I  )        ,      .        . 
(le  monodromic  est  Je  groupe  des  ; substitutions  repré- 
sentées analjtiquement  par  la  formule 

,       av  -^  3 
V  ^ — '<  (  mod  n  ), 

a,  3,  ",  o  étant  des  entiers  tels  que 

ao  —  ?Y  =  i. 

Dans  le  cas  général,  la  résolvante  n'est  pas  résoluble  par  radi- 
caux. 

CnAPixaE  XI  :  Propriétés  fondamentales  de  V invariant 
absolu  considéré  comme  fonction  du  rapport  des  périodes. 
Inversion  (p.  3i2-33()).  —  Les  invariants  g^  et  g-^  s'expriment  à 
l'aide  des  périodes  par  les  formules 

_  '  '  "V  '  —  ^^  ^'  ^ 

4  .^  itnLu -^  tim' f*  '''^       i6  .^  (ma> -t- ft  co';^  ' 

l'invariant  absolu  est  défini  par  l'égalité 

J  =  — ^1— . 

(y3  *j—  p*2 

Il  est  évident  que  J  ne  dépend  que  du  rapport  des  périodes 

T= — ;   on  démontre  que  J  est  une  fonction  uniforme  de  la  va- 

l'iable  complexe  t  dans  le  demi-plan  positif  :  limportance  de 
cette  fonction  est  fondamentale  dans  la  théorie  des  fonctions 
modulaires. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  ait 

est  que  les  arguments  t  et  -z'  soient  reliés  par  une  substitution  du 
groupe  modulaire 

T  = ^c         (  ao  —  o-.'  =  1 1: 
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en    deux    points    symétriques    par    rapport  à    l'axe    imaginaire, 

J(':)  prend  des  valeurs  conjuguées. 

Si  l'on  prend  comme  triangle  fondamental  la  partie  du  demi- 
plan  positif  comprise  entre  les  droites  ^  =  o,  x  =  —  -  et  exté- 
rieure au  cercle  x--hy-=  U  la  fonction  J(':)  donne  la  représen- 
tation conforme  biunivoque  du  triangle  fondamental  sur  Je  demi- 
plan  positif. 

La  fonction  inverse  -:(!)  est  une  fonction  analytique  infiniti- 
forme  existant  dans  tout  le  plan  complexe  J;  ses  branches  se 
déduisent  toutes  de  Tune  d'elles  par  les  substitutions  du  groupe 
modulaire,  chacune  de  ces  branches  est  une  fonction  régulière  de  J 
en  tout  point  distinct  des  trois  points  singuliers  J  =  o,  i ,  oc. 

Ces  propriétés  de  la  fonction  t(J)  servent  à  établir  un  théo- 
rème de  Picard,  démontré  ici  dans  un  cas  particulier  : 

Toute  transcendante  entière  prend,  à  distance  finie,  toutes  les 
valeurs  finies,  une  au  plus  exceptée. 

C'est  aussi  en  s'appujant  sur  les  propriétés  de  la  fonction 
modulaire  J(':)  qu'on  établit  l'existence  de  la  fonction  p{u;  g -21  gs) 
correspondant  à  des  valeurs  données  des  invariants  g.,  et  gs- 

On  explique  en  détail  les  méthodes  d'inversion  et  l'intégration 
d'une  fouction  rationnelle  de  w  et  de  y/P((v),  P((\')  désignant  un 
polynôme  entier  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

Chapitres  XII  et  XIII  :  Les  fonctions  :j  paires  de  Weierslrass ; 
les  fondions  sn,  en,  dn  de  Jacobi.  La  fonction  modulaire  A-  (t) 
(p.  339-090).  —  Les  substitutions  du  groupe  modulaire  homo- 

'aw  -7-  peu'     '^M  -T-  oto" 


rapportées  au  module  >.,  se  partagent  en  six  classes 


(modv>.  ), 

cl  si  l'un  clicrcho  1  elle  t  de  ces  substitutions  sur  les  trois  (juantités 

<-'  1  =  JJ  w,        ei  =  jj  (  (0  ^-  co'  ),         <'•,  =  p  io\ 
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on  trouve  qu'il  leur  correspond  les  six  permutations  représentées 
par  les  cycles 

I,     (ei,  e-i)     (e.2,  e^),     (e,,  e^,  e.),     (e',,  e,,  63),     (<»,,  e^). 
Si  maintenant,  pour  la  symétrie  des  notations,  on  pose 

Wi  —  W,  CO2  =  tO  -f-  Oj',  W3  =  w', 

les  fonctions  d  paires  de  Weierstrass  sont  définies  par  les  expres- 
sions 

:i,.u  =  e--nrn (/'  =  I,  2,  3), 


et  l'on  obtient  de  suite  les  formules 

ptt  — pco,.= 


les  fonctions  d^,  d^y  ^z  restent  invariables  pour  les  substitutions 
du  sous-groupe  Fo 

'a     p\         /  (      o' 


(moda) 

du  groupe  modulaire  F;  pour  les  autres  substitutions  du  groupe  F, 
elles  se  permutent  de  la  même  manière  que  e,,  eo,  e^.  Après  que 
l'on  a  défini  avec  précision  le  sens  des  noîations  sjpu  —  e^-, 
\/es —  Cr  les  formules  relatives  à  l'addition  d'une  période  ou  d'une 
demi-période  pour  o",,  rf^,  d^  se  déduisent  immédiatement  des 
formules  correspondantes  pour  la  fonction  d. 

Les  fonctions  sn,  en,  dn  de  Jacobi  sont  rattachées  aux  fonctions 
de  Weierstrass  par  les  égalités 

/ ci  a  cfiU  ,  diii  I 

snp  =  \/ei  — 63 -,         011^=  ,         Anv  =  — — >  (^  =:  a^^'-'i  ~  *^3, 

^3  U  J  3  it  a 3  u 


et  l'on  vérifie  de  suite  qu'elles  satisfont  aux  relations 

sn-i^ -f- cn-p  =  I,         A- sn-t' -h  fin-f  =  I,         a-= > 

Cl  —  c% 

/.-  se  nomme  le  module;  le  module  complémentaire  est  défini  par 
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la  relation 


On  voit  que  k-  et  A'-  sont  des  fonctions  de  t  et  l'on  trouve 
aisément 


2- 


k'*k"* 


Les  propriétés  des  fonctions  de  Jacobi  sont  déduites  de  celles 
des  fonctions  de  Weierstrass  qui  ont  servi  à  les  définir;  il  y  a  lieu 
cependant  d'insister  sur  les  propriétés  qui  se  rapportent  aux  sub- 
stitutions du  groupe  modulaire  T  effectuées  sur  les  périodes. 

La  fonction  k-{'z)  reste  invariable  pour  les  substitutions  du 
sous-groupc  V-i  défini  par  les  congruences 

:D=(::)  '--'^^^ 

pour  les  autres  substitutions  de  F,  elle  subit  les  substitutions  du 
groupe  anharmonique 

A-  A  -  —  I  I  I 

/-'  •-^-'  i^^T,'   -^T-'  7=ni'  -p-' 

Les  fonctions  snr,  cnt^,  dnr  ne  dépendent  que  de  l'argument  i' 
et  du  rapport  t  des  périodes;  considérées  comme  fonctions  de  t, 
elles  restent  invariables  pour  les  substitutions  du  sous-groupe  Fo. 

Les  changements  qu'elles  éprouvent  pour  les  autres  substitu- 
tions de  F  peuvent  se  déduire  de  ceux  qu'elles  éprouvent  pour  les 
substitutions  élémentaires 


(-:  :>  c  ;)' 


IjCS  deux  groupes  de  formules  qui  correspondent  à  ces  deux 
substitutions  définissent  ce  que  l'on  nomme  la  transformation 
du  premier  ordre  pour  les  fonctions  su,  en,  dn. 

Une  ('tudc  particulière  est  faite  des  fonctions  de  Weierstrass 
dans  le  cas  dos  invariants  réels,  et  des  fonctions  de  Jacobi  dans 
le  cas  du  module  compris  entre  o  et  i,  cas  les  plus  importants 
dans  la  pralicpic.  Des  applications  g('omctriqucs  sont  traitées,  en 
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parlicnller,  à  propos  de  la  ctiljif]ue 

Chapitre  XIV  :  Développements  en  prodinls  infinis  et  en 
séries  trigonotnélriques.  Séries  S  de  Jacobi  (390-420).  —  Si 
l'on  considère  la  fonction  auxiliaire 

1  r, 

et  si  l'on  pose 

la  fonction  uniforme  '■^(z)  peut  être  identifiée  avec  le  produit 


n 


On  déduit  de  là  le  développement  en  produit  simplement  infini 
de  ^zU,  et  des  développements  analogues  pour  du^  3",  m,  ^2"^ 
puis  pour  y/e,  —  eo,  \e^  —  e.j,  y'eo  —  Cj.  En  se  servant  des  for- 
mules qui  relient  les  fonctions  de  Jacobi  à  celles  de  Weierstrass, 
on  a  les  développements  en  produit  infini  de  \/k^  {^k'i  snr,  cnt', 
dn  c\ 

Le  développement  en  série  trigonométrique  de 


est  de  la  forme 

n-u 


<l/U  =  an-^      7    dn  COS 


2' 

La  relation  entre  a,i  et  ciq  s'obtient  en  considérant  l'intégrale 

'^  (  a  )  du 


/^ 


le  long  du  contour  d'un  parallélogramme  dont  les  sommets  ont 
pour  affixes  —  03,  co,  to  -f-  2/ito',  —  w  -f-  2/ecu',  et  a^  se  détermine 
par  la  condition  'h  (o)  =  i . 

On  déduit  de  là  les  développements  en  séries  Irigonométriques 
des  fonctions  3'm,  3",  u,  c^o",  ^'s  «  multipliées  par  le  facteur  expo- 

Bull.  des  Sciences  malhéni.,  2'  série,  l.  XXVII.  (Janvier  190.3.)  1 
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jienliel 


1  T^l       a 
I(- 

e    2"> 


Les  quatre  séries  trigooométriqnes  qui   viennent  d'être  obte- 
nues rentrent,  à  des  facteurs  simples  près,  dans  le  tvpe 


2;„„,,,(«i  =  (-  i)^''  2 


(  — I  )'>"e         ^         i   '  ^         i 


où  g  et  h  désignent  des  entiers  et  les  quatre  fonctions  de  Jacobi 
2r,  (if),  2?o(/i),  373(«),  ^o{u)  se  déduisent  de  cette  série  générale 
en  y  donnant  aux  indices  g  et  h  les  valeurs  (i,  i),  (i,  o),  (o,  o), 
(o,  i).  On  peut  ainsi  relier  les  fonctions  2r  de  Jacobi  aux  fonc- 
tions d  de  Weierstrass  et  profiter  de  l'étude  déjà  faite  ici  des 
fonctions  3*.  On  retrouve  de  cette  façon  les  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  2r.  On  étudie  en  particulier  pour  ces  dernières 
fonctions  la  transformation  du  premier  ordre,  en  cherchant  reffet 
des  substitutions  du  groupe  modulaire 


ou  plutôt  des  deux  substitutions  génératrices  de  ces  groupes 


Chapitre  XV  :  Transformation  des  fonctions  elliptiques 
(p.  420-455).  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il 
existe  une  relation  algébrique  entre  p(?i|w,  w')  et  p(u\'à,  O') 
est  que  leurs  périodes  satisfassent  à  deux  relations  linéaires  ù  coef- 
ficients entiers 

/oj'  =  C|  12  -7-  diiï. 

La  question  se  simplifie  si  l'on  introduit  la  fonction 
Y>(  u\  no.  no'  ); 

les  deux  premières  fonctions  s'expriment  rationnellement  à  l'aide 
de  la  fonction  auxiliaire  et  l'on  est  ramené  au  problème  : 

Trouver  la  condition  pour  que  S=jd(/<[Q,  Ù')  s'exprime  ra- 
lionncllemcnl  en  fonction  de  5=j)(m|io,  to'). 
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Pour  cela,  il  laul  que  Ion  ail 


to'=  cil  —  c/Li\ 


a.  0,  c,  d  élanl  des  entiers;   réci|)i'0(jiienient,   si   celte   condition 

est  remplie,  on  a 

c        L'  (  s  I 

O   =    -r^ » 

\    (  5  ) 

U  et  V  étant  des  polynômes  entiers.  On  dit  alors  que  la  transfor- 
mation est  rationnelle;  le  déterminant  n  z=^  ad — bc,  que  l'on 
suppose  positif,  est  appelé  V ordre  de  ta  transformation  ;  il  fait 
connaître  le  degré  de  léquation  qui  détermine  s  quand  S  est 
donné. 

Deux  transformations  sont  équivalentes  si,  appliquées  successi- 
vement à  une  fonction  p[u\hi^  lo'),  elle  conduisent  à  des  fonc- 
tions p{u  I  Q,  Q'),  p(u  I  Q) ,  Q',)  qui  sont  égales  entre  elles.  Il  faut 
pour  cela  cpie  l'une  s'obtienne  en  faisant  suivre  l'autre  d'une 
transformation  du  groupe  modulaire;  il  y  a  évidemment  récipro- 
cité et,  de  plus,  deux,  transformations  équivalentes  à  une  troisième 
sont  équivalentes  entre  elles  :  on  regarde  comme  appartenant  à  une 
même  classe  toutes  les  transformations  équivalentes  à  une  transfor- 
mation donnée.  Une  transformation  d'ordre  /?  étant  donnée,  on 
peut  toujours  trouver  une  transformation  qui  lui  soit  équivalente 
et  qui  ait  la  forme 


oîi  j  est  un  diviseur  de  /t  et  où  ;  est  déterminé  à  un  multiple  près 
de  -•  On  déduit  de  là  que  le  nombre  des  classes  de  transforma- 
tions d'ordre  n  est  fini  :  il  est  égal  à  la  somme  des  diviseurs  du 
nombre  entier  n. 

On  dit  qu'une  transformation  (  j  esl pri/nit'Àe  s'il  n'existe 

aucun  facteur  commun  aux  entiers  rt,  0,  c,  d;  une  transformation 
non  primitive  se  ramène  à  une  transformation  primitive  et  à  une 
multiplication  de  l'argument.  On  peut  donc  se  borner  à  l'élude 
des  transformations  primitives  et.  comme  une  transformation  pri- 
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niilive  dont  Tordre  est  un  nombre  composé  peut  s'ol)tenir  en 
composant  des  transformations  primitives  d'ordre  premier,  il  suffit 
en  définitive  d'étudier  les  transformations  rationnelles,  primitives 
de  degré  premier. 

On  lrou\e  -alors  que  les  transformations  d'ordre  n  peuvent  se 
ramener  à  /?  -i-  i  Iransformal'ons  distinctes 

a 

,  VU)  -4-  LO 

il  =  (ij,  il  =  (  V  =  o,   1,2 n  —  I  ). 


Si  Ion  pose 


n 


2(0                                   2VW  -h  2t0f 
C0„    —    ,  (Ov  =   


n 


et  si  l'on  désigne  par  pv( ?/)  (v  =  oc,  o,  i ,  .  .  . ,  n  —  i)  les  fonc- 
tions cjui  correspondent  aux  n  -t-  i  transformations,  on  trouve,  en 
décomposant  pv('0  ^"  éléments  simples, 

1,2.  ...,  n  — 1 
Pv(«)  =  P"-+-        2^        [p(//  —  /-Wv)  —  JJ(/-coj], 

V 

et  il  est  facile,  en  groupant  les  termes  deux  à  deux,  de  mettre  le 
second  membre  sous  la  forme  d'une  fonction  rationnelle  de  5  =  p  a 
dont  les  coefficients  sont  composés  rationnellement  avec  g^i  gz 
et  ptOv  : 

On  est  conduit  à  une  équation  en  s  de  degré  n  que  l'on  nomme 
équation  de  transformation  si,  dans  la  relation  précédente,  on 
regarde  p^^u  comme  donné;  les  racines  de  cette  équation  sont 

pu,     p(»  — Wv),      ...,     Ji[// —  (n  — i)Wv]. 

Si  l'on  considère  le  domaine  de  rationalité  obtenu  en  adjoignant 
o"2>  gzi  J3Wv,  PvW,  p\i  II  aux  nombres  rationnels,  l'équation  de  trans- 
formation est  résoUible  par  radicaux. 

Entre  l'invariant  absolu  J  de  la  fonction  pu^  et  l'invariant 
absolu  J'  de  l'une  quelconque  des  fonctions  qui  résultent  de  la 
Iransformation,  il  existe  une  équation  algébritpie 

/(J',  J)  =  o, 
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dont  les  racines  sont 

Celte  équation,  appelée  équation  tnodulaire,  se  présente  ici 
comme  une  résolvante  de  l'équation  pour  la  division  des  périodes 
et  l'on  peut  conclure  de  là  que  son  groupe  de  monodromie  est 
défini  par  les  substitutions 

V  S:  — ^  (  mod  «  I         (  ao  —  [i-'  ;s  i  j, 


elTectuées  sur  les  indices  des  n  4-  i  hianclies 

"'=c'       "'o;       "'n        •■•!       J/i-1- 

Si  l'on  passe  maintenant  à  la  fonction  du,  le  problème  de  la 
transformation  pour  cette  fonction  se  ramène  à  la  recherche  de 

l'expression  de  dlu    —>  to' ]  eu   fonction   de   iu,  expression  qui 

s'obtient  aisément  en  considérant  les  zéros  situés  dans  un  parallé- 
logramme des  périodes  2oj,  aoj'. 

La  transformation  de  Landen  est  étudiée  en  détail  avec  son 
application  au  calcul  des  intégrales  de  première  espèce  et  à  la 
moyenne  arilhiuético-géoniétrique  de  Gauss. 

Chapitre  XYI  :  Fonctions  modulaires  elliptiques  (p.  455-485), 
—  J  désignant  l'invariant  absolu,  une  équation  algébrique,  entière 
et  irréductible  entre  -.p  et  J, 

/('■?,  J)  =  o, 

détermine  '^  comme  fonction  de  t;  si  cette  fonction  est  uniforme, 
on  dit  que  c'est  une  fonction  modulaire  (algébrique).  Pour  que  es 
soit  une  fonction  uniforme  de  t,  il  faut  que  la  sui'face  de  Riemann 
correspondant  à  Téqualion  algébrique  satisfasse  à  des  conditions 
qui  sont  définies  par  un  théorème  de  Klein  (  Vcrziveigungssatz) 
démontré  dans  ce  Chapitre. 

Supposons  ces  conditions  remplies  et  considérons  réipiatiou 
f{'Oj  J)=:o  comme  une  équation  algébrique  eu  o.  Si,  pour  une 
\aleur  de  7,   '^{':)  est  une  racine,  toutes  les  autres  racines  soûl 
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données  par  lexpression 


où  (        '^1  est  une  substitution  du  groupe  modulaire  F.  Comme 

le  nombre  des  racines  est  fini,  il  y  a  une  infinité  de  substitutions 
de  r  qui  laissent  o  invariable;  ces  substitutions  forment  un  sous- 
groupe  G  dont  l'indice  est  égal  au  degré  m  de  l'équation  en  z>. 
Inversement,  à  tout  sous-groupe  G  d'indice  fini  du  groupe  modu- 
laire correspondent  des  fonctions  modulaires  qui  appartiennent 
à  G. 

On  étudie,  en  jinrliculier,  le  sous-groupe  G  des  substitutions 

(mod  m) 

et,  en  même  temps,  le  groupe  Go  que  l'on  obtient  en  ajoutant 
aux  substitutions  de  G  la  substitution  ;'  =  — Zq  (z^  imaginaire 
conjuguée  de  z). 

La  fonction  modulaire  /«-(t)  donne  la  représentation  conforme 
biunivofpie  du  triangle  fondamental  de  Gq  sur  le  demi- plan 
négatif;  elle  prend  les  valeurs  o,  i,  oo  (ou  mieux,  tend  vers  ces 
valeurs)  seulement  à  l'infini  et  aux  points  rationnels  de  Taxe  réel. 
Toute  fonction  algébrique  de  A-(t),  ramifiée  seulement  j)our 
/»■-  =  o,  A-  =;  I ,  A-  =  Xi,  est  une  fonction  modulaire  de  t. 

Après  des  indications  générales  sur  les  fonctions  modulaires  yO\ 

cl  {//i"',  on  donne  les  formules  d'Hermite  qui  font  connaître,  pour 
les  fonctions 

l'cllct  produit  par  les  six  classes  de  substitutions  du  groiqjc 
modulaire  rap|)orl('es  au  module  a.  Les  groupes  auxquels  appar- 
tiennent ces  fonctions  peuvent  être  définis  par  des  congruences; 
pour  la  fonction  'f{-)  ces  congruences  sont 


(v    D^^C    ")        *"'°""' 


ajî  -!-  a-=  I  (  inn<l  iC)  ). 

<-nM>iii;i,  \\  Il  :  /ù/i/(/(io/is  iiiodulaiies.  Mcllioilc  (lllcrniilt' 
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pour  la  résolution  de  V équation  du  cinquième  degré  (p.  485- 
SaS).  —  L'équalion  modulaire  pour  l'invariant  absolu  a  déjà  été 
rencontrée  à  propos  de  la  transformation  de  la  fonction  pu;  on 
reprend  ici  son  étude  en  se  fondant  uniquement  sur  les  propriétés 
des  fonctions  modulaires.  On  considère,  au  lieu  de  J(t),  le 
produit 

dont  le  développement,  suivant  les  puissances  de  ^,  a  ses  coeffi- 
cients entiers  et  Ton  établit  le  tliéorènie  suivant  : 

Toute  fonction  de  t,  uniforme,  finie  et  continue  dans  le  demi- 
plan  positif,  qui  se  reproduit  pour  toute  substitution  du  groupe 
modulaire  et  qui,  poury'  =  go,  se  comporte  comme  une  puissance 
entière  et  positive  dey,  est  une  fonction  entière  et  rationnelle  dey. 

Ce  théorème  démontré,  on  parvient  directement  à  l'équation 
modulaire  en  se  posant  cette  question  :  Trouver  toutes  les  valeurs 

distinctes  que  prend  J  {  — 7)'    «,  ^5  c,  d  étant  des   nombres 

entiers  tels  que  le  délerjuinant  ad — bc  est  égal  à  un  nombre 
premier  donné,  p. 

La  réponse  à  cette  question  est  résumée  dans  l'énoncé  suivant  : 

Si   i  I    est  une  substitution  à  coefficients  entiers  et  à 

déterminant  premier  /?,  entre  les  fonctions  de  t 

il  existe  une  équation  algébrique  de  degré p  -\-  i  en  y', 

/(7'i  7  )  =  /''+'  -+-  =^  1  j"''  -+-•••  -^  '^l'f-^  ^i>+i  =  o. 

dont  les  coefficients  a  sont  des  polynômes  entiers  en  y.  C'est 
l'équation  modulaire  entre  j  et  j'  et  ses  p -h  i  racines  en  j' 
sont 

Le  groupe  de  monodromie  de  cette  équation  modulaire  peut  se 
déterminer  si  Ion  remarque  que,  à  un  chemin  fermé  décrit 
paryf-:),  correspond,  sur  t,  une  substitution  du  groupe  modu- 
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lairc.  On  trouve  que  la  sobstilution  ^  _|_  ;  du  groupe  modulaire 
produit  sur  les  p  -i-  i  indices  dey"  la  siibstitulion 

V  ^ (modo) 

■rt  -f-  a 

cl  le  groupe  de  monodromie  est  ainsi  défini;  comme  ce  groupe 
est  transitif,  l'équation  modulaire  est  irréductible.  Pour  le  groupe 
de  Galois  on  a  cette  détermination  très  simple  :  le  groupe  de 
Galois  de  l'équation  modulaire  eny'  est  le  groupe  linéaire 

,       av  -^  b  .     .  ,     ,       , 

V  ^  -j  (mod/>)  (ad — bc^o). 


L'irrationnelle  numérique  dont   Tadjonclion   léduit  ce  groupe 

au  groupe  de  monodromie  est  \/  ( — i)  -  p.  Quant  au  calcul  ef- 
fectif des  coefficients  a,.  ...,  a^_,.,,  pour  une  valeur  donnée  de/?, 
il  est  extrêmement  laborieux,  même  pour  de  petites  valeurs  deyw. 

On  obtient  des  résultats  plus  simples  pour  l'équation  modcdaire 
qui  correspond  à  y  /r  = '^(-:).  L'étude  de  cette  équation  est  jioussée 
assez  loin  pour  qu'on  puisse,  dans  les  cas  de  p^3,  5,  ■-,  ii, 
construire  efTectivement  l'équation.  Les  résultats  sont  donnés  ici 
et  l'on  y  a  joint^  pour  ^  =  3  et  pour  />  =  -,  les  formes  irration- 
nelles très  simples  de  Legendre  et  de  Gutzlall".  On  arrive  enfin  à  la 
résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  au  moyen  de  fonc- 
tions modulaires,  en  suivant  la  voie  ouverte  par  Hermite  : 

J/é(piatiun  modulaire,  dans  le  cas  de  />  =  5,  est 

v^  —  u^  —  4 «'' ( I  —  u'*v'*)  -h  5 u- i'- (  1--  —  II- )  =  o: 

elle  est  du  sixirme  degré,  mais  elle  admet  une  résolvante  du 
cincpiième  degré.  Ce  fait,  énoncé  par  Galois,  s'explique  en 
reniîirfpiant  que  le  groupe  de  l'équaliou  d<'(iiii   par  la  congruence 

^'  —  7Z~~}         imoi\:j)  (ad—bc  =  i) 


admet  des  sous-groupes  d'iudice  .")  ;  luii  d'eux  [)eul  être  engendre 
au  UHtxen  des  deux  substitutions 
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Or,  la  fonction  suivante 

appartient  à  ce  sous-groupe;  on  vérifie  qu'elle  prend,  pour  toutes 
les  substitutions  du  groupe  modulaire,  les  cinq  valeurs 

-A  =  (t-^  —  <-•).)  '■  ^1^1—  i'i+V  (  ^'2-+-/,—  t'3+).)  (À   =  O.  I  ,  2,  3,  4  )• 

Herraite.  en  i85S.  a  considéré  cette  fonction;  il  a  construit  la 
résolvante  qui  lui  correspond  et  montré  que  léquation  générale 
du  cinquième  degré  peut  se  ramener  à  cette  résolvante  par  la 
résolution  d'une  équation  du  troisième  degré  et  d'équations  du 
deuxième  degré,  ce  (jui  donne,  pour  l'équation  du  cinquième 
degré,  à  l'aide  de  la  fonction  modulaire  '■^(t),  un  mode  de  résolu- 
lion  comparable  à  celui  de  l'équation  du  troisième  degré  à  l'aide 
des  fonctions  circulaires. 

M.  Biancbi  donne  des  renseignements  historiques  sur  cette 
importante  question  et  il  pousse  jusqu'au  bout  le  calcul  de  la 
résolvante  d'Hermile, 

Chapitre  X\  III  :  J/iiltiplication  complexe  (p.  025-563).  — 
On  sait  déjà  que,  si  «  est  un  nombre  entier,  p(nii\  w,  w')  s'exprime 
rationnellement  en  fonction  de  p(  a\(ji.  b)'  ).  On  se  pose  mainte- 
nant la  question  :  Est-il  possible,  en  choisissant  convenablement 
les  périodes  oj  et  to'  et  le  nombre  constant  e,  d'obtenir  que 
j3(£?/|  co,  Cl)')  s'exprime  rationnellement  en  fonction  de  p(w|  tOjto')? 

Il  faut  pour  cela  que  l'on  ail 

£0J  =  rt  OJ  —  boj' , 
îo/  =  CO)   -r-  d(Jj\ 

cij  b,  c,  d  étant  des  entiers  tels  que  le  déterminant  ad — ^c  ^  N 
soit  positif. 

Si  ces  relations  ne  se  réduisent  pas  à  des  identités,  ce  qui  est  le 
cas  de  la  multiplication  ordinaire,  et  si,  entre  elles,  on  élimine  7, 
puis  (0  et  oj'.  on  trou\e  deux  équations  du  second  degré 

6 -■-  -H  ( rt  —  d)-  —  c  =0, 
-."- —  (a  -f-  d)z  —  {ad  —  bc)  —  o 

avant  même  déterminant  A  =  («  -f-  dy  —  4^  ;  comme  t  doit  être 
Bull,  des  Sciences  malhcni.,  2'  série,  t.  XXVII.  (Janvier  i<jo3.)  2. 
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complexe,  on  voit  que  t  doit  l'être  aussi,  de  là  le  nom  de  multi- 
plication complexe. 

D'après  ce  qui  précède,  si  p(«  |  co,  to')  est  une  fonction  ellip- 
tique à  multiplication  complexe,  on  a  entre  les  périodes  une 
relation  quadratique  de  la  forme 

Aw'2-i-  9.  Bwto'-^  C  0)2  =;  O, 

où  A,  B.  C  sont  des  entiers  sans  diviseur  commun  et  tels  que  le 
déterminant  D  =  AC  —  B-  est  positif.  Inversement,  toute  forme 
binaire  quadratique  à  déterminant  positif  détermine  une  fonc- 
tion pu  Si  multiplication  complexe,  et  les  formes  appartenant  à 
une  même  classe  déterminent  la  même  fonction  pu. 

Il  s'agit  d'établir,  pour  la  fonction  pu  correspondant  à  une 
forme  quadratique  donnée  (A,  B,C),  les  formules  les  plus  géné- 
rales de  multiplication  complexe.  On  reconnaît  que  ces  formules 
peuvent  s'obtenir  en  combinant  les  formules  d'addition  et  de 
multiplication  avec  les  formules  élémentaires  obtenues  en  donnant 

aux  coefficients  (  )  delà  transformation  et  au  multiplicateur  0 

\c     dj 

les  valeurs  suivantes  : 

a  =  13,         6  =  A,         c=  — C,         d  =  —  B,         N  =  D,         t  ^  i  \/ï) 

si  la  forme  est  de  première  espèce  (c'est-à-dire  si  A  et  C  ne  sont 
pas  pairs  tous  les  deux),  et 

a  =  -  ('  B  -f- 1),  i  =  -  A.  c  = G. 

■?,'  1  i. 

si  la  forme  est  de  deuxième  espèce  (A  et  C  sont  pairs  tous  les 
deux). 

On  peut  établir  les  formules  effectives  de  miiltij)lication  com- 
plexe correspondiint  aux  relations 

10  =  a ~  b  — 

{ad  —  bc  =  N), 
lu  =  r  —  -f-  rf  — 

où  a.  h.  c,  f/ sont  des  entiers  premiers  entre  eux. 
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En  désignant  par  '2m  une  période  convenablement  choisie,  on 


trouve 


.>  —  1 
r  =  l 

puis,  en  associant  convenablement  les  termes, 


t^p(zu) 


\{pu)' 


dans  cette  formule,  U  et  V  sont  des  polynômes  entiers  en  pu  de 
degré  N  et  N  —  i ,  les  coefficients  de  U  et  de  V  sont  des  fonctions 
entières  de  go  et  de  g 3  avec  des  coefficients  numériques  qui  sont 
rationnels  ou  contiennent  la  seule  irrationnelle  iyjiy,  suivant  que 
la  forme  (A,  B,  C)  est  de  première  ou  de  seconde  espèce;  la  for- 
mule dépend  seulement  du  déterminant  D  et  de  l'espèce  de  la 
forme  quadratique. 

L'équation  pour  la"  division  des  périodes  qui,  dans  le  cas 
général,  n'est  pas  résoluble  par  radicaux,  est,  dans  le  cas  d'une 
l'onction  pu  à  multiplication  complexe,  une  équation  abélienne 
(avec  un  groupe  de  Galois  de  substitutions  échangeables)  et,  par 
suite,  est  résoluble  par  radicaux,  le  domaine  de  rationalité  étant 
composé  de  ^o,  «a  et  des  nombres  rationnels. 

Les  invariants  absolus  y  (t)  des  fonctions  elliptiques  à  multipli- 
cation complexe  qui  correspondent  aux  classes  de  formes  quadra- 
tiques (A,  B,  C)  de  même  déterminant  D  et  de  même  espèce  sont 
racines  d'une  même  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  étant  l'unité  : 
on  désignera  le  premier  membre  de  cette  équation  par  Hpfy) 
ou  Hû(y)  suivant  que  les  formes  quadratiques  considérées  sont 
de  première  ou  de  seconde  espèce.  On  indique  une  méthode  pour 
le  calcul  efi'ectif  des  expressions  1Ïq(j)  et  Ho(y'),  mais  en  ajou- 
tant que  cette  méthode  théorique  conduirait  à  des  calculs  labo- 
rieux, et  en  renvoyant  au  livre  de  Weber  (lilliptische  Func- 
tionen  und algebraische  Zalilen)  et  à  des  Mémoires  de  Greenhill, 
où  sont  considérées  des  fonctions  modulaires  plus  élevées  et  les 
équations  modulaires  correspondantes. 

Les  invariants  de  classe  de  deuxième  espèce  appartenant  à  un 
déterminant  donné    s'expriment  rationnellement   au   moyen   des 
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invarianls  de  première  espèce  qui  correspondent  au  même  déter- 
minant. On  pourra  donc  se  limiter  à  l'étude  de  U équation 

Hi,(y)  =  o, 

qui  donne  les  inva/'iants  des  classes  de  première  espèce  et  de 
déterminant  D. 

Chapitre  XIX  :  Composition  des  formes  quadratiques 
d'après  Gauss  et  groupe  de  Galois  pour  V équation  aux  inva- 
riants de  classe  (p.  dÔS-SqS).  —  J'énoncerai  seulement  ici  la 
règle  suivante,  à  laquelle  on  est  conduit  en  considérant  deux 
réseaux  de  parallélogrammes  que  Ton  fait  correspondre  à  deux 
formes  données  :  Pour  composer  deux  classes  de  formes  primi- 
tives de  première  espèce  et  de  même  déterminant,  on  choisit 
dans  ces  deux  classes  deux  formes  concordantes 

(a.b,aC).     {a',b,oC}, 

dans  lesquelles  a,   a'  el   ih  n'ont  pas   de  diviseur  commun;    la 

forme  composée  est 

(«a',  b,  Cj. 

et  la  classe  définie  par  cette  dernière  forme  est  la  classe  composée. 
Si  K  et  K'  désignent  les  deux  classes  données,  la  classe  com- 
posée R"  se  représente  par  le  produit  symbolique 

K"  =  K  K'  ; 

Tordre  des  facteurs  K  et  K'  est  indifférent. 

Si  1  on  considère  toutes  les  classes  de  formes  primitives  de 
j)remière  espèce  et  de  déterminant  D 

K,,     K,,     ...,     K/,, 

et  si  on  les  multiplie  par  Tune  d'elles  prise  arbitrairement,  on 
retrouve,  à  l'ordre  près,  les  h  classes  considérées;  l'ordre  reste  le 
même  si  la  classe  par  laquelle  on  multiplie  contient  la  forme  prin- 
cipale (I,  o,  D).  On  définit,  de  celle  manière,  un  groupe  de 
h  substiiuiions;  ce  groupe  est  appelé  groupe  de  composition  des 
classes. 

Cela  posé,  on  a  le  ihéorèmc  suivant  : 

Si,  au  domaine  de  rationalité  formé  des  /lo/nOres  rationnels. 
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on  adjoint  i\/D,  le  groupe  de  Galois,  pour  l'équation  aux 
invariants  des  classes  Ho(y)  =  o,  est  holoédriquement  iso- 
morphe au  groupe  de  composition  des  classes. 

L'équation  H£,(y)^o  est  irréductible  dans  le  domaine  de 
rationalité  (i,îy/D).  Mais  si  l'on  adjoint  des  radicaux  réels 
convenablement  choisis,  le  polynôme  HD(y)  se  décompose  en 
autant  de  facteurs  qu'il  j  a  de  genres  de  formes  quadratiques 
d'après  Gauss  et  les  racines  de  chaque  facteur  appartiennent  aux 
classes  d'un  même  genre. 

Pour  une  étude  plus  approfondie  de  cette  question  IM.  Bianclii 
renvoie  aux  travaux  de  Kronecker  sur  la  mulliplicalion  complexe. 

E.  L.vcorii. 


GRANDJEVN  (Georges).  —  Sur  le  régime  permanent  graduellement  varu: 

QUI  SE  PRODUIT  A  LA  PARTIE  AMONT  DES  TUYAUX  DE  CONDUITE  ET  SUR  LETA- 

blissemext  du  régime  UNIFORME  DANS  CES  TUYAUX.  (Thèse  de  doctoral 
présentée  à  la  Facullé  des  Sciences  de  Paris.)  In-4°  de  69  pages;  C.  Naud, 
igo';».. 

Ce  Travail  de  Physique  mathématique  a  pour  objet  l'étude  de 
l'écoulement  permanent  varié  que  prend  l'eau  à  l'entrée  des 
tujaux  de  conduite  circulaires,  sur  une  longueur  pouvant  atteindre, 
quand  la  paroi  est  très  polie,  jusqu'à  trente-cinq  ou  quarante  fois 
leur  diamètie,  parcours  au  bout  duquel  le  régime  uniforme,  ré- 
gnant dans  le  reste  du  tuyau,  se  trouve  établi. 

Comme  on  le  voit,  cette  étude  touche  à  une  question  ca|)itiilc 
d'Hydraulique,  celle  des  distributions  d'eau  des  villes —  Cette 
question  n'a  été  abordée  qu'assez  récemment,  surtout  en  ce  qui 
concerne  le  mode  de  distribution  des  vitesses  dans  les  diverses 
sections  du  tuyau,  où  figurent,  comme  variables  indépendantes, 
l'abscisse  x  de  la  section,  comptée  à  partir  de  l'entrée,  et  la  dis- 
tance /■  de  ciiaque  point  d'une  section  à  son  centre  ou  à  l'axe; 
quant  à  la  fonction  inconnue,  c'est  le  rapport  de  la  vitesse  en  ce 
point  à  la  vitesse  moyenne  de  débit,  ou  mieux  la  petite  |)arlie  -  de 
ce  rapport  par  laquelle  le  régime  considé-ié  se  dislingue  du  régime 
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uniforme,   partie   lendant    asymplotiquement  vers    zéro    pour   x 

1  n  fi  n  I . 

M.  Boussinesq  avait  fait  connaître  en  189-  les  équalions  aux 
dérivées  partielles  de  ce  problème  et  montré  quelles  s'intègrent 
par  superposition  de  solutions  simples  avant  quelque  analogie  avec 
celles  de  Fourier  dans  la  question  des  températures  permanentes 
d'une  longue  barre  qui  remplirait  le  tuvau  et  qui  serait  chaufifée  à 
l'entrée  de  celui-ci,  pareillement  tout  autour  de  Taxe,  tandis  que 
la  surface  latérale  ravonnerait  dans  un  milieu  de  température  zéro. 
Mais  ici  l'équation  est  du  quatrième  ordre  et  non  du  second  quant 
aux  dérivées  en  /•.  et  les  conditions  au  contour  des  sections  sont 
deux  fois  plus  nombreuses  et  sont,  en  outre,  telles  que  le  produit 
de  deux  solutions  simples  n'a  pas  sa  valeur  moyenne  nulle.  Aussi 
les  fonctions '!>(/•)  multipliant  les  diverses  exponentielles  en  x  éva- 
nouissantes, y  sont-elles  de  forme  beaucoup  plus  complexe  :  elles 
semblent  impossibles  à  obtenir  autrement  qu'en  série,  de  même 
que  l'équation  transcendante  dont  les  racines  m,  toutes  réelles  et 
j)0sitives,  sont  les  coefficients  respectifs  d'extinction  des  exponen- 
tielles en  X. 

Enfin  les  constantes  d'amplitude,  dans  la  solution  générale,  des 
diverses  solutions  simples  ne  se  séparent  plus  par  le  procédé  d'éli- 
mination de  Fourier;  leur  détermination  exige  l'emploi  laborieux 
de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

En  dehors  du  cas  d'un  tuyau  à  paroi  très  lisse,  où  l'équation 
différentielle  en  T  se  simplifie,  les  calculs  effectifs  paraissent  ina- 
bordables. Cependant,  M.  Grandjean  forme  explicitement,  sans 
rien  négliger,  la  loi  de  récurrence  reliant  chaque  coefficient  des 
séries  ^I'  aux  deux  coefficients  précédents  :  ce  qui  suffit  pour 
prouver  la  convergence  des  séries  et  la  légitimité  de  leur  emploi. 

Le  Travail  de  M.  Grandjean  est  divisé  en  trois  Parties  :  la  pre- 
mière est  consacrée  à  la  définition  du  régime  graduellement  varié 
et  aux  équalions  fondamentales  de  ce  régime.  Les  deux  autres 
Parties  sont  des  applications  de  ces  théories  au  cas  d'un  tuvau 
rectangulaire  très  large  et  au  cas  d'un  tuyau  circulaire. 

Dans  le  second  Chapitre  de  son  Travail,  ^L  Grandjean  traite, 
dune  manière  délailire,  le  cas  d'tme  paroi  très  lisse,  cas  pour  le- 
quclle  on  possède  une  expérience  soignée  de  jNL  Bazin,  et  il  v 
détermine  la  première  racine  m  cl,  par  suite,  la  solution  sim|)lc 
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l'ondamenlale  dont  dépend  presque  exclusivement  le  mode  de  dis- 
liibulion  des  vitesses,  ainsi  que  la  seconde  racine  m,  et  calcule  la 
l'orme  explicite  de  la  seconde  solution  simple,  puis  les  deux  coeffi- 
cients d'amplitude  affectant  ces  deux  premiers  et  principaux  termes 
de  la  fonction  cherchée,  quand  on  y  réduit  la  solution  et  qu'on 
fait,  par  exemple,  l'hvpothèse  d'une  entrée  parfaitement  évasée, 
assurant  le  quasi-parallélisme  et  l'égalité  de  vitesse  des  filets 
lluicles  au  début  de  la  partie  cylindrique  du  tuyau.  Malgré  l'impar- 
faite vérification  de  cette  hypothèse,  la  comparaison  des  résultats 
théoriques  avec  ceux  qu'a  constatés  M.  Bazin  ne  révèle  ([ue  des 
écarts  peu  supérieurs  aux  erreurs  d'observation. 

M.  Grandjean,  avant  d'aborder  le  cas  de  l'écoulement  dans  des 
tuyaux  circulaires  qu'il  examine  dans  le  Chapitre  III  de  son  Tra- 
vail, a  examiné  celui  d'un  tuyau  rectangulaire  très  large,  pour  que 
l'écoulement  puisse  être  censé  s'y  faire  dans  des  plans  parallèles 
et  de  la  même  manière  dans  tous.  Alors  les  séries  W  précédentes 
font  place  dans  le  cas  d'une  paroi  très  lisse  à  des  expressions  tri- 
gonométriques  finies  et,  dans  les  autres  cas,  à  des  séries  qui  sont 
de  beaucoup  moins  compliquées  que  lorsqu'il  s'agit  des  tuyaux 
circulaires.  E.   E. 


MELAN(iES. 

SUR  UNE  ÉQUATION  FONCTIONNELLE; 

Par  m.  Li:Liia!Viu:. 

Je  me  propose  de  trouver  les  fonctions  /",  cp  et  F  qui  satisfont  a 
l'équation  (bnclionnelle  suivante  : 

(i)  fdO  ?(^'  '  —  ? '  "  '/'  '■)  =  l"'^"  "^  '"  '  ^' '  "  ~  '■)• 

La  formule  connue  de  la  théorie  des  fonctions  clbpti<|ucs 

(pu  —  pv):^'-  Il  :f-i'  =  — :?(»  -i-  f  Wl  it  —  r) 
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est  un  cas  particulier  de  l'équation  (i)  :  je  vais  montrer  que   la 

solution  générale  s'y  rattache. 

Tout  d'abord,  la  permutation  dans  (i)  de  a  et  de  v  montre  que 
la  fonction  F  est  impaire  [donc  F(o)  =  o]  ;  ensuite,  le  changement 
(]g  (.  en  —  (•  h'altérant  pas  le  second  membre  de  (i),  il  en  résulte 
que /et  o  doivent  être  paires. 

L'équation  (i)  entraîne  l'identité  des  deux  membres  et  de  leurs 
dérivées  partielles  successives  par  rapport  à  v  pour  la  valeur  r  =  o; 
cette  identité  a  lieu  d'elle-même,  d'après  les  remarques  qui  pré- 
cèdent, pour  les  équations  dérivées  d'ordre  impair;  si  on  l'écrit 
pour  l'équation  (i)  et,  pour  les  deux  premières  équations  dérivées 
d'ordre  pair  2  et  4>  on  obtient  les  trois  équations  suivantes  (dans 
lesquelles,  pour  simplifier,  je  supprime  au  second  membre  l'écri- 
ture de  l'argument  u)  : 

lf{u)o     (o)-oiu)f     (o)=F2, 
(1)  /(«)?"    (o)-ç>(«)/"    (o)  =  2(FF"   -F'2), 

(/(«)?'''Ho)-o(«)/W(o)  =  2(FF^i)-4F'F"'+3F"-^). 

Ces  équations  étant  linéaires  en  /{(')  et  'f  (w),  il  en  résulte  que 
leurs  seconds  membres  doivent  satisfaire  à  une  relation  linéaire  à 
coefficients  constants  :  soit,  en  appelant  A  et  B  deux  constantes  et 

supposant_/(o)'j"(o)  —  '^(o)/"(o)  ^  o  : 

FF'4)— 4F'F"'-t- 3F"^=  A(FF"— F'2)  — BF2. 

Cette  c([uation  dilTérentielle,  du  quatrième  ordre  par  raj)port  à 
l'inconnue  1',  s'abaisse  évidemment  à  un  ordre  moindre  en  prenant 

|)Oiir   inconnue   auxiliaire   la  dérivée   logarithmicpie  $=  vr;  elle 

devient  ainsi 

<I>"-t-  6<I''2=  AI»'—  r>; 
d'où,  en  posant 

-,  , ,  d-  LF  .  T      •  Il 

(i  =  —  <I>  — , (  L,  sifriio  uu  loir  ncp  .  ), 

l'intégrale  première  suivanlc,  dans  lacpiellc  C  est  une  nouvelle 
constante, 

n)  G'2=4G3+Ar.2-}-2BG-^C, 

(  1,  piii^  I''.  ('lant  choisis  conforinéincnt  à  cette  éciuatiou  [i),  /  cl  ci. 
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on  %erla  du  système  (2),  devront  vérifier  deux  équations  de  la 
forme  suivante,  dans  lesquelles  a,  j^,  a,,  [i,,  sont  des  constantes  : 

^""^  1  a,/(?0^?icp(«)  =  F2G. 

Voyons  si  l'on  peut  choisir  les  constantes  a,  [j,  a,,  [j,,  de  façon  à 
vérifier  (i).  En  vertu  des  équations  (4),  on  a  évidemment 

(a3,-  pa,)  [/(«)'f(<0 -?(")/(»')]  =  FH")  F^.t^)  [G(p)  -  G(u)]. 
Il  faudra  donc  que  l'on  ail 

FHu)FH^)[G{i')-G{u)\  =  ix'^i—'^oii)Fiu-^i^)F(u-^). 
Par  conséquent  la  fonction 

7^(«,  p)  =  LF2(«)  +  LF2(i;)-f-L[G(p)  — G(a)] 
doit  d'abord  satisfaire  à  l'écjuation  du  second  ordre 

^  =.  ^-. 

Par  un  calcul  facile  que  j'omets  on  vérifie  que,  en  vertu  de  (3),  il 
en  est  bien  ainsi;  d'où  résulte  que  '/(«,  i')  est  de  la  forme 

^F (  a  -f-  t^ )  +  y-'i  (  w  —  i>), 

et  comme  y  ne  change  pas  quand  on  change  ç  en  —  v,  car  G  est 
paire,  il  faut  forcément  que  les  fonctions  W,  et  W  coïncident. 
Donc  j'ai 

F-^(u)F'-(ç)[G(v)  —  G(u)]  =  &{ii  -^  i^)  e{u  —  i>). 

Je  détermine  0  en  faisant  c  ^  o  ce  qui  annule  F(('),  tandis  que  le 
produit  F-(t')G(t^)  =  F'-  —  FF"  devient  égala  F'-(o);  d'où 

0(«)  =  F'{o)F{u), 
par  conséquent  : 

F2(«)FH'^)[G(i^)  — G(a)]  =F"-{o)F{u-hv)F(u  —  v). 

On  doit  donc  avoir  a^^,  —  |ja,  =  F'-(o). 

On  vérifie  d'ailleurs  aisément  que  l'hypothèse  écartée 

/(o)o"(o)-'^(o)/"(o)  =  o 


■J4  FKli.MlÈlU-     l'AIMli:. 

ne  condiiil  à  aucune  solution.  On  a  donc,  en  définitive,  le  résultat 

suivant  : 

Pour  satisfaire  à  t équation  (i),  on  doit  clioisir  F  par  la  con- 
dit  ion  que  la  fonction  G  == ^^  vérifie  une  équation  diffé- 
rentielle de  la  forme 

dans  laquelle  A,  B,  C  sont  des  constantes.  Ensuite  f  et  o  sont 
déterminées  par  deux  équations  telles  que 

a,  3,  a,.  3,,  étant  quatre  constantes  assujetties  seulement  à  la 

condition 

a3,-,'îai  =  F'2(o). 

On  voit  donc  que  G  sera  une  fonction  elliptique  (ou  dégéné- 
rescence) ne  diflférant  d'une  fonction  p  de  Weierstrass  que  par 
une  constante  ;  F  ne  différera  de  la  fonction  i  correspondante  que 
par  un  facteur  exponentiel  de  la  forme  me""' (F  impaire);  /  et  o 
seront  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  convenables  de  F- 
etF-G. 

Théorème  d'addition  de  la  fonction  G.  —  U  est  intéressant 
de  montrer  comment  le  théorème  d'addition  de  la  fonction  G  peut 
se  déduire  de  l'équation  (i)  sans  différentiation.  Il  suflit  pour 
cela  de  déduire  de  (i)  l'équation  du  second  degré  rationnelle  par 
rapporta  G(m)  qui  a  pour  racines  G(//-ht")  et  G(w  —  t')  ('). 
J'écris  l'équation  (i)  : 

(i;     y'-{u)  Fî(t')[G(Hj  — G(P)]  =  kV{v^  -^  «;F(t-  — M),        /.•  =  F'î(o). 

Je  poserai 

'  G(«-t-<^)  — G(P)  =  A-X, 

(a)  '    G(«  — t)  — G(r)  =  AV, 

(  G(u)  — G(f)  =  AZ. 


(')  J'iii  suivi  une  méthode  analoi;uo  à  celle  que  j'indiciuc  ici  dans  une  Noie  sur 
\ii  fiiulliplicalion  (te  l'argument  des  fonctions  ellipti(]ucs  {Bull.  Se.  nuilli.. 
février  1901). 
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De  l'idenlité 

[G{u)--G(v)]-h[G{v)  —  G{iv)]-^[G(iv)-G{i>y\  =  o 

je  déduis 

^^  I       -+-¥(w-hv)F(iv  —  v)F^-(u)-i-Fiu->rn')F(u  —  w)Fi{i>)=o. 
Si,  dans  celte  formule,  je  fais  ip  =  2  ^',  j'ai 

{   F(i'^  u)F(v  —  u)F''(-2v) 
"^        î       -hF{3v}F{v)FHu)-hF{U'i-iv)F{u  —  'îv)F^i>)=zo\ 

d'où,  eti  déduisant  des  équations  (a),  F(2  4'+?^)  et  F(2r  —  u) 
calculés  en  fonction  de  X  et  Y  à  l'aide  de  (i),  puis  remplaçant  le 
produit  F(«  +  <')  F(r  —  u)  en  fonction  de  Z,  il  vient,  après  dis- 
parition de  F{u)  : 


XYZ2+  Z      v^T- -r-   -r^r; =  O- 


Je  poserai,  pour /?«  entier  quelconque  positil,  ^^^^,        =  A,„  ;  1  équa- 
tion précédente  devient  ainsi  : 
(p)  XYZ2+ A|Z  + A3=o. 

D'autre  part,  si  je  change,  dans  (y),  u  en  u  +  t^  puis  en  u  —  r,  j'y 
introduis  F{u  4-  3i^)  et  F(u  —  3(^)  que  j'éliminerai  entre  les  deux 
relations  obtenues  et  celle  que  l'on  forme  en  remplaçant,  dans  (j^), 
w  par  Se;  j'ai  ainsi  une  relation  renfermant 

F  {u  ^  iv),     F(u- — •2  1') 

ainsi  que  ¥(^11  —  i'),  et  j'élimine  ces  quantités  de  la  même  façon 
que  précédemment  à  l'aide  de  (i)  et  des  relations  (aj;  F(«)  dis- 
paraît encore  de  lui-même,  et  j'ai 

(cj)  A.^XYZ-f-  A2A3I  X  +  Y  )Z  —  Ai  =  o. 

Les  équations  (p)  et  (q)  résolvent  la  question  endéterminantXH-^ 
et  XY  en  Z.  Du  reste,  A,„  peut  s'exprimer  en  fonction  de  0(1^)01 
de  ses  dérivées,  car  on  a 

„,        ,        ^,    ,             /cF(ni -i-i)vF(m  — i)v  A„,_i  A,„-n 

G{mv)—  G(t')  = =— rj^, =  — A- 
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et  comme  G(c)  — ^J     >  n  en  resuite 

G(mp)  — G(r    = ?  — r^ 

d'où 

A  ,„  _  1  A  ,„  -i- 1        a-\.  A  ,„ 


A 


A  r,,  i^i'2 


Cette  formule  détermine  A^j^.,  en  fonction  de  A,„_,   et  A/„.  On 
part  de  A,  ^  i  et  de  Ao  tiré  de  (i)  en  y  faisant  tendre  ii  vers  r,  ce 

QUI  donne  Ao  =  —  ^=^7- • 
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TANXERY  (L)  el  MOLK  (J.).  —  Éi.i:mi:.\ts  de  lv  théorie  des  fonctions 
ELLIPTIQUES.  Tomc  IV  :  Calcul  intégrvl  (  v.*"  Partie).  In-8%  x-3o4  pages. 
Paris,  Gautliier-Villars,  1902. 

MM.  J.  Tannery  et  J.  Molk  achèvent  maintenant  l'œuvre  consi- 
dérable qu'ils  ont  entreprise,  il  y  a  déjà  quelques  années,  en  se 
jjroposant  d'exposer  aux  lecteuis  français  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  et  ses  applications  d'une  l'açon  complète;  leur  titre 
est,  en  effet,  trop  modeste,  et  si  je  veux  bien  leur  accorder  qu'ils 
n'ont  traité  que  les  éléments  de  cette  théorie  (ce  qui  nous  fait 
penser  rpi'ils  auraient  |)u  nous  dire  encore  bien  d'autres  choses 
du  plus  haut  intérêt),  il  faut  bien  qu'ils  me  permettent  de  les 
louer  pour  la  façon  dont  ils  ont  traité  ces  éléments,  non  seule- 
ment au  point  de  vue  purement  analvtique,  mais  aussi  au  [)oint  de 
vue  |)raii(pie,  en  ne  laissant  dans  l'ombre  aucune  de  ces  petites 
questions  qui  peuvent  paraître  d'abord  de  mince  importance,  mais 
qui  se  |)lacent  naturellement  au  ])reinier  rang,  quand  on  étudie 
les  fonctions  elliptiques  pour  s'en  servi'/-,  et  non  seulement  par 
curiosité  d'esprit.  Bien  des  fois,  en  effet,  on  a  pu  admirer  l'élé- 
gance analvtique  des  solutions  naturelles  de  certains  problèmes, 
telles  que  les  fournit  l'usage  des  fondions  elli[)liques  ;  mais,  bien 
des  fois  aussi,  on  a  été  rebuté,  fjuand  il  s'agissait  d<;  j)asser  aux 
applications,  par  la  complicaticni  des  calcids,  j)ar  le  peu  de  conver- 
gence des  séries  à  employer,  par  l'apparition  (l'argiimenls  imagi- 
naires, par  l'indétermination  apparente  des  logarithmes  qui  figurent 
dans  les  formules.  Après  avoir  bien  lu  l'Ouvrage  de  MM.  Tannerv 
ctMolk,  on  voit,  au  contraire,  que  toutes  ces  difficultés  sont  plus 
apparentes  que  réelles,  et  (|u'il  n'est  rien  de  plus  facile  que  de 
les  siirm-inter  :  ce  qui  nous  maiHjuail,  c'était  un  g;uide  sûr,  et  ce 
guide  nous  l'avons  maintenant.  Des  formules  claires,  résumées 
en  un  petit  nomijre  de  pages,  permettent  de  résoudre  numérique- 
ment tous  les  problèmes  dans  lesijuels  s  introduisent  naturelle- 
ment les  fonctions  elliptiques  :  les  calculs  à  faire  se  présentent 

/Jiill.  des  Sciences  inathe/n .,  ■!'  série.  . t.  XWII.  (I-'t-vricr  i<)o3.)  3 
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(le  la  façon  la  pins  avanlageusc,  puisque  les  séries  à  employer, 
déjà  connues  d'ailleurs  par  le  formulaire  de  M.  Sclnvarz,  sont 
toujours  préparées,  à  l'aide  de  transformations  très  simples,  de 
façon  à  fournir,  par  la  considération  des  deux  ])remiers  termes, 
une  approximation  plus  que  suffisante,  au  moins  dans  les  cas 
usuels;  le  choix  de  la  valeur  à  prendie  pour  un  logarithme  est 
précisé  d'une  façon  absolue;  pour  loul  dire  en  un  mot,  l'usage 
des  fonctions  elliptiques  est  rendu  véritablement  pratique. 
MM.  Tannery  et  Molk  ont  donc  pleinement  atteint  le  double  but 
qu'ils  se  proposaient;  l'élégance  et  la  rigueur  dans  Texposilion 
analytique,  en  même  temps  que  la  brièveté  et  la  précision  dans 
l'usage. 

Le  présent  \  oluine,  qui  termine  l'Ouvrage,  conlient  dabord  la 
lin  de  la  théorie  de   Vl/ucision,   déjà    commencée  au  Tome  111. 

Le  Chapitre  IX  est  consacré  à  Y  évaluation  des  intégrales  ^dc 
la  forme 


f 


dz 


/A^^-h-4B;;^— GC^-^-t-4Dg 


prises  le  long  d'un  chemin  quelconque,  dans  le  cas  où  A,  B, 
C,  D,  E  sont  réels. 

Les  auteurs  examinent  d  abord  la  détermination  de  l'intégrale 


/: 


flz. 


où  Y  =  4  1'' —  o2jK —  Si'  ^^  supposant  les  racines  <?( ,  e^,  <?3  de 
l'équation  Y  =  o  réelles.  On  v  arrive  facilement  en  coupant 
convenablement  le  plan  des  y  et  en  faisant  la  représentation 
conforme  sur  ce  plan  d'un  demi-rectangle  des  périodes  de  la  fonc- 
tion pu,  au  movcn  delà  relation  t  =  j);/. 

Ils  étudient  ensuite,  et  par  des  moyens  analogues,  la  même 
(pieslion,  dans  le  cas  où  les  deux  racines  C)  et  fa  sont  imaginaires 
conjuguées,  e-2  restant  réelle. 

Ils  ramènent  alors  la  dinércnliclle  -  T.?  où  Z  est  un   polvnome 

<piel(()n(pie  du  tioisièmc  ou  du  (nialriènie  degré  à  racines  inégales 
et    à    coefficients    réels,    A  r  ' -f- 4  Br- '  4- <)€;-+ 3  1)  r  +  I'.    à    la 

dilb'reiil  iclle  i)r('(é<lemmciil  ciivisaiiéc — ^ — -,  à   l'aide  dune  siib- 

■         _v''V 
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sliliiLion   linéaire   entre  les  variables  z  et  y.   Les  cas   où  Ton  a 
A  =  o  ou  bien  A^é  o  sont  étudiés  séparément. 

La  réduction  à  \a  forme  de  Legendre  forme  l'objet  d'un  para- 
graphe spécial;  et  le  Clia|)ilre  se  termine  par  l'étude  des  subsli- 

1       •  •  .1  1      dz  ,       dy 

lutions  fpuidiatiqucs  qui  permettent  le  passage  de  -—  a 


Le  Cliapitre  X  est  inliiulé  :  IiiLégralcs  elliplirjues.  On  se 
pro|)Ose  ici  d'évaluer  les  intégrales  de  la  forme  /  F(a:,  \^/'iL)dx^ 
où  X  est  lin  polvnome  de  x  du  troisième  ou  du  quatrième  degré, 
à  racines  inégales,  et  F(a",  y/^j  ^^"c  fonction  rationnelle  de  x  et 
de  y/X.  Cette  évaluation  s'obtient  en  faisant  usage  des  substitu- 
tions définies  précédemment  jiour  ramener  l'intégrale  à  la  forme 

/ /(  j',  y/Y  )  c/r,   où  Y=4j'^  —  S'i}'  —  ©3    ^^  où  y  désigne   v\ne. 

fonction  rationnelle,  et  en  profitant  des  résultats  obtenus  au 
Tome  précédent  (Cliap.  VI).  Puis,  en  se  plaçant  à  un  tout  autre 
point  de  vue,  les  auteurs  exposent  la  réduction  par  Legendre  des 
intégrales  elliptiques  aux  formes  dites  intégrales  de  première, 
deuxième  et  troisième  espèce,  et  cx|)liquent  les  notations  adop- 
tées successivement  par  Legendre,  Jacobi  et  Weierstrass  pour 
représenter  ce  que  ces  différents  géomètres  désignent  sous  le  nom 
d  '  intégra  les  norma  les . 

Le  Cliapitre  XT  est  consacré  à  l'étude  des  Substitutions  bira- 
tionnelles  de  Weierstrass  et  à  V intégration  de  l'équation 
différentielle 

dz  \  2 

-j-  I    =  ciqZ*  -\-  4rti^3_)_  Gf,, -2  -^  f^a-^z  ---  ci:^. 

Ce  litre  fait  suffisamment  comprendre  l'objet  du  Cliapitre  :  l'équa- 
tion différentielle  précédente  admet  pour  intégrale  générale  une 
relation  doublement  quadratique  entre  z  et  p{u  —  Wq)?  ^'^  fonc- 
tion j)  étant  construite  avec  des  invariants  convenables  ;  et  si,  pour 

-  1    •     <  dz  ,      ,  ■  ■  ,, 

u  =  Uo,  z  se  réduit  u  z.)  et  -r-  a  :;„,  on  i^eut  exprimer  rationnelle- 

du         (Il  I 

ment  :;  à  l'aide  de  p{u  —  Uq)  cl  p' {u  —  ;^o)- 

Le  Chapitre  XII  termine  la  partie  de  TOuvrage  cpic  les  auteurs 

ont  appelée  Calcul  intégral.  Il  est  consacré  à  un  sujet  spécial  : 

hrjuatioiis  aux  dé/-ivécs  />r//ticlles. 
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Si  Ton  coiisidtrc  les  fondions  '^{n'^  ^'2,  S'i)  ^^  celles  qui  en 
dérivent  eomme  dépendant  de  a,  de  ^o  et  de  .^-j,  elles  vérifient 
des  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  et  homogènes,  qu'on 
peut  a|)peler  cqualiona  cVhomogéncilé.  Mais,  comme  l'a  montré 
Weierslrass,  elles  vérifient  encore  d'autres  équations  de  même 
nature,  mais  distinctes  des  précédentes;  c'est  ainsi  que  l'on  a 

ù-n        -i     ^   dn  ài  ^.7     „ 

„  ^i ii  "3  -^ '^^  ii-i  =  o. 

dit-        o  '   "  c'jÇ-s  '      ofi-.y         \î 

L'étude  de  cette  équation  et  des  analogues  forme  l'objet  de  ce 
Chapitre;  on  en  déduit  facilement  les  coefficients  des  développe- 
ments en  séries  entières  de  yu  et  des  fonctions  analogues  7^?/. 

MM.  Tannerj  et  ^lolk  placent  à  cet  endroit  de  leur  Ouvrage  le 
Tableau  des  formules  relatif  au  Calcul  intégral;  il  est  d'une 
netteté  parfaite  et  suffira  pour  les  a|iplications  de  la  théorie  dès 
fondions  elliptiques,  ainsi  rpie  je  le  signalais  |)ius  haut. 

^  ient  ensuite  une  deuxième  Partie  consacrée  aux  Piemières 
applications  des  fondions  elliptiques.  Elle  est  divisée  en  deux 
Chapitres  :  le  premier  contient  les  Premières  applications  à  la 
Géométrie  et  à  la  Mécanique;  le  deuxième  renferme  les  Pre- 
mières applications  à  l' Algèbre  et  à  l' Arithmétique. 

Dans  le  premier  Chapitre  on  trouve  d'abord  la  délerminalion 
de  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse,  de  la  longueur  d  un  arc  de 
lemniscatc,  de  l'aire  de  relli|:>soï(le  ;  puis  l'étude  du  jnouvrment 
du  pendidc  simple,  une  étude  détaillée  et  très  intéressante  du 
pendule  splurique;  enfin  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  (ixc  dans  le  cas  oiî  il  n'y  a  pas  de  force  extérieure  est 
Irailé  avec  les  développements  convenables. 

Le  second  Chapitre  débute  par  le  problème  de  la  division  des 
périodes  [)af  un  nombre  entier;  les  auteurs  se  limitent  au  cas  où 
le  nombre  pai*  le(|uel  on  divise  les  périodes  est  un  nombre  pre- 
mier impair  et  mettent  en  évidence  les  propriétés  si  Jntéi-es- 
santes  des  é(|Uiili()ns  dont  dépend  alois  leui-  problème,  au  point 
de  vue  surtout  de  leur  irréductibilil*'-  ou  tle  leur  rcductibilih'  ilaiis 
i\n  corps  convenablement  choisi. 

L'étude  des  équations  modulaires  \ienl  ensiiile:  entre 
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existe,  en  supposant  n  premier  impiiir,  une  équation  algébrique 
de  degré  /?  +  i ,  et  d'un  intérêt  tout  parlieulier,  qui  a  reçu  le  nom 
adéquation  modulaire.  MM.Tanneiy  et  JNJolk  montrent  comment 
on  peut  former  cette  équation  et  quelles  en  sont  les  principales 
propriétés. 

Les  auteurs  posent  ensuite  le  problème  de  la  transformation 
|)Our  des  fonctions  doublement  périodiques  quelconques  d'une 
même  variable,  définissent  les  transformations  primitives  et 
montrent  comment  les  équations  modulaires  correspondant  à  une 
transformation  quelconque  dépendent  des  équations  modulaires 
correspondant  à  une  transformation  primitive. 

J^a  division  des  périodes  par  3  ou  par  o  et  l'étude  des  équations 
modulaires  correspondantes  fournissent  des  applications  des 
théories  générales  précédentes. 

Enfin,  le  Chapitre  est  terminé  par  la  résolution  du  problème 
de  la  division  d'une  boucle  de  lemniscate  en  trois,  quatre  ou  cinq 
parties  égales,  ce  qui  peut  se  faire  à  l'aide  de  la  règle  et  du 
compas  seulement;  par  l'élude  du  problème  de  la  division  de 
l'argument  par  un  nombre  entier/?  ;  par  l'exposition  de  la  question 
connue  sous  le  nom  de  multiplication  complexe  ;  en  dernier 
lieu,  par  le  fameux  théorème  de  Jacobi  sur  la  déconq")osilion  d'un 
nombre  entier  en  une  somme  de  quatre  carrés. 

Le  Volume  se  termine  par  quelques  notes  intéressantes  sur  des 
points  particuliers  et  par  une  lettre  de  la  plus  grande  importance 
adressée  quelques  mois  avant  sa  mort  par  M.  Hermite  à  M.  J.Tan- 
nerj.  Cette  lettre,  qu'il  faudrait  citer  tout  entière,  contient  la 
seule  démonstration  publiée  par  Ilermile  des  formules,  données 
par  lui  sans  démonstration  en  i858,  qui  expriment  les  fonctions 
cp(T),    'i;(T),   /(t)   à   l'aide   de    o(t),    'h{'),    /(t),    en    supposant 

T=  7-^,  et  désio'nant  par  a,  b,  c  des  enlieis  liés  |)ar  la  rela- 

a  -^  b-  o  i  '      7 

tion  ad  —  bc^\.  Cette  démonstration  est  très  belle  et  du  plus 
haut  intérêt;  mais  la  lettre  d'ilermite  a  encore  pour  nous  l'inesli- 
jiiable  avantage  de  faire  revivre  à  nos  yeux  ce  maître  vénéré,  d'un 
esprit  si  fin  et  d'une  si  grande  bonté.  Remercions  donc  double- 
ment M.  Tannerj  de  nous  avoir  fait  connaître  celle  lettre  :  un 
Ouvrage  sur  les  fonctions  elli[)ti(]ues  ne  j:»ouvait  |)as  trouver  un 
plus  beau  couronnement.  JL  Axdoykk. 


.{2  l'UEilIËRE  PARTIE, 


FRICfvE    (R.)-    —    IlVLPT-SATZE    DER   DlFFERENTIAL-    l  XD  Ix  TECri  VL-ReCI1M.\G 

ALS  Leitfadex  zum  Gebralch  BEI  VoRLESUNGEN.  Dritte  umgearbeilete 
Audage.  Mil  74  in  den  Text  gedruckton  Figuren.  i  vol.  in-8",  xv-i  18  pages. 
Brunschweig,  Meweg,  1902. 

Ce  résumé  d'un  Cours  de  Calcul  difiTérenliel  eL  intégral  a  élc 
priinilivement  composé  pour  les  élèves  d'une  Ecole  technique;  le 
succès  des  deux  premières  édilions  a  persuadé  riiuleur  que  son 
Livre  pouvait  rendre  des  services  en  dehors  du  milieu  spécial 
pour  lequel  il  avait  été  écrit.  Ce  livre  a  été  remanié  et  complété 
sur  quelques  points  pour  cette  troisième  édition  :  sa  brièveté  et 
sa  clarté  le  recommandent  sullisamment.  Il  sera  utile  tant  à  ceux 
qui  veulent  surtout  apprendre  le  Calcul  différentiel  et  intégral 
pour  s'en  servir  qu'à  ceux  qui,  tout  en  désirant  continuer  leurs 
études  mathématiques,  veulent  acquérir  une  première  vue  du 
sujet  et  se  familiariser  avec  les  méthodes. 

Naturellement  Fauteur  n'a  pas  cherché  à  (aire  une  exposition 
«  arithmétique  »  du  sujet;  il  n'a  pas  craint  de  iaire  appel  ;i  l  in- 
tuition, il  a  multiplié  les  ligures,  qui,  souvent,  dispensent  presque 
du  raisonnement;  il  n'entendait  point  faire  œuvre  de  logicien 
subtil,  mais  apprendre  aux  gens  à  appliquer  correctement  des 
règles  sûres;  il  a  tenu  compte  de  l'état  d'esprit  de  ses  lecteurs, 
et  du  but  qu'ils  cherchent  à  atteindre.  Est-il  utile  de  dire  que 
ce  sont  là  des  qualités,  et  non  des  défauts? 


GODEFROY  (M.).  —  Théorie  élémextaire  des  séries  (Limites.  Séries  à  termes 
coiislanls.  Séries  à  termes  variables.  Fonction  exponentielle.  Fonctions 
circulaires.  Fonction  Gamma;.  1  vol.  in-8°,  viii-aJG  pages,  i'aris,  Gaulhicr- 
Viliars,  1903. 

Le  [jivrc  de  AI.  (jodefrov  (;st  d'une  lecture  ficile  et  attrayante, 
1!  n'y  a  pas  d'étudiant,  avant  (pielqnc  goût  pour  les  Mathéma- 
tiques, (pii  n'ait  été  frappé  par  la  Ijoatité  et  la  simplicité  des 
(lév(!l()p|)('ments  en  sc-i'ie,  on  en  produits  infinis,  de  ces  fonctions 
éléiucnlaircs  (pu  louciit  dans  toutes  les  parties  des  Matluinalupies 
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vin  rôle  si  essentiel.  S'il  est  vrai  que  «  rétonnemcnt  soil  le 
commencement  de  la  Science  »,  il  est  bon  de  cultiver  chez  les 
commençants  la  faculté  d'admirer,  et  de  les  retenir  un  peu  sur 
quelques-unes  des  propriétés  de  ces  fonctions  et  de  leurs  déve- 
loppements, soit  que  ces  propriétés  se  présentent  d'elles-mêmes, 
soit,  au  contraire,  que  leur  connaissance  résulte  d'un  long  elForl, 
comme,  par  exemple,  la  transcendance  du  nombre  e,  lorsque 
cet  efl'ort  disparaît  dans  la  perfection  de  la  démonstration,  et 
(|u'il  ne  reste  plus  que  l'émerveillement  devant  la  beauté  du 
résultat  et  la  simplicité  des  moyens  qui  permettent  de  l'établir. 
Ceux  qui  sont  chargés  d'enseigner  l'Analjse  n'ont  souvent  pas  le 
lemjjs  de  s'attarder  à  ces  belles  propriétés.  Les  Livres  comme 
celui  de  M.  Godefroy  sont  très  utiles  pour  développer  le  goût  des 
iNlathématiques.  Ajouterai-je,  j)Our  répéter  une  idée  qui  était 
chère  à  Hermile,  (|u'il  est  désirable  que  ces  fonctions  élémentaires 
dont  il  traite  s'individualisent  en  quelque  sorte  dans  l'esprit  des 
étudiants,  et  leur  apparaissent  comme  ayant  une  vie  propre,  faite 
de  leurs  propriétés  caractéristiques? 

Quant  au  contenu  du  Livre,  je  ne  saurais  mieux  le  faire 
connaître  qu'en  reproduisant  une  partie  de  la  Préface  qu'y  a  mise 
jM.  L.  Sauvage. 

«  L'auteur,  dans  le  Chajjitre  1,  délinit  d'une  manière  précise 
les  notions  de  limite,  de  continuité  et  de  dérivée,  et  rappelle  celles 
de  leurs  conséquences  dont  il  fera  plus  tard  usage;  la  plupart  ont 
été  empruntées  à  V ylnaiyse  algébi-ique  de  Gauchy;  on  ne  saurait 
prendre  un  medieur  guide. 

»  La  théorie  des  séries  à  termes  constants  est  ensuite  exposée 
avec  détails.  Le  théorème  de  Rummer,  les  règles  de  Gauchy,  de 
Raabe  et  de  Gauss  sont  démontrées  avec  vine  méthode  et  une 
clarté  parfaites.  A  ces  propositions  générales  succèdent  des 
développements  intéressants  sur  la  convergence  absolue  et  sur  les 
séries  de  séries,  dont  les  séries  de  Lambert  et  de  Glausen  forment 
nne  curieuse  application. 

»  Le  Ghapitre  suivant  est  entièrement  consacré  aux  séries  à 
leimes  variables.  L'auteur,  après  avoir  fait  connaître  les  ihéo- 
rèmes  relatifs  à  la  con\er"cnce  unilbrme  et  à  la  continuité  de  ces 

o 
séries,    passe  aux  séries  entières.    Le  tln'orème  d'Abel  et   ses  im- 
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porlanls  corollairi-s  sont  établis  avec  toute  la  netteté  désirable; 
des  exemples  bien  choisis  éclairent  les  passages  délicats,  puis 
vient  un  résumé  substantiel  des  premières  proi)riétés  des  polv- 
nomes  de  Legendre  et  de  la  série  bvpergéométrifjue.  Le  lecteur 
est  ainsi  conduit  à  la  formule  de  Ta\lor,  considérée  comme  le 
développement  naturel  du  développement  de  1  accroissement  de 
la  somme  f{x)  d'une  série  entière.  Le  rôle  pratique  de  la  série 
de  Maclaurin  est  assez  effacé,  des  procédés  directs  dis|)ensenl 
souvent  d  v  recourir:  aucun  de  ceux  dont  rem|)loi  est  le  plus 
courant  n"a  été  omis. 

»  Le  Chaj>itre  I\  traite  avec  ampleur  de  la  fonction  expo- 
nentielle.   Aux    méthodes    ordinaires    pour   déterminer  la   limite 

de  l'expression    (  i -f- —  \      est    préférée,   à  ju^le    titie,    celle    de 

M.  Darboux.  Nous  signalerons  encore  un  abrégé  instructif  des 
propriétés  des  poKnomes  de  Hermile,  des  fonctions  de  Bessel, 
des  nombres  et  des  polvnomes  de  Bernoulli  ;  puis  la  belle  démon- 
stration de  la  transcendance  de  e  due  à  M\L  Hiirwitz  et  Gordan. 
J^a  fonction  a^  est  définie  à  l'aide  de  rexponenlielle  e-^",  à  l'inverse 
de  la  marche  habituelle;  on  évite  ainsi  des  longueurs  à  propos  de 
la  continuité  de  a^.  Euler  et,  après  lui,  Cauchj  et  Abel  se  sont 
servis  de  la  relation  fonctionnelle  caractéristique  de  cette  trans- 
cendante pour  étendre  la  formule  du  binôme  à  un  exposant  iria- 
lionnel;  la  démonstration  développée  à  ce  sujet  nous  a  paru 
j)articulièrcmcnt  sim|)le.  Ajoutons  ipic  celte  étude  de  a-^'  est  le 
prélimuiairc  d  une  théorie  complète  des  logarilhmes  (pii  termine 
le  (Chapitre. 

»  I^es  fonctions  circulaires,  intioduitcs  au  movcii  de  délinilions 
purement  algébriques,  font  l'objet  du  Chapitre  X .  L'auteur  déduit 
des  développements  en  série  de  cos.r  et  de  sin.r  toute  la  Trigono- 
métrie. Il  reproduit,  |)our  |)rouver  i'irralionalitc''  de  tt.  l'ingénieux 
procède''  donn(''  |)ar  llcrinile  dans  son  Cours  de  la  Sorlxuiiie.  Les 
développements  en  produits  infinis,  en  séries  entières  ou  en  séries 
de  Iractions  simples  des  dillérentes  fonctions  circulaires  sont 
obhiiMs  avec  l'igueur  et  f.icilité.  Un  l*.iragraplie  spécial  renferme 
qiH'bpies  indications  sur  les  séries  trigonomélriques  et  rexem|)le 
imaginé  par Weiei'sliass  d'une  fonction  continue  non  dérivable.  Les 
foiictidiis  circulaires  inverses  viennent  ensuite,  puis  le  calcul  de  t:, 
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son  évaluation  approchée,  et  enfin  les  fonctions  hvpcrljolifjues, 
^généralement  un  peu  négligées  dans  les  Cours. 

))  La  fonction  gamma  se  rattache  étroitement  par  ses  propriétés 
à  la  fonction  exponentielle  et  aux  fonctions  circulaires.  La  consi- 
dération du  produit  t^{x)  permet  d'en  exposer  ]a  théorie  sans  v 
faire  intt;rvenir  la  notion  d'intégrale,  grâce  à  l'emploi  constant  des 
séries;  les  raisonnements  gagnent  par  là  même  en  élégance  et  en 
uniformité.  Dans  le  dernier  Chapitre  de  son  Traité,  M.  Godefrov, 
se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  établit  sans  peine  les  formules  de 
Weierstrass,  de  Legendre,  de  Gauss,  de  Slirling  et  de  Gudermann, 
ainsi  que  les  développements  en  séries  entières  de  logT(i  -\-x) 
et  de  \\i-\-x).  Les  démonstrations  relatives  aux  séries  de  Binet 
et  à  la  fameuse  série  de  Stirling  méritent  d'attirer  l'attention.  Il  y 
a  lieu  de  remarquer  aussi  la  forme  nouvelle  sous  laquelle  est  pré- 
sentée Tétude  des  fonctions  de  Prjm  et  des  transcendantes  <ï>(.r) 
et  W{x). 

»  Enfin  de  nombreux  exercices  bien  appropriés,  et  dus  presque 
tous  à  des  mathématiciens  connus,  accompagnent  chacun  des 
Chapitres.  A  la  suite  de  ces  exercices  se  trouve  un  petit  index 
bibliographique  des  plus  utiles  à  consulter.  .  ..  » 


GEISSLEll  (K.).  —  Die  Gruxdsatzk  lnd  das  Wksen  des  Uxexdlicuen  in 
BER  Mathemvtik  VXD  PiiiLosopiiiE.  I  vol.  iii-S",  viii-4i7  pagcs.  Leipzig, 
Toubner;  1902. 

Le  Livre  de  M.  Geissler  comprend  deux  parties  :  dans  la  pre- 
mière, qui  va  jusqu'à  la  page  297,  l'auteur  s'occupe  successi- 
vement d'un  certain  nombre  de  questions  où  intervient  la  notion 
de  l'inlini.  La  plupart  de  ces  questions  sont  de  celles  qui,  dans 
les  Traités  modernes,  sont  suffisamment  élucidées  à  1  aide  de  dé- 
finitions précises,  et  n'ofifrent  plus  de  difficultés  mathématiques. 
Malgré  l'intérêt  philosophique  qu'elles  peuvent  conserver,  il 
semble  qu'il  eût  été  préférable  de  s'attaquer  aux  théories  de 
M.  G.  Cantor  sur  les  nombres  transfinis,  ou  à  celles  de  M.  P. 
du  Hois-Revuiond    sur  les   fonctions,   théories  dont  rinq)orlancc 
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et  la  fécondilc  ne  sont  pas  douteuses,  qui  oui  ii|)[jorlé  ([uchiuc 
chose  de  nouveau  dans  la  conce|ilion  de  iuifiiu  maliiémalique,  et 
dont  le  rôle  n'est  certainement  pas  épuisé. 

La  seconde  Partie,  de  la  paj^e  297  à  la  lin  du  Livre,  est  à  la  fois 
historique  et  philosophi(|ue.  L'auteur  y  a  inséré  un  dialogue. 
Quant  aux  théories  philosophiques  de  ^L  Geissier  sur  la  possi- 
hilité  d'alTecter  les  quantités  nialhémaliques  de  divers  ordres  de 
grandeur,  en  sorte  que  le  fini  soit  rejirésenlahie  |iai-  les  sens,  que 
les  divers  ordres  d'infini  soient  supra-sensibles,  ou  inlra-sensibles, 
il  me  faudrait,  pour  les  discuter,  être  sûr  de  les  bien  comprendre, 
et  je  j)réfère  me  limiler  à  une  critique  qui  ne  touche  que  les  mots 
et  ne  pénètre  probabiemeat  jtas  jusqu'à  la  pensée  de  l'auteur;  il  ne 
semble  pas  ([ue  nos  sens  jouent  un  rôle  essentiel  dans  la  distinc- 
tion entre  le  fini  et  l'infiniment  petit  ou  l'infiniment  grand.  Nous 
connaissons  les  limites  de  nos  sens;  je  suis  bien  certain  de  ne  jias 
voir,  avec  mes  yeux,  un  micron,  de  ne  pas  distinguer  une  mouche 
à  un  kilomètre.  Il  ne  viendra  à  l'esprit  d'aucun  mathématicien  de 
dire  qu'un  micron  est  un  infiniment  petit,  ou  (ju'uu  kilomètre  est 
un  infiniment  grand.  C'est  avec  la  raison  que  le  mathématicien 
raisonne  sur  linfini,  ce  n  est  pas  avec  ses  sens  qu'il  le  voit  ou 
qu'il  le  touclie.  En  particulier,  ce  qui  est  négligable  aux  yeux  du 
praticien  n'est  nullement  riiinniment  petit  du  mathématicien. 

Mais,  encore  une  lois,  cette  critique  est  entièrement  superfi- 
cielle, et  je  ne  suis  pas  sur  d'avoir  entendu  comme  il  faudrait  les 
termes  dont  s'est  servi  M.  Geissier  :  s'il  s'agit  seulement  de  la  for- 
mation psychologique  des  notions  d'infiniment  petit  et  d'iidini- 
ment  grand,  le  rôle  de  nos  sens  dans  cette  formation  n'est  pas 
douteux;  et  il  est  encore  vrai  que  dans  les  ap[)lications  pralir|ues 
on  traite  souvent  les  (juanlités  négligeables  comme  des  infiniment 
|)etits;  mais,  à  ce  degré  de  formation,  ces  notions  sont  troubles  et 
confuses.  C'est  la  raison  seule  qui  les  élucide,  qui  en  fuit  vraiment 
un  instrument  mathématique. 
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KONEN(D''  II.)-  —  Geschiciite  di:k  Glkiciiing  i^-—\)a-~i. 
Gr.  iii-8,   i3'2  pages.  Leipzig,  llirzol;  190 1. 

Celle  monographie  remonte  à  rai-illini('lif[ue  grec(|iic  (cas  de 
D  =  2  Irailé  par  les  pythagoriciens,  problème  des  bœufs  d'Ar- 
chimède),  expose  la  méthode  «  cyclique  »  des  Hindous,  explique 
ensuite  sous  quelle  forme  le  problème  fut  posé  par  Fermai,  dis- 
cute la  solution  de  ^\allis  et  Brounckcr,  cl  les  travaux  consacrés 
par  Euler  au  même  sujet.  L'auteur  montre  ensuite  comment 
Lagrange  retrouva  la  méthode  hindoue  et  donna  le  premier  la 
démonstration,  demandée  par  Fermai,  de  la  [)Ossibilité  de  solu- 
tions en  nombre  infini;  comment  Gauss  transforma  le  problème 
par  sa  méthode  des  substitutions,  comment  eiil]n  Diriclilet  et 
Jacobi  le  rattachèrent  à  la  division  du  cercle.  Après  .'ivoir  itidiquc 
les  quelques  perfectionnements  apportés  depuis  à  la  théorie,  il 
s'arrête  aux  travaux  de  Rronecker. 

Son  étude,  bien  conçue  et  développée  avec  talent,  me  semble 
particulièrement  intéressante  comme  exemple  de  l'utilité  de 
l'histoire  des  Mathématiques.  Déjà  Euler  et  Lagrange  ne  pouvaient 
plus  lire  facilement  Wallis;  le  premier  ne  reconnaît  pas  que  la 
solution  de  ce  dernier  est  générale  (il  n'y  manque  que  la  démon- 
stration de  l'exactitude  du  diorisme  de  Fermât,  à  savoir  que  le 
problème  est  possible  toutes  les  fois  que  l'entier  D  n'est  pas  carré); 
le  second  n'y  voit  d'abord  qu'un  tàlonnement  assezincertain,  tandis 
que  cette  solution,  sous  une  forme  assez  compliquée,  il  est  vrai, 
procède  effectivement  par  la  détermination  jnéthodique  des  élé- 
ments du  développement  de  y/D  en  fraction  continue.  L'un  et 
Fautre,  malgré  leur  génie,  ont  cerlainement  perdu  de  bonnes 
heures,  ce  qu'ils  eussent  évité  si  le  Iravail  de  Wallis  eût  été  mis 
au  point  pour  eux  par  c[uelque  historien. 

M.  Konen  a  eu  le  courage  au  reste,  dont  il  faut  le  (élicilor, 
de  dire  l'éfjuation  de  Fermât  et  non  l'équation  de  Pell.  Dès  18-4, 
l'ouvrage  posthume  de  Hankel  {Zur  Geschtchte  cler  Malhemalilx, 
p.  208)  avait  singulièrement  réduit  le  rôle  de  Pell  :  il  n'aurait  fait 
qu'exposer  la  solution  de  Brouncker  et  Wallis  dans  des  notes 
ajoulées   à   une  traduction   fuite   en  iG(J8,   par  l'anglais  lîranckcr, 
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d'une  aliirbrc  allemande  de  Ralin.  Mais  M.  Ivoucu  a  l'ait  une  dé- 
couverle  assez  piquante.  Quoique  Hankel  c[ualirie  TOuvrage  en 
question  de  «  vielgeleseneni  »,  M.  Konen  a  eu  beaucoup  de  peine 
à  s'en  procurer  un  exemplaire  ;  il  n'en  a  trouvé  qu'un  àGotlingue, 
et.  quoique  paraissant  bien  complet,  cet  exemplaire  ne  contient 
rien  de  relatif  à  Téquation  t-  —  D;^-  =  i .  De  plus,  sans  aboutir,  il 
est  vrai,  à  une  solution  ferme,  M.  Konen  a  rendu  très  probable 
que  l^ell  ne  sest  jamais  occupé  de  l'écpialion  qui  a  porté  son 
nom. 

Il  est  constant,  en  effet,  que  c'est  Eu  1er  qui,  le  premier,  a  employé 
l'expression  de  «  Problema  Pellianum  d,  et  (|ue  c'est  son  exemple 
qui  a  été  suivi  par  tous  ceux  qui,  depuis,  ont  eu  l'occasion  de  parler 
du  même  sujet.  Euler  s'est  d'ailleuis  servi  de  cetle  désignation 
d'une  façon  de  plus  en  plus  déterminée,  de  i-3oà  1770.  Mais  dès 
le  début  (lettre  à  Goldbach  du  10  août  1730),  alors  (pi  il  sait 
d'ailleurs  très  bien  que  le  problème  a  été  j)roposé  par  Fermât  à 
Wallis,  il  semble  croire  qu'il  ne  l'avait  été  que  sur  des  exemples 
particuliers,  et  il  affirme  d'autre  part  qu'une  méthode  spéciale 
pour  les  questions  de  ce  genre  a  été  imaginée  par  l'anglais  Peil, 
et  que  celte  méthode  est  exposée  dans  les  œuvres  de  M  allis. 
Il  faut  admettre  nécessairement  qii'Euler  ne  fait  pas  ici  allusion  au 
Coininerciuin  epislolicum.  mais  bien  au  Chapitre  XCVIH  de 
VAlgèbre  de  Wallis  (T.  II.  p.  4i8  de  l'édition  latine,  1693). 
C'est  en  effet  de  là  qu'Euler  a  tiré,  à  peu  près  textuellement,  pour 
l'insérer  dans  ses  propres  Eléments  d'algèbre^  la  solution  de 
Wallis,  en  la  mettant  sous  le  nom  de  Pell. 

Or,  dans  le  Chapitre  en  question,  Wallis  ne  dit  pas  un  mot  de 
Pell,  tandis  que  dans  les  précédents  (Chap.  L\  II,  LIX,  LX,  LXI, 
LXV)  il  fait  de  larges  emprunts  à  VAlgèbre  de  Pell  pour  divers 
problèmes  indé'terminés.  Au  Cliapilre  L\J[,  il  explique  (pie  celte 
Alij^èbrc  a  d'abord  été  éditée  en  allemand,  à  Zurich,  iGjq,  sous  le 
nom  de  Rhonius  (Rahn),  (pii  avait  été  auparavant  l't'lève  de  Vv\\\ 
(pi'ellea  été  ensuite  traduite  en  anglais  parTh.  Brancker  j\I(agister) 
A(rlium),  cl  à  cetle  occasion  revue  et  augmentée  par  Pell  lui- 
même;  il  ajoute  l'indication  l)il)li()graphi(pie  complète  comme  si 
cet  Ouvrage  n'était  pas  siilli->aiiimeiil  comiu. 

La  conclusion  est  inéluclable  :  Euler  a  fait  une  ('Irange  confu- 
>ioii.  (hi'il  se  soit  imaginé  en  feuillelant  les  (cuvrcs  de  Wallis  (pie 
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totil  ce  qui  suivait  le  Clia|)ilre  LVH  élait  emprunté  à  V Algèbre 
de  Pcll,  on  ne  peut  le  penser,  car  c'est  avant  le  Cha|)itre  XC\  III 
<|iie  Waliis  parle  des  travaux  de  JNewton,  et  en  particulier  au 
Chapitre  X(^V  qu'il  expose  la  mélliode  des  fluxions. 

Il  faut  donc  qu'en  lisant  ^^  allis,  Eiiler  se  soit  pénétré  de  lidée 
fjiie  Pell  avait  fait  des  travaux  intéressants  sur  l'Analyse  indéter- 
minée, reproduiis  dans  les  Œuvres  du  professeur  d'Oxford  ;  il  faut 
fpi'avant  fait  l'extrait  d'une  méthode  qui  l'intéressait  particulière- 
ment, sans  marquer  que  cette  méthode  devait  être  de  \\allis, 
Euler  ait  ensuite  cru  qu'elle  était  de  Pell,  seulement  parce  qu'il 
savait  que  celui-ci  avait  traité  d'autres  problèmes  indéterminés. 
Enfin  il  ne  se  sera  jamais  avisé  de  vérifier  si  cette  croyance  était 
jiisliliée. 

M.  K.oneu  a,  de  son  côté,  commis  une  petite  inadvertance,  que 
je  relève  simplement  parce  que,  si  Euler  l'avait  commise  également, 
elle  aura  peut-être  contiibué  à  son  erreur.  Page  33,  note  i,  ligne  i  2 
en  remontant,  il  dit  que  V Algèbre  de  Rahn  ou  Pvhonius  avait  été 
traduite  en  anglais  par  Brouncker,  tandis  que  cinq  lignes  plus  bas, 
reproduisant  le  titre  de  l'édition  anglaise,  il  donne  exactement  le 
nom  du  traducteur  Thomas  Brancker,  AL  A.  De  [)lus,  dans  la  Art- 
men-Verzeiclinis  à  la  fin  de  son  opuscule,  AL  Ronen  identifie  les 
deux  personnages  (.(  Brancker  =  Brouncker».  Cette  identification  est 
insoutenable.  Le  lord  vicomte  Brouncker  s'appelait  William,  non 
Thomas,  et  ne  s'est  jamais  alTublé  du  litre  de  maître  es  arts  (|ui 
indique  un  professeur. 

Je  m'arrête  également  sur  une  difficulté  historique  que  soulève 
M.  Konen,  et  qui  ne  me  parait  pas  exister  en  réalité. 

Il  signale  une  contradiction  entre  ce  fait  que,  dans  sa  lettre 
à  Digby  de  juin  i658.  Fermât  reconnaît  comme  légitimes  les  solu- 
tions données  par  les  Anglais  pour  son  prohlèine,  et  celui  que, 
dans  sa  lettre  à  Carcavi  d'août  i(358,  il  qualifie  ces  solutions  de 
particulières. 

La  même  contradiction  existe,  d'après  M.  Konen,  entre  les 
louanges  hvperboliqucs  dont  Frenicle  comble  \A  allis  au  sujet  de 
sa  solution  (lettre  à  Digbv  du  commencement  de  mai  i(358,  tra- 
duite, Œuvres  de  Fermât,  t.  III,  p.  692  et  suiv.)  et  les  réserves 
forniulées  dans  la  Réplique  anonyme  au  Commercium  ilb., 
|).  ()<>.')),   (pic  cette  dernière  pièce  soit  de  l'reiiicle  ou  de  l-ciiual. 


5o  1- iM': M 1 1: iv !•;  i'autie. 

Sur  le  preinicr  point,  il  me  scnil)le  clair,  d'après  le  conlexle  de 
sa  lellrc  à  Carcavi,  que  Fermât  y  conslalc  seulement  que  la  solu- 
tion de  Wallis  ne  comporte  pas  la  démonstration  qu'il  demandait, 
ce  en  quoi  -M.  Konen  i^econnait parfaitement  qu'il  avait  tout  à  fait 
raison.  Si,.  Tannée  précédente,  Fermât  a  admis  comme  légitimes 
les  dernières  solutions  de  Wallis,  cela  signifiait  d'ailleurs  seulement 
que  les  précédentes  (en  nombres  fractionnaires)  ne  pouvaient  être 
considérées  comme  telles.  Une  fois  qu'on  lui  a  envoyé  des  solu- 
tions en  nombres  entiers,  et  pour  des  exemples  qui  excluaient  la 
possibdilé  de  simples  tâtonnements,  Fermât,  en  répondant  à 
Digbv,  fait  le  beau  joueur:  il  ninsiste  pas  sur  le  manque  de  la 
démonstration  demandée,  il  profite  au  contraire  de  l'occasion  pour 
cherchera  intéresser  Wallis  à  d'autres  questions  de  la  théorie  des 
nombres,  dont  il  multiplie  les  énoncés. 

Maintenant,  en  écrivant  à  Carcavi  une  lettre  destinée,  semble- 
l-il,  à  être  montrée  au  moins  à  Pascal,  ce  qui  l'obligeait  à  peser 
ses  termes.  Fermât  avait-il  le  droit  strict  de  qualifier  de  «  parti- 
culières »  des  solutions  obtenues  par  une  méthode  (pi'il  devait 
avoir  reconnue  comme  «  générale  »? 

Il  me  le  semble,  le  Coinmerciuni  était  public,  et  toutmathéma- 
licien  |)Ouvaitjuger  que  la  méthode  de  Wallis  engageait  de  longs 
calculs  sans  avoir  résolu  |)réalablement  la  question  de  savoir  s  ils 
aboutiraient,  et  sans  donner  la  |)reuve  subséquente  qu'ils  devaient 
aboutir.  Or,  c'est  bien  là  le  caractère  d'une  solution  particulière. 
Il  est  vrai  que  la  méthode  de  Wallis  apparaissait  en  même  tcm|)s 
comme  conduisant  nécessairement  au  i-ésultal,  si  lécpiation  était 
|)Ossible(en  dehors  des  valeurs  particulières  :  t  ^=  \ ,  ;/  =  o);  mais 
cela  ne  suffit  [)oint. 

Pour  |)rciKlr(:,  (U)mme  terme  de  com[iai'aison,  un  exemple  bien 
"connu,  il  est  certain  que  le  procédé  pour  la  recherche  des  racines 
entières  d'une  éfpiation  n'est  bien  qu'un  |)rocédé  conduisant  à  des 
solutions  pailiciilièrcs,  rpioicpic,  s'il  y  en  a,  il  les  donne  toujours 
(;t  les  donne  toutes.  C'est  (pi'on  ne  sait  point,  en  dehors  de  l'ap- 
plication même  de  ce  procéd('',  s'il  aboutira  à  trouver  une  racine 
entière;  en  un  mot,  pour  (Muplover  h;  langage  des  géomètres  grecs, 
il  n'y  a  point  de  diorisnic. 

(  hiaut  à  la  Réplique  anonyme,  la  réserve  qui  s'y  trouve  for- 
niuh'c  n'a  pas  un  autre  caractère,  et  sous  ce  rap|)ort  celle  Réplique 
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représente  bien  l'o|iiiiion  de  Fermât.  Mais  ce  n'est  pas  un  motif 
suffisant  |ioiir  la  lui  faire  attribuer,  en  présence  des  indices  cjui 
s'opposent  à  ce  qu'il  soit  regardé  comme  le  rédacteur  de  cette 
pièce.  J'ai  fait  remarquer  (|ue  Fermât  j  était  désigné  par  l'expres- 
sion «  arnicas  nosler  »  et  Frenicle  par  l'initiale  F.  L'exagération 
des  éloçres  donnés  antérieurement  à  A\allis  dans  une  lettre  de 
Frenicle  à  Digbj  n\i  d'importance  (pie  comme  trait  de  caractère 
de  Frenicle.  I^oin  de  [)ouvoir  être  invo(piée  contre  l'attribution 
de  la  pièce  à  Frenicle,  celte  exagération  même  peut  expliquer  que 
ce  dernier  ait  cru  devoir  prendre  le  masque  de  l'anonyme. 

J'ajoute  une  dernière  remarque  concernant  la  façon  dont  les 
Pythagoriciens  seraient  arrivés  à  la  détermination  des  nombres 
diamétraux  et  latéraux  (c'est-à-dire  aux  solutions  de  l'équation 
l- —  2?<-  =  ±  i).  L'exposé  de  Proclusdans  son  Cominenlaire sur 
la  République  de  Platon  (éd.  Rroll,  1901,  p.  24-29)  peut  bien, 
à  la  vérité,  avoir  été  emprunté  à  Geminus  ou  à  Adrasle,  c'est- 
à-dire  à  des  auteurs  du  i'^'' siècle  avant  ou  après  Jésus-Clirist.  Mais 
entre  ces  auteurs  et  les  premiers  pythagoriciens,  il  y  a  eu  toute  une 
littérature  pseudonymique  qui  a  plus  ou  moins  abusé  la  postérité. 

Si  l'on  réfléchit  que  celte  littérature  a  son  origine  et  son  modèle 
dans  le  Tiinée  de  Platon  lui-même,  il  faut  bien  dire  qu'il  n'y  a  guère 
nn  témoignage  ancien  touchant  les  connaissances  des  anciens 
pythagoriciens  qui  puisse  être  accepté  comme  valable  sans  con- 
trôle et  sans  réserves.  Dans  le  cas  particulier,  celui  de  Proclus  est 
certainement  intéressant,  mais  je  ne  puis  guère  lui  attribuer  au- 
cune valeur  historique.  P.\ul  Tanjveuy. 


BOCCARDI  (.1.  ).  —  GuiDK  du  Calculateur  (Astronomie.  Géodésie,  Naviga- 
tion, etc.).  Première  Partie  :  Rkgles  pour  les  Calculs  ex  général.  hi-/i", 
78  pages.  Deuxième  Partie  :  Règles  pour  les  Calculs  spéclmx.  hi-i", 
j/p  pages.  Paris,  A.  Ilerman  ;  Calaiie,  .1.  Pastore,  1902. 

J'imngine  cpie  beaucoup  de  mathématiciens  voudroni  lire  ce 
Livre  de  M.  Boccardi;  les  uns,  fpii  |)r.il  icpieiit  le  (î.ilciil  miiiK'- 
iicpie.   pour  c^julirmcr  ou  iiilirmcr  leurs  mélliodcs  d    Iimiis   li.ihi- 
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liitlcs:  les  antres,  qui  le  pratiquent  peu,  ])onr  connaître  un  art 
dont  ils  savent  la  théorie,  mais  non  les  secrets,  et  je  crois  que 
tous  ceux  qui  le  liront  y  trouveront  plaisir  et  profit.  M.  Boccarcii 
a  fait  beaucoup  de  calculs  numériques;  il  n'est  pas  le  seul,  assu- 
rément, mais  il  s'est  regarde  calculer,  ce  qui  est  plus  rare;  il  a 
iu<^é  ses  habitudes,  et  il  sait  en  rendie  compte;  il  ne  se  contente 
pas  de  dire  que  telle  méthode,  telle  disposition,  telle  table 
numéricjue  est  plus  commode  qu'une  autre,  ou  plus  sure;  il  sait 
expliquer  en  quoi  et  pourquoi  celte  méthode,  celle  disposition, 
cette  table,  sont  plus  commodes  et  plus  sûres.  Comme  beaucoup 
de  calculateurs,  il  a  fait,  chemin  faisant,  bien  des  remarques 
in<;énieuses;  il  a  recueilli  et  classé  ces  remarques,  et  il  en  fait 
pari  au  lecteur,  qui  s'étonne  parfois  de  n'y  avoir  jamais  pensé. 
Ceux  qui  eiiseig;nent  les  .Mathématiques,  en  particulier,  liront 
avec  grande  utilité  la  première  Partie  de  son  Guide  ;  sans  doute, 
ils  n'auront  sruère  à  faire  exécuter  à  leurs  élèves  des  calculs  aussi 
compliqués  que  ceux  dont  traite  lauteur;  mais  ils  trouveront 
flans  ce  Guide  matière  à  penser,  et  peut-être  quelques-unes  de 
leurs  réflexions  persuad-eront-elles  leurs  auditeurs  qu'on  peut,  au 
jnoins  dans  la  pré|)aration  d'un  calcul,  mettre  quelque  intelli- 
gence; si  ceux-ci  arrivent  à  ne  pas  mé|)riser  un  art  dont  la  valeur 
pialique  est  indiscutable,  le  bénéfice  ne  sera  pas  médiocre. 

La  première  Partie  est  divisée  en  trois  sections  :  avant  les 
Calculs;  dans  le  cours  des  Calculs;  après  les  Calculs.  C'est  la 
première  qui  est  la  plus  iinporlantc;  lauteur  traite  avec  détail 
de  la  disposition  des  calculs.  A  signaler,  en  particulier,  la  cri- 
tique de  certains  lv|)es  de  calcul  recommandés  ofliciellemenl . 
Les  trois  Clia|)ili-es  consaeiés  aux  Tables  numéricpies,  et  en 
|)arliculiei-  aux  Tables  de  logarithmes,  sont  fort  intéressants:  les 
Tables  les  plus  usuelles  y  sont  passées  en  revue  cl  y  sont  criti- 
quées l'une  après  l'autre,  dans  leurs  avantages  et  leurs  inconvé- 
nicnls  :  l'auteur  montre  comment  ou  ])eut  en  tirer  le  meilleur 
i)arli.  A  signaler  aussi  l'élude  des  logarithmes  de  Gauss. 
L'opinion  de  ^L  Boecardi  sur  les  machines  à  calculer  mérite 
drlrc  citée;  pour  que  leur  (Muploi,  p.ir  les  asironomes,  se 
i;énéralisât,  il  faudrait  (riine  pari  (|ue  1  on  publiât  de  bonnes 
Tables  des  valeurs  naturelles  des  fonctions  trigonométriqucs,  avec 
les   diflercnces   cl  les    jiarlies   prtqiorl  ionneiles  ;    daulre  part,    il 
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conviendrait  que  les  machines  fussent  réduilea^  de  manière  à 
donner  non  pas,  [)ar  exem|ile,  la  valeur  exacte  d'un  produit, 
mais  les  premiers  chiffres;  il  n'y  a  pas  intérêt,  d'ordinaire,  à 
dépasser  le  degré  d'exactitude  que  donnent  les  Ijonnes  Tables 
de  logarithmes. 

La  seconde  Section  est  un  recueil  de  conseils  à  suivre  |>endant 
que  l'on  calcule  ;  l'auteur  ne  néglige  rien,  ni  le  format  des  feuilles, 
ni  les  bandes  mobiles  sur  le  bord  desquelles  on  écrit  les  nombres 
qu'on  aura  plusieurs  fois  à  employer,  ni  ce  qui  concerne  l'arron- 
dissement des  chiffres  auxquels  on  s'arrête,  ni  la  règle  «  fcstina 
lente  ». 

La  dernière  Section  concerne  les  vérifications  :  les  remarques 
de  l'auteur  sur  les  fjiialilés  d'une  bonne  formule  de  vérification, 
en  particulier  sur  sa  sensibilité^  sur  la  façon  dont  elle  dénote  les 
petites  erreurs,  semblent  très  judicieuses.  On  lira  enfin  avec 
intérêt  le  dernier  Chapitre^  consacré  à  cette  i-echercJte  des 
erreurs  qui  cause  tant  d'énervement  au  calculateur  non  exercé, 
et  qui,  dit-on,  donnait  tant  de  plaisir  à  Gauss,  lorsqu'il  avait  la 
satisfaction  de  trouver  la  cause  de  son  erreur  dans  une  Table  dont 
il  s'était  servi. 

La  seconde  Partie  du  Livre  de  RL  Boccardi  intéresse  particu- 
lièrement les  Astronomes;  aussi,  après  avoir  signalé  les  Chapitres 
qui  concernent  la  construction  des  Tables  numériques  et  l'appli- 
cation de  la  méthode  des  moindres  carrés,  ainsi  que  le  Chapitre 
final  relatif  à  divers  Calculs  de  (Géodésie,  me  contenterai-je 
d'extraire  du  Bulletin  astronomique  (')  quelques  lignes  concer- 
nant le  gros  morceau  du  Livre,  la  détermination  des  orbites. 

«  L'auteur  donne  toutes  les  explications  nécessaires  au  sujet 
des  constantes  de  Gauss,  au  passage  des  coordonnées  équatoriales, 
aux  elliptiques  et  vice  versa,  de  même  qu'aux  éléments  éqiuito- 
riaux  et  elliptiques  des  orbites.  Entre  autres  choses,  il  donne  la 
signification  géométrique  des  constantes  de  Gauss,  et  montre  le 
peu  de  valeur  de  quelques  formules  de  contrôle.  Viennent  ensuite 
le  calcul  des  éphémérides  et  la  réduction  des  observations,  llela- 
tivement   au    problème    fondamcnlal  de   la   délerminalion    d'une 


(')   T.  \L\.   Mjo;?,  p.  m-. 
Bull,  des  Sciences  tnathéni.,  ■?.'  série.    I.   \\\II.  ([•"cviiii    ii)u3.) 
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première  orbite  de  petite  planèie  an  mojen  de  trois  observations, 
railleur  recommande  aux  débutants  la  méthode  de  Gauss-Encke, 
un  peu  plus  longue  que  les  autres,  mais  d'une  simplicité  remar- 
quable. La  variation  des  distances  est  traitée  même  pour  le  cas 
où  l'on  lient  compte  des  perturbations  ;  mais  l'auteur  pense  cpie, 
dans  ce  cas,  l'emploi  des  coefficients  différentiels  est  préférable. 
La  correction  d'une  orbite  au  moven  de  coefficients  différentiels 
prend  21  pages.  L  auteur  applique  à  la  même  planète  la  méthode 
d'OppoIzer  el  la  méthode  plus  simple  de  Tietjen.  Il  est  vraiment 
étonnant  de  voir  (|ue,  après  de  très  longs  développements  des 
calculs,  on  arrive  identiquement  aux  mêmes  éléments  corrigés. 
C'est  un  vrai  tour  de  force,  qui  témoigne  de  l'habileté  du  calcu- 
lateur. Pour  le  calcul  des  perturbations  spéciales,  M.  Boccardi 
recommande  l'emploi  de  la  variation  des  constantes.  Il  donne  les 
Ivpes  de  calcul  relativement  aux  méthodes  d'Opj^olzer  el  de 
Tietjen  .... 

»  L'Ouvrage  de  M.  Boccardi  est  conçu  dans  un  esprit  de 
réaction.  En  Italie,  il  paraît  que  la  jeunesse  des  Facultés  se 
passionne  trop  pour  les  abstractions,  au  détriment  de  l'esprit 
l^ralique.  M.  Boccardi  craint,  avec  raison,  que  l'excès  d'abstrac- 
tion ne  fausse  l'esi^rit  scientifique  des  étudiants.  L'Italie  est  le 
seul  pays  où  un  Mémoire  d'Astronomie,  de  Mécanique  céleste  ou 
de  Géodésie  n'est  pas  acceplé  comme  thèse  de  Doctorat. 

»  Il  y  a  là  une  anomalie  d'autant  j)lus  singulière  que  |^artoul 
l'on  s'efforce  de  resserrer  les  liens  de  la  Science  pure  et  des 
applications.  L'élude  approfondie  de  la  Aalure  n'a  pas  cessé 
d'être,  comme  le  disait  Fourier,  la  source  la  plus  féconde  des 
découvertes  maihémaliques.    » 


S.WIJER  (V.)  et  IILTCIIINSON  M.-I.i.  —  Dikkkukntial  and  intégral 
Cai.cilis.  I  vol.  in-X",  xvi-32o  pages.  New- York,  American  Rock  Com- 
pany. 

Le   Livre  (juc  publient   MM.  Snyder  el   Mulchinson  esl  destiné 
à  des  eonnncncanlx  :  il  ol  lédii't''  d  une  la(  on  cl.iiri'  ri  .illravanle. 
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Si,  dans  quelques  déiiionslralions,  les  auteurs  se  croient  obligés 
de  laisser  une  dillicullé  de  cùlé,  il  le  disent  habituellement  :  du 
moment  que  le  lecteur  est  averti,  cela  n'a  pas  d  inconvénienl.  En 
outre,  les  exercices,  choisis  et  gradués  avec  soin,  abondcnr. 
L'étudiant  qui  aura  bien  compris  ce  petit  Livre,  qui  aura  résolu 
les  problèmes  qu'il  contient,  sera  à  même  de  traiter  bien  des 
applications,  ou,  s'il  le  veut,  d'aborder  l'étude  de  Cours  plus 
abstraits  et  plus  savants. 


BACHMANN  (P.).  —  Niedrri:  Z\ni,i:xTiii:oiut:.  Eisler  Teil.  T.  X  de  la  'fenli- 
iter's  Saminluii^  von  Lelirbàchevn  auj  Aein  Gehiete  der  matheinatischcii 
Wis'ienschaften.  i  vol.  in-8',  x-4o'2  pages.  Leipzig,  Teubner;  190?.. 

M.  Bachmann  était  certainement  désigné,  par  le  genre  de  tra- 
vaux auxquels  il  a  consacré  sa  vie,  à  écrire  dans  la  collection  de 
]\L  Teubner  ce  ])ctit  i^ivre  sur  ce  cpi'on  appelle  en  Allemagne  la 
(.<  Niedere  ZaJi le n théorie  ». 

Après  une  intéressante  introduction  historique,  où  l'on  voit 
les  germes  de  la  théorie  des  nombres  apparaître  chez  les  Pythago- 
riciens et  chez  Euclide,  se  développer  chez  Diophante,  chez  les 
Indiens  et  les  Arabes,  commencer  de  fleurir  avec  Fermât,  Eiiler, 
Lagrange,  Legendre,  devenir  enfin  dans  les  Dlsquisiliones  de 
Gauss  une  véritable  doctrine  qui,  depuis  un  siècle,  s'est  encore 
singulièrement  développée,  l'auteur  aborde  son  sujet  en  discu- 
tant la  notion  des  nombres  entiers,  fondée  sur  la  notion  d'ensemble 
ou  de  pluralité  [iMehrheil),  de  pluralités  semblables  [Aehnliche 
Mehi-keiten)  et  de  section  (Absc/iniu),  de  manière  à  bien  lever 
la  difficulté  relative  à  la  distinction  entre  les  ensembles  finis  et 
infinis  et  à  faire  ressortir  le  caractère  fini  du  nombre  naturel.  Ce 
même  Chapitre  contient  la  théorie  des  opérations  fondamentales 
et  l'introduction  des  nombres  négatifs  et  nuls. 

L'auteur  établit  ensuite  les  théorèmes  fondamentaux  de  la  divi- 
sibilité en  se  fondant  sur  ta  notion  de  modale.  C'est  |)eut-ètrc  en 
edet  la  façon  la  [)liis  [)liiloso|)hi(pi(^  de  présenter  les  choses.  Signa- 
lons un  inlércssant   l'aragraphc  sur   la    délonninalion    de  la    plus 
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haute  puissance  d'un  nombre  premier  qui  enlre  dans  une  faclo- 
rielie.  Après  avoir  traité  des  congruences  et  des  principales  pro- 
priétés de  la  fonction  '-p(/i),  l'auteur  s'occupe  d'une  manière 
détaillée  de  l'algorithme  d'Euclide,  et  d'algorithmes  analogues, 
des  fractions  continues,  des  suites  de  Farej,  de  ces  suites  qu'on 
peut  en  tirer  pour  approcher  d'un  nombre  rationnel  ou  irration- 
nel iv,  auxquelles  MM.  Christolfel  et  Hurwitz  ont  donné  le  nom 
de  caractéristiques  du  nombre  «r,  des  suites  (/',  s)p  de  Stern 
dont  la  première  est  formée  des  nombres  /•,  r-\-s,  s,  et  dont 
chacune  se  déduit  de  la  précédente  en  intercalant  leur  somme 
entre  deux  termes  consécutifs,  enfin  d'une  fonction  numérique 
liée  à  ces  suites,  et  qu'Eisenstein  a  utilisée  dans  ses  recherches 
sur  la  généralisation  de  la  loi  de  réciprocité.  Il  passe  ensuite  à 
l'étude  des  théorèmes  de  Fermât  et  de  ^^  ilson  et  de  leurs  consé- 
quences, puis  à  celle  des  restes  quadratiques  et  de  la  loi  de  réci- 
procité. Ce  Chapitre,  par  la  beauté  propre  du  sujet,  les  rensei- 
gnements historiques,  par  l'étude  minutieuse  des  nombreuses 
démonstrations  qui  y  sont  rappelées,  dont  M.  Bachmann  fait 
ressortir  les  différences  et  les  rapprochements,  est  l'un  des  plus 
instructifs  et  des  plus  intéressants  du  Livre  (').  J'emprunte  à 
l'auteur  le  Tableau  chronologique  des  démonstrations  de  la  loi  de 
réciprocité.  Les  indications  contenues  dans  la  dernière  colonne, 
L,  FQ.,  C,  DC,  GL.,  P.,  veulent  dire  Induction,  formes  qua- 
dratiques, congruences  d'ordre  supérieur,  division  du  cercle, 
lenime  de  Gauss,  permutations,  et  se  rapportent  à  l'ordre  d'idées 
où  se  sont  jilacés  les  auteurs. 

1.  Galss.  —  i'"  (lémon.«lration,  Discju.  Ar.,  art.  133,  igoi,  179G..      I. 

2.  »  ■}.''  >•  art.  :2.")7,  1 801 FQ. 

3.  »  7' cl  8''       »  IF.,  t.  11,  1801,  p. -233 C. 

4.  «  3*  M  Comni.   Gott.,   t.  XVI,  1808;    JJ'., 

l.  11,  p.  1 GL. 

.".        »  4""  »  Connu.  Gott.  roc,  l.  1,  1809;  II'., 

t.  II,  p.  9 DC. 

G.        »  5''  »  Comm.    Gott.    roc,    t.    !\',    1808; 

\V.,  t.  II,  |).  i; GL. 


(')  Il  corivienl  de  cilrr  le  Uaviiil  liisluriciiic  ilc  M.  Iîiiiimi;iirl  :  l  cbcr  ilas  qua- 
diatisclie  /ieci/micilats  Gese/s.  dans  l:i  |i;ulic  iii-(uin|iir  «le  l.i  Zcitsclirift 
.Matliemalih  ii.  /'/irsit,.  iSS'),  p.  iiii). 
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7.  Gal'SS.   —   G*"  démonstration.    Comm.    Gott.    rec,   t.    I\'.    1808; 

W.,  t.  II.  p.  47 DC. 

8.  Gvucnv.  —  Bull.  Férussau,  t.  XII,  189.9,  p.  -loj DC. 

9.  Jacobi.   —    Joiirn.  f.     Math.,    t.    XXX,    p.    72;    cf.    t.   XXXN', 

p.  273 DC. 

10.  EiDENSTElx.  —  Journ.  f.  Math.,  t.  XX\  II,  1844,  P-  3-2'î DC. 

11.  »  »  t.  XXVIII,  1844,  p.  41 DC. 

12.  »  »  t.  XXVIII,  1S44,  p.  ■?4r) GL. 

13.  >)  ..  t.  XXIX,  1845.  p.  2J7 DC. 

li.   LioiviLLE.  —  .Journ.  de  Math.,  t.  XII,  1847,  P-  9^ fJC. 

15.  Lebesgue.  —  Journ.  de  Math.,  t.  XII,  1847,  p.  4^7 DC. 

16.  ScHAAR.  —  Bull.  Belgique,  t.  XIV  (I),  1847,  p.  79 GL. 

17.  Genocchi.  —  Ac.  R.  Belg.  mém.  cour.,  t.  XX^',  i853 GL. 

18.  Lebesgue.  —  C.  R.,  t.  LI,  1860,  p.  9 C. 

19.  Klmmer.  —  (Deux  démonstrations)  Abh.  Berl.  Ak.,  iSOi FQ. 

20.  Sterx.  —  Gott.  \achr.,  1870,  p.  287 GL. 

21.  Zeller.  —  Berl.  Monats.,  1872,  p.  840 GL. 

22.  ZoLOTAREFF.  —  Xom'.  Ann.  de   Math.,  1'  série,  t.  XI  et   X\'II1. 

p-  354 P. 

2.3.   Kroxecker.  —  Berl.  Monats.,  1876,  p.  Soi I. 

24.  BouxiAKOwsKv.  —  Bull.  soc.  Pét.,  t.  XXII,  1876 GL. 

2o.  ScHERiXG.  —  Gott.  Xachr..  1877,  p.  217 GL. 

«  C.  R.,  t.  LXXXVIII,  p.  1073 

26.  Petersex.  —  Amer.  Journ..  t.  II,  1879,  p.  217 GL. 

M  Zeuthen  Tidskr,  1879,  p.  86 

27.  VoiGT.  —  Zeitschr.f.   M.  u.  P.,  t.  XXVI,  1881,  p.  1 34 GL. 

28.  BcscHE.  —  Dissertation,  Gôltingen,  i883 GL. 

29.  Kroxecker.  —  Berl.  Sitz.,  1 884,  p.  645 GL. 

30.  Gegexbauer.  —  Wiener  Ber.,  1884,  p.  1026 GL. 

u  ')  188 3,  p.  876 

31.  Kroxecker.  —  Berl.  Sit.,  i885,  p.  117 GL. 

32.  »  »  i885,  p.  383,  io45 GL. 

33.  Hermès.  —  Arch.  f.  Math.  u.  P.,  1'  série,  t.  V,  1887,  p.  190  .  .  I. 

34.  Lercii.  —  Tcixeira  Journ.,   [887,  p.  1  37 GL. 

33.  BiscHE.  —  /./.  Math.,  t.  CIII,  1888,  p.  118 GL. 

36.  »  «  t.  CVI,  1890,  p.  65 GL. 

37.  LicAS.  —  Bull.  S-  Pét.,  nouv.  sér.,  t.  I.  1890 GL. 

»  Ass.  fr.  Limoges,  t.  XIX,  1890 

38.  Fraxklix.  —  Mess,  of  Math.,  -i^  série,  t.  XIX,  1890,  p.  176....  GL. 

39.  FiELD.  —  Amer.  Journ.,  t.  XIII,  1891,  p.  189 GL. 

40.  Gegexbauer.  —  Wiener  Ber.,  t.  C,  1891,  p.  855 GL. 

41.  ScHMiDT.  —  J-  f-  Math.,  t.  CXI,  1893,  p.  107,  i""  déniunstr.  ...  GL. 

»  »  •.*'"  »  ...  G  L. 

»  ))  3*  »  . .  .  GL. 

42.  Gegexbauer.  —  Wiener  Ber.,  t.  CIII.  1S9  \.  p.  283 GL. 
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43.  Hang.  —  .A  .  Tidskrfor  Math.,  t.  VB,  1894,  p.  02 I. 

44.  Blsciik.  —  Hamburger  Milt..  III,  t.  VI,  iSqG,  p.  9.33 GL. 

4o.  Laxgk.  —  Trois  deiuonstralions.  Leipzig  Ber.,  t.  XLVIII,  1896, 

p.  0^9 GL. 

»  »  t.  XLVIII,  1897, 

p.  G07 GL. 

A  celte  longue  liste  s'ajonlenl  encore  une  démonstration  de 
M.  J.  Ronig,  parue  dans  le  Tome  XXII  des  Acta  matlieniatica, 
et  une  de  M.  E.  Fischer,  parue  dans  le  Monatsheft  fiir  Math, 
und  Pliys.,  ii'^  année,  p.  1-6,  qui  ont  été  signalées  à  l'auteur 
pendant  que  son  Livre  était  en  cours  d'impression.  On  pourrait 
encore  lui  adjoindre  bien  des  remarques  qui,  sans  constituer  une 
démonstration  proprement  dite,  ne  laissent  pas  d'avoir  leur  im- 
portance. 

Le  dernier  Chapitre  se  rapporte  aux  congruences  d'ordre  supé- 
rieur, en  particulier  à  la  théorie  des  congruences  binômes  et  à 
diverses  théories  connexes,  comme  celle  des  indices  et  les  propo- 
sitions concernant  les  fractions  décimales  périodiques,  puis  aux 
congruences  suivant  un  module  premier/)  et  à  la  décomposition 
en  facteurs  premiers  (mod.  />),  aux  congruences  suivant  un 
système  de  modules  formé  d  un  nombre  premier  p  et  d  un  j)olj- 
nomc  \^{oc)  premier  (mod.  /?),  Qu'au  aux  imaginaires  de  Galois. 
Il  se  termine  par  la  septième  preuve  de  Gauss  de  la  loi  de  réci- 
procité. 


LEBESGUE.  —  Intkc.ualk,  longieih.  aiki:  ( Tliosc). 

Le  beau  travail  de  M.  Lcbesgue  se  rapporte  aux  points  les  plus 
délicats  de  la  théorie  des  fonctions  de  variables  réelles.  M.  \^e- 
bcsgue  définit  d'abord  ce  que  Ton  peut  entendre  par  mesure  d'un 
ensemble,  cl  compare  sa  délinilion  avec  colle  <pii  a  été  donnée  par 
divers  géomètres,  notamment  par  ^L  Jordan  et  par  M.  Bore), 
(letle  notion  ac(piisc  d'aboid  pour  un  enseml)le  de  points  en  ligne 
droite  est  •'•lendiic  aii\  (  iixinlilcs  dont  les  éli-incnls  S(Uil  les  points 
d'un  pi, Ml.  Une  ap|)licaliou  de  ces  généralités  est  faite  au  problème 
des  aires  plane-;,  (pii  n'est   possible  (jiie  si  Ton  considère  des  do- 
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maines  dont  la  frontière  est  de  mesure  superficielle  nulle;  la  fron- 
tière d'un  domaine  peut  ne  pas  jouir  de  cette  propriété,  puisqu'il 
existe,  comme  on  sait,  des  courbes  passant  par  tous  les  points 
d'un  carré. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  aux  inlégrales  ;  l'auteur  y  donne 
une  définition  différente  de  celle  de  Riemann  et  de  M.  Darboux, 
et  la  notion  à  laquelle  il  arrive  de  fonction  sommabLe  est  plus 
générale  que  celle  de  fonction  inlégrable.  Une  fonction  définie 
dans  un  intervalle  (a,  [i)  est  dite  sonimable  par  M.  Lebesgue  si, 
quels  que  soient  a  et  6,  l'ensemble  des  valeurs  de  x^  pour  les- 
quelles 

a<f(x)<b, 

est  mesurable;  il  existe  des  fonctions  sommables  qui  ne  sont  pas 
intégrables.  L'étude  des  intégrales  indéfinies  et  fonctions  primi- 
tives est  alors  développée. 

Ici  encore  il  faut  apporter  la  plus  grande  attention  dans  l'examen 
des  théorèmes  classiques.  Comme  il  existe  des  fonctions  dérivées 
non  intégrables  au  sens  de  Riemann,  on  ne  peut  pas  nécessaire- 
ment calculer  les  fonctions  primitives  à  l'aide  de  l'inlégration  au 
sens  ordinaire.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'intégrale  de  la  dérivée  d'une  fonction  dérivable  existe,  est  que 
cette  fonction  soit  à  variation  bornée;  s'il  en  est  ainsi,  la  fonction 
est  l'une  des  inté'jrdles  indéfinies  de  sa  dérivée.  Les  résultats 
obtenus  pour  une  variable  sont  étendus  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

Les  Cha|)itres  suivants  traitent  d'applications  géométriques 
i-elatives  aux  longueurs  des  courbes  et  aux  aires  des  surfaces. 
L'auteur  retrouve  d'abord,  en  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue, 
les  résultats  classiques  de  jNL  Peano  et  de  ^I.  Jordan  sur  les 
courbes  rectifiables.  La  question  des  aires  est  beaucoup  plus 
délicate.  Après  avoir  discuté  les  définitions  données  antérieure- 
ment et  montré  |)Ourquoi  elles  ne  lui  paraissaient  pas  suffisantes, 
M.  Lebesgue  commence  par  définir  ce  qu'il  appelle  un  arc  qiiar- 
rable  de  courbe  plane  ou  gauche,  cl  il  se  restreint  au  problème 
des  aires  pour  les  surfaces  limitées  par  des  courbes  cjuarrables, 
celles-ci  comprenant  d'ailleurs,  comme  cas  particuliers,  les  courbes 
rectifiables.  La  pins  pclile  llinilc  des  aires  des  sni-faces  polvédralcs 
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qui  Lendent  vers  une  surface  donnée  est  dile  Vaire  intérieure  de 
la  surface;  celle  limite  existe  bien,  et  la  surface  est  alors  dite 
quarrable^  quand  elle  est  limitée  par  des  courbes  fjuarrables. 
Une  classe  parlictdière  de  surfaces  quarrables  est  formée  par  les 
surfaces  rectifiables  ;  M.  Lebesgue  en  fait  une  élude  approfondie. 
Sans  résoudre  toutes  les  questions  soulevées,  ce  Chapitre  apporte 
une  importante  contribution  à  des  questions  exlrèmement  déli- 
cates. 

Les  deux  derniers  Cliapitres  traitent  de  problèmes  particuliers 
qui  reposent  des  généralités  dont  nous  venons  de  donner  une 
analyse  rapide.  L'étude  des  surfaces  applicables  Tune  sur  l'autre, 
qui  occupe  le  cinquième  Chapitre,  se  présente  lout  autrement 
que  dans  la  théorie  classique,  si  l'on  ne  fait  pas  les  hypothèses 
habituelles  relatives  à  l'existence  de  certaines  dérivées.  Pour 
AL  Lebesgue,  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre, 
s'il  y  a  entre  elles  une  correspondance  biunivoque  telle  qu'à  toute 
courbe  rectifiablede  la  première  corresponde  sur  l'autre  une  courbe 
de  même  longueur.  A  ce  point  de  vue  très  général,  une  surface 
peut  être  applicable  sur  \\n  plan  sans  être  une  surface  réglée; 
raulcur  donne  plusieurs  propositions  de  ce  genre  fort  curieuses 
par  leur  aspect  paradoxal.  Citons  encore  celle-ci  :  il  j  a  des  courbes 
gauches  ayant  en  tout  point  un  plan  osculateur  et.;dont  les  tan- 
gentes forment  une  surface  non  applicable  sur  un  plan,  et  men- 
tionnons seulement  la  recherche  des  surfaces  de  révolution  appli- 
cables sur  un  plan. 

Le  di'nii('r  (^ha|)itre  est  consacré  au  problème  de  Plateau,  ou  du 
moins  au  problème  qui  porte  ce  nom,  cpiand  il  s'agit  de  suifaces 
ayant  des  plans  tangents  et  des  rayons  de  courbure  principaux, 
mais  il  ne  s'agit  pas  ici  nécessairement  de  telles  surfaces.  Soit 
dans  l'espace  une  courbe  fermée  (\.  AL  I^ebesgue  appelle  l'aire 
minima  de  C  la  |)lus  petite  limite  des  aires  des  surfaces  polyédrales 
dont  les  frontières  tendent  vers  C^  il  démontre  l'existence  d'une 
suifacc  S  avant  pDiir  Ironlière  le  contour  (^  cl  pour  aire  intérieure 
l'aire  minima  de  C!l.  La  surface  S  esl  en  un  sens  une  surface  mi- 
nima, uKiis  rien  n'aulorise  aclucllcnienl  à  la  ranger  parmi  les 
surfaces  anxipicllcs  on  (lonnr  liabi I  ncilciueul  ce  nom.  Il  n'est  pas 
certain  (pic  l;i  >uiTace  S  >iili>lasse  à  l'écpialion  classi([ue  des  sur- 
faces  min  iiii.i,    m    iiiênie   (pi'clle   ail   des   plans   laiigcnis,  mais   le 
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résultat  de  M.  Lebesgiie  n'en  est  pas  moins  très  digne  d'être  noté 
et  ne  peut  manquer  de  contribuer,  pour  le  cas  où  elle  existe,  à  la 
solution  d'un  problème  justement  célèbre.  Il  termine  très  bien 
cette  thèse  remarquable  où  l'auteur  montre  une  grande  puissance 
d'abstraction  en  même  temps  que  le  souci  d'appliquer  les  géné- 
l'alités  à  des  problèmes  particuliers.  E,  P. 


LUTKEMEYER.  —  Ueber  dkn  analvtisciiex  Giiaracter  der  Intégrale  von 
PARTiELLEN  Differentialgleiciiungen.  Iiiauguraldisserlation,  5u  pages. 
Goltingen,  1902. 

Il  est  un  fait  remarquable  du  domaine  de  liVnalvse  sur  lequel 
l'attention  s'est  portée  récemment  ;  c'est  qu'il  existe  des  équations 
aux  dérivées  partielles  dont  toutes  les  solutions  sont  nécessaire- 
ment des  fonctions  anal  vtiques  ;  c'est-à-dire  des  fonctions  repré- 
sentables par  des  séries  de  puissances  des  variables  indépendantes. 

L'exemple  le  plus  anciennement  connu  et  le  plus  important 
d'ailleurs  est  celui  de  l'équation  de  Laplace 

d-  Il        d-  Il  _ 
dx-    '    dy- 

M.  Picard  a  démontré  autrefois  que  la  propriété  précitée  appar- 
tient aussi  aux  intégrales  de  l'équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles 

du       ,             du 
Ah  =  a{x.  j) •-  ai  X,  y) h  c{x,  y)  a 

où  «(a:,)-),  b{x,j'),  c[x,y)  sont  des  séries  de  puissances 
des  variables  x  et  i',  et  ce  résultat  a  été  établi  autrement  par 
M.  Hedrick  dans  sa  dissertation  inaugurale  (lyoi).  Le  même  fait 
a  lieu  pour  les  intégrales  de  récpiation 

\ii  =  e" , 

(|ue  l'on  peut  l'amener  à  la  forme  linéaire;  mais  la  méthode  de 
M.  Hedrick  (loc.  cil.)  n'est  pas  susceptible  de  généralisation  et 
n  est  pas  ap[)licable,  par  exemple,  à  1  équation 

\ii  =  c"'-r-  e~". 
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Les  éqtiallons  linéaires  ont  tout  dernièrement  élé  étudiées  par 
MM.  Sommerfeld  et  Hilbert(').  La  méthode  de  ces  savants  repose 
sur  une  certaine  représentation  des  solutions  de  l'équation  linéaire, 
obtenue  en  s'appuvant  sur  une  généralisation  des  théorèmes  de 
Green  ;  la  réciproque  du  théorème  de  Gauchy  relatif  au  cas  de 
deux  vaiiahles  complexes  ("ournit  ensuite  le  résultat  cherché.  Leur 
démonstration  suit  une  marche  exactement  analogue,  parallèle 
pour  ainsi  dire,  à  celle  relative  à  ré(|uation  harmonique;  mais  ce 
procédé  ne  peut  pas  être  étendu  au  delà  du  domaine  des  équa- 
tions linéaires,  car  les  théorèmes  de  (jieen  ne  sont  plus  suscep- 
tibles alors  de  généralisation. 

AL  Picard  (  '  )  avait  auparavant  donné,  comme  je  l'ai  dit  plus 
haut,  une  tout  autre  méthode  pour  démontrer  le  caractère  ana- 
lytique des  solutions  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 
M.  Picard  se  sert  d'une  méthode  d'approximation,  cmplovée  par 
^L  Schwarlz  dans  un  cas  particulier,  mais  qu'il  a  essentiellement 
généralisée  et  étendue.  L'auteur  lui  donne  le  nom  de  méthode  de 
ScJuvartz  et  /^/c«/y/.  Les  approximations  successives  ont  la  forme 
\u^  ^=  G  et  lui=:/i(x,y),  {i=  2,  3,4,  •  •  •)'  ^^^fii-^^y)  désignant 
des  séries  de  puissances  de  o^"  et  i';  la  solution  delécpiation  linéaire 
est 

a  =:    l(l-r-  l"-2  -I-  t'3  -^  i\ -^  .  .  .  . 

1\L  Picard  transforme  les  solutions  des  a))pro\imalii)ns  successives 
en  séries  trigonométrupies  et  forme  par  leur  moyen  la  série  Irigo- 
nométrique  représentant  ;/.  La  forme  de  cette  série  permet  de  re- 
connaître que  u  est  elTectivemenl  une  Ibnetion  analvlique  de  x 
elr. 

Le  sujet  de  la  remarquable  thèse  de  M.  Lutkemeyer  est  le  sui- 
vant :  Les  équations  les  plus  générales  du  ty|)e  dit  elliptique, 
telles  que 

r- .  ,  ^  /  dit     du  \ 


(')  A.  SoMMKRFELD,  liandweitaufgabe  fur  parliclle  Differenlialgteichungen 
{Math.  Encyclopàdic,  l  II,  p.  '().  D.  IIii.bkiît,  V'ortesun g  iiber  lincare  partielle 
Di[ferenlialgleichungen  ;  i  <)<)  1 . 

(  '  )  K.  l^iCAiiD,  Sur  ta  détermination  des  iiitégralesde  certaines  équations  par 
leurs  valeurs  le  long  d'un  contour  fermé  {Journal  de  l'h'cole  l'otytecluiitjue. 
i.S()o  cl  Aclit  Matlwmalica.  l.  \\\). 
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où  F  est  une  fonction   analytique,   ont-elles   pour   solutions  des 
solutions  toutes  analytiques? 

L'auteur  étudie  cette  question  dans  tous  ses  dél;nls;  il  arrive 
au  but  par  une  généralisation  des  méthodes  de  M.  Picard.  Il  met 
ainsi  en  évidence  que  les  équations  du   tvpe  liy[)erbolique,   telles 

que 

ô^'U  .  ô'-u  r^/àu     du  \ 

=  sin  u,  - — ^  ^  r     — -  5   —  5   u,  X,   y  ], 

\  Il  r        ilv  '    ^        ' 


dxdy        "  ùx  ùy  \ùx     ùy 

ont  pour  intégrales  des  solutions  dont  le  caractère  intime  est  tout 
opposé  à  celui  des  éf|ualions  du  type  elliptique.  Les  résultais 
obtenus  par  l'auteur  permettent  de  résoudre  quelques  problèmes 
très  importants  de  la  théorie  des  surfaces.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu 
de  développe»"  les  méthodes;  contentons-nous  d'en  citer  quelques 
intéressants  résultats.  ftL  Lutkemeyer  résout  les  |)roblèmes  posés 
par  M.  Hilbert  dans  le  Chapitre  XIX  de  sa  Conférence,  devant  le 
Congrès  international   de    IQOO   (').    H   démontre   ce   théorème  : 

Toutes  les  surfaces  à  courbure  positive  constante  sont  néces- 
sairement ries  surfaces  analytiques. 

En   elTel,   la   détermination    de  toutes  les  surfaces  à  courbure 
positive  constante  dépend  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

<)-  a        à-  Il        e~"  —  e"- 
à./:'         (Jy-  î 

L'on  sait  qu'à  toute  solution  de  cette  équation  correspondentdeux 
surfaces  à  courbure  positive  constante.  Si  ces  solutions  sont  toutes 
analvtiques,  il  en  sera  nécessairement  de  même  des  surfaces.  Or, 
M.  Lulkemejer  démontre  qu'il  en  est  ainsi  dans  le  cas  plus 
général 

où  F(;/)  désigne  une  fonction  analyticpic.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

L'auteur  étudie  ensuite  le  cas  des   surfaces  pseudo-sphériques 
non  analytiques,  représentées  par  des  fonctions  non  analvtitpics, 


(')  Voir  Compte  rendu  du  deuxième  Congres,  de.  Gauthicr-Villars,  p.  loi 
à  10.3.  Comparer  IIilbeut,  Ueber  Fliiclien  von  constanler  Gauss'clien  Kruni- 
mung  (  Transactions  of  tlic  American  Math.  Soc  .  vol.  H,  p.  87  et  (|().  jaiiv.  i<)oi). 
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mais  cependant  conlinues  et  susceptibles  de  difTérentiation  suc- 
cessive. La  question  est  naturellement  plus  difficile  et  plus  compli- 
quée. Il  étudie  même  l'exemple  de  surfaces  pseudo-sphériques  où 
la  fonction  n'est  susceptible  que  d'un  nombre  limité  de  difTéren- 
tialions,  et  où  même  elle  n'en  admet  aucune. 

Il  fait  usage,  dans  ce    dernier  cas,    de    l'exemple   célèbre    de 
Weierstrass  où  l'on  a 

Xo(^)=/'    bn  cos  a"  T.  X 
n  =  1 

o<6<i,«>o,    rt  =  o(modi),    a6  >  I -i ^  |  • 

L'on  sait  ce  que  M.  Hilbert  entend  par  problèmes  réguliers  du 
calcul  des  variations.  Ce  sont  les  problèmes  définis  par  la  formule 


// 


F ( p,  q,  z\  X,  y)  dx  dy  =  minimum 


et  où  pour  tous  les  arguments  considérés  doit  avoir  lieu  l'inégalité 
d'-¥  ùj^      /  t)2F  y-_ 

dp-     dq'^         \()pt)q  ) 

F  étant  une  fonction  analytique.  Les  principaux  problèmes  de  ce 
genre  sont  ceux  que  l'on  rencontre  dans  les  applications  du  calcul 
des  variations  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique  et  à  la  Phvsique 
malhémalique.  \  oici  alors  le  beau  théorème  que  M.  Lutkemever 
inspiré  par  M.  Ililbcrt  [loc.  cit.,  p.  ioi-Jo3)  démontre  dans  sa 
Tlièse  : 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  de  type  elliptique  qui 
proviennent  dUin  problème  régulier  du  calcul  des  variations 
ont  nécessairement  des  solutions  toutes  analytiques. 

Le  caractère  des  équations  liypcrboli(|ues  est  lout  dillerent, 
comme  on  le  voit  de  suite  par  l'exem|)lc  des  surfaces  pseudo-sphé- 
riques, et  en  voici  la  raison.  Dans  le  cas  des  é(piatio!is  ellipli(iues, 
les  caractérislicpies  sont  imaginaires.  Dans  le  cas  des  écpialions 
hyperl)i»li(nios  les  caractérisliipios  sont  léellos  cl  les  pro|>riélés  do 
la  l'onclion,  lellcs  (|ue  la  conlinuilé  et  le  caractère  analylicpie,  se 
transmettcnl  pour  air)si  dire  lout  le  long  des  caraclérislicpics. 
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-    T%     1. .  ■  ^  /  Ou     du 

/.  De  I  équation  A(  ii  )  =  r     -— ?  -— ?  ",  x,  y 

^  \dx     dy  -^ 

8.  Du  caractère  des  solutions  de  l'équation 


d' u  [du     Ou  , 

dx  ày  \àx     Oy       '      '  -^  ' 


L.  L. 
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C.  WOLF.  —  Histoire  de  l'Observatoire  de  Paris,  de  sa  fondation  a  1793. 
In-S",  xii-3g2  pages  avec  i5  planches.  Paris,  Gaulhier-Yillars. 

«  L'histoire  de  TObservaloire  que  je  me  suis  proposé  d'écrire, 
dit  M.  Wolf  au  délîut  de  son  Averlissemenl,  n'est  pas  celle 
des  travaux  astronomiques  qui  ont  été  exécutés  dans  ce  cé- 
lèbre établissement  :  l'bisloire  céleste  de  l'Observatoire  est 
bien  connue.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'histoire  des  bâtiments 
et  de  leurs  transformations  successives,  des  instruments  qui  v 
ont  été  employés,  des  astronomes  qui  les  ont  habités  et  du  régime 
sous  lequel  ils  ont  vécu.  C'est  cette  histoire  purement  terrestre, 
Ihistoire  du  personnel  et  du  matériel  de  l'Oljservatoire,  que  j'ai 
essavé  de  reconstituer.  » 

Peu  de  tâches  ont  été  plus  intéressantes  que  celle  que  s'est 
imposée  M.  Wolf^  peu  de  livres  sont  plus  attrayants  et  instructifs 
que  le  sien  pour  tous  ceux  qui  s'intéressent  au  développement 
de  la  Science  et  qu'anime  l'amour  de  noire  pavs.  Exposer  les 
origines  d'un  des  plus  importants  établissements  scientifiques 
du  monde,  indiquer  par  quelle  suite  d'efforts  il  a  pu  s'organiser 
et  vivre,  montrer  combien  modestes  ont  été  ses  débuts  et  difficiles 
ses  progrès,  rendre  à  ses  directeurs  la  justice  qui  leur  est  due, 
notamment  à  son  fondateur  J.-D.  Cassini  et  à  son  arrière  petit-fils 
J.-D.  Cassini  IV,  qui,  à  la  fin  du  xviii^  siècle,  en  mena  à  bonne  fin 
la  restauration,  tel  est  le  but  que  s'est  proposé  M.  Wolf.  Il  est 
superllu  de  dire  qu'il  l'a  pleinement  atteint  et  que  son  Livre, 
œuvre  d  historien,  est  écrit  avec  cet  art  et  cette  conscience  qui 
caractérisent  ses  travaux  antérieurs. 

On  sait  que  l'Académie  des  Sciences  fondée  en  1666  avait  été 
installée,  avec  la  Bibliothèque  et  le  Cabinet  des  curiosités,  dans 
une  maison  de  la  rue  Vivienne  appartenant  au  fils  aîné  de  Colbort, 
abbé  du  Bec,  plus  tard  archevêque  de  Rouen.  C'est  là  que,  jusqu'en 
1699,  les  16  académiciens  et  leurs  aides  tinrent  leurs  séances. 
Les  astronomes  Picard,  Auzout,  Buol,  Huvgens  observaient  dans 
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le  jardin  ainsi  que  dans  les  jardins  du  Louvre.  Mais  ces  deux 
emplacements  étaient  bien  mal  choisis,  et,  dès  i665,  Aiizout  se 
faisait  l'interprèle  des  besoins  et  des  doléances  des  astronomes  : 
«  Il  V  va,  Sire,  de  la  gloire  de  votre  Majesté  et  de  la  réputation  de 
la  France  ».  Cet  appel  devait  être  entendu,  et  Colbert  accueillant 
avec  empressement  la  proposition  d'Auzout,  fil  entendre  aux 
astronomes  que,  dès  qu'ils  auraient  choisi  un  lieu  propre  aux  ob- 
servations, «  il  y  serait  construit  un  édifice  qui  non  seulement 
surpasserait  en  grandeur,  en  beauté  et  commodité  les  observa- 
toires d'Angleterre,  de  Danemarck  et  de  Chine,  mais,  ce  qui  était 
tout  dire,  qui  répondrait  en  quelque  sorte  à  la  magnificence  du 
Prince  qui  le  ferait  bâtir  ». 

La  dédicace  dans  laquelle  Auzoul  faisait  appel  au  Roi  était 
de  i665;  le  ^  mars  i66-  fui  acheté,  au  nom  du  Roi,  pour 
66o4  livres  tournois,  le  terrain  de  neuf  arpents  sur  lequel  deVait 
s'élever  l'édifice  de  Perrault.  La  même  année  furent  jetées  les 
fondations,  et  dès  1668,  était  construit  un  mur  de  clôture.  C'est 
le  mardi  21  juin  166-,  jour  du  solstice,  qu'Auzout,  Frénicle, 
Picard,  Ruot  et  Richer  tracèrent  une  méridienne  et  mesurèrent  à 
midi  la  hauteur  du  Soleil.  En  commémoration  de  cet  événement 
fut  frappée  une  médaille  avec  ces  mots  au  revers:  «  Sic  T  itur 
Y  ad  Y  aslra  Y  »,  et  en  exergue:  a  Turris,  siderum.  Spe- 
culatoria.  MDCLXVII».  La  construction  particulièrement  soignée, 
où  il  ne  devait  entrer  ni  fer  ni  bois,  fut  menée  vite.  Le  gros 
œuvre  était  terminé  en  1672  et  le  pavage  de  la  teriasse  supérieure 
en  lô"".  Les  comptes  arrêtés  en  i683  montent  à  -i  4000  livres. 

Ce  n'était  pas  seulement  un  Observatoire  qu'avait  voulu  ériger 
Colbert,  mais  un  palais  des  Sciences  plus  spacieux,  commode  et 
durable  que  la  maison  de  la  rue  Vivienne,  et  autour  duquel  pour- 
raient être  construits  des  logements  pour  les  astronomes  et  les 
autres  savants  qui  j  seraient  attachés.  Et  ce  n'était  pas  seulement 
pour  les  Académiciens  français  :  Colbert  cherchait  à  attirer  les 
savants  les  plus  illustres  de  tous  les  pays.  ILiygens  résida  à  Paris 
de  i6G6à  1681.  J.-D.  Cassini,  astronome  déjà  célèbre,  professeur 
à  Bologne,  ingénieur  du  pape  Clément  IX,  v  arriva  en  1(369,  et, 
en  i6-3,  malgré  les  instances  du  j)ape  et  de  l'Université  de  Bo- 
logne, accepta  des  lettres  (le  naturalisation.  Le  i  .|  septembre  1671 
il  s'installait  à  l'Observatoire  encore  inachevé. 
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M.  Wolf  consacre  les  Chapitres  II  et  IX  à  la  description  dé- 
taillée de  l'Observatoire.  Les  plans  primitifs  de  Perrault  ont  été 
brûlés  dans  l'incendie  du  Louvre  en  1871.  Mais  la  construction 
est  conforme  à  ces  plans  sauf  en  ce  qui  concerne  le  second  étage, 
où  la  grande  salle  carrée  a  été  faite  à  la  demande  de  Cassini  qui 
aurait  voulu  arrêter  les  tours  de  l'est,  de  l'ouest  et  du  nord,  au 
premier  étage,  de  façon  que,  de  la  grande  salle  carrée,  on  pût  voir 
le  ciel  de  tous  côtés.  Il  voulait  placer  contre  les  murs  quatre  grands 
quarts  de  cercle  capables  de  donner  les  secondes. 

L'emplacement  était  des  plus  heureux,  au  milieu  d'immenses 
jardins.  Encore  aujourd'hui,  on  en  trouverait  difficilement  à 
Paris  un  meilleur.  Napoléon  L'  dans  sa  visite  à  l'Observatoire, 
avait  eu  l'idée  de  continuer,  tout  autour,  la  grande  avenue  des 
marronniers  et  de  la  prolonger  jusqu'au  boulevard  extérieur. 
C'est  surtout  aujourd'hui  que  l'on  doit  regretter  que  ce  plan 
grandiose  n'ait  pas  été  réalisé. 

Quant  au  plan  même  de  Fédifice,  les  critiques  nombreuses  et 
en  apparence  fondées,  dont  il  a  été  toujours  l'objet,  sont,  en  fait, 
injustifiées.  Perrault,  en  i6(36,  ne  pouvait  prévoir  quelles  transfor- 
mations subiraient,  peu  d'années  après,  les  instruments  d'astro- 
nomie. C'est  en  1668  que  Picard  observa  pour  la  première  fois  des 
étoiles  en  plein  jour;  que,  pour  la  première  fois,  il  appliqua  les 
lunettes  aux  cercles  divisés.  L'Observatoire  une  fois  construit, 
rien  ne  s'est  trouvé  disposé  pour  recevoir  les  instruments  nou- 
veaux. On  ne  saurait,  sans  injustice,  le  reprocher  à  Perrault  et  à 
Cassini. 

liCS  premiers  logements  concédés  à  l'Observatoire  le  furent  à 
J.-D.  Cassini  dans  les  salles  orientales  du  premier  étage,  et  à  son 
assistant  Couplet,  dans  celles  du  rez-de-chaussée.  Couplet  eut  le 
titre  de  concierge  de  l'Observatoire,  chargé  de  la  garde  et  de 
l'entretien  des  instruments  de  l'Académie  :  il  eut  aussi  le  titre 
de  trésorier  de  l'Académie.  Les  titres  ne  correspondent  pas  tou- 
jours aux  réalités.  Couplet,  trésorier,  n'avait  pas  de  fonds  à  garder; 
il  dut  même  faire  sur  sa  fortune  personnelle  des  avances  impor- 
tantes dépassant  aSooo  livres,  dont  son  fils,  qui  lui  succéda,  n'obtint 
qu'avec  peine  le  remboursement.  Ainsi  Couplet  rendit  incontes- 
tablement service  aux  Sciences.  En  revanche  il  remplit  bien  peu 
son  rôle  d'assistant  de  Cassini  qui,  plus  d'une  fois,  écrit  sur  ses 
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registres  ces  mois  :  D.  Couplet,  qui  me  adjuvare  dehehciL,  abfuit. 
Peut-être  trouverait-on  ailleurs  des  mentions  analogues  sur  des  re- 
gistres d'Observatoires.  Je  ne  résiste  pas  à  l'envie  de  reproduire 
celle-ci,  écrite  par  d'Aubuisson  sur  un  registre  de  Toulouse  en 
1818: 

«  ]M.  P..  aide  pour  les  observations,  m'a  secondé  dans  plusieurs 
observations  et  plusieurs  calculs;  je  lui  ai  confié  l'Observatoire 
lorsque  je  suis  parti  pour  Paris.  J  ai  plaidé  pour  lui  auprès  du 
grand  maître,  et  croyais  devoir  mintéresser  à  lui  à  cause  de  son 
travail;  je  l'avais  logé  à  l'Observatoire.  Mais  plus  il  me  devait  de 
reconnaissance  pour  mes  peines  et  mes  complaisances,  plus  il  s'est 
dispensé,  sous  les  plus  légers  prétextes,  de  faire  son  devoir.  J'ai 
cru  devoir  me  plaindre  auprès  de  M.  L.  qui  me  lavait  recommandé, 
afin  qu'il  rentrât  dans  l'ordre  et  qu'il  fît  quelque  chose  pendant 
mon  absence,  mais,  dès  que  j'ai  été  parti,  il  n'a  plus  rien  fait  sous 
de  mauvais  prétextes.  Sa  conduite  me  fait  présumer  que  ce  sera 
un  très  mauvais  sujet  dans  la  suite.   » 

Le  cas  était  bien  différent  de  celui  de  Couplet  qui  négligeait 
rAslronomic  parce  qu'il  avait  d'autres  occu|)ations,  étant  maître 
de  Mathématiques  des  pages  de  la  grande  Ecurie.  On  pourrait 
faire  bien  des  réflexions  sur  la  situation  matérielle  qui  a  été  si 
longtemps  faiteaux  astronomes  français.  Couplet  fils  fut  remplacé, 
comme  concierge,  par  Maraldi;  comme  trésorier,  par  Bullon; 
Maraldi,  eu  l'SS,  le  fut  parMéchain.  Quant  aux  logements  qui 
ont  fini  par  envahir  tout  l'Observatoire,  ils  ont  été  attribués 
successivement  à  bien  des  astronomes  j)arfois  peu  exigeants,  tel 
logement  se  réduisant  à  une  seule  embrasure  de  fenêtre;  leur 
réunion  dans  un  même  immeuble  a  donné  lieu  à  dos  ((uerelles 
bien  curieuses. 

On  lit  avec  intérêt  la  description  des  divers  étages  cl  d'abord 
des  caves,  du  |>uits  qui  y  descend,  la  relation  des  expériences  de 
Mariette  et  Pliilippe  de  la  Hire  sur  la  chute  des  corps,  l'installation 
dans  ces  caves  des  boussoles  de  Cassini,  celle,  en  1783,  par 
(^assini  IV  et  Lavoisier,  d'un  thermomètre  qui  existe  encore. 

Sur  le  pavi'-  du  premier  étage,  Cassini  avait  ébauché  une  nu'ri- 
dienne  ipic  son  (ils  Jacipies  traça  de  nouveau  en  171  2.  Dans  la  tour 
de  l'oucsl,  J.-D.  Cassiui  avait  lait  tracer  à  lencie,   sur  le   pavé, 
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un  planisphère  terrestre  représentant  les  résultats  des  nombreux 
vovages,  organisés  par  l'Académie,  pour  la  détermination  des 
positions  géographiques  en  tous  lieux  de  la  Terre.  C'est  dans  la 
grande  salle  du  second  étage  que  fut,  en  1729,  construite  sur  le 
pavé,  la  méridienne  en  cuivre  qui  y  existe  encore,  formée  dé 
Sa  règles  dont  M.  Wolf  trouve  la  longueur  0,992-  identique  à 
celle  du  pendule  de  Picaid.  Sur  la  terrasse  on  détermina  à  di- 
verses reprises  la  vitesse  du  son.  En  1784,  puis  en  1793,  Cassini  IV 
proposa  d'y  établir  un  canon  pour  annoncer  l'heure  de  midi. 

M.  Wolf  rapporte  les  visites  rojales  que  reçut  l'Observatoire, 
celle  de  Louis  XIV  en  1682,  du  roi  d'Angleterre  Jacques  II,  en 
i6go.  Pierre  le  Grand  s'y  rendit.  ^lais  ni  Louis  XV,  ni  Louis  XVI 
ne  le  visitèrent.  Il  est  juste  de  dire  que  dans  la  seconde  moitié  du 
xviii'^  siècle  les  astronomes  avaient,  dans  Paris,  des  observatoires 
particuliers  :  l'observatoire  des  Cassini  était  bien  déchu  de  son 
ancienne  splendeur. 

Les  Chapitres  X,  XI,  XII  sont  consacrés  à  un  inventaire  des 
instruments.  C'est  avec  un  sextant  de  six  pieds  de  rayon  muni 
d'un  limbe  en  cuivre  et  d'alidades  à  pinnules  que  fut  déterminée 
la  latitude  le  21  juin  1667.  C'est  dans  l'été  de  la  même  année  que 
furent  faits  les  premiers  essais  d'adaptation  des  lunettes  aux  cercles 
divisés.  En  1678,  Cassini  emplova  un  azimutal  de  Migon  et  une 
machine  parallactique,  véritable  équatorial  à  mouvement  d  horlo- 
gerie. Il  importe  de  signaler  aussi  un  projet  dressé  par  Picard 
d'un  instrument  comprenant  quatre  lunettes  pointées  sur  la  polaire, 
dans  quatre  azimuts  équidistants,  et  deux  micromètres,  et  destiné 
à  la  détermination  des  inégalités  delà  polaire  signalées  par  Picard, 
inégalités  dont  l'étude  sur  v  du  Dragon  a  conduit  Bradlej  à  la 
découverte  de  l'aberration  et  de  la  nutation. 

A  côté  de  ces  instruments  destinés  aux  mesures  précises  s  in- 
troduisaient,  par  les  encouragements  de  Colbert,  les  grandes 
lunettes  destinées  à  la  recherche  d'astres  nouveaux.  J.-D.  Cassmi, 
à  Rome,  avait  trouvé,  au  mojen  d'un  objectif  de  17  pieds  de  foyer 
de  Campani,  la  rotation  de  Jupiter  et  celle  de  Mars.  A  Paris  le 
même  objectif  lui  donna  une  durée  de  27  jours  pour  la  rotation 
du  Soleil  et  en  167 1  lui  fit  découvrir  un  satellite  de  Saturne; 
puis,  en  1672,  un  objectif  de  34  pieds  lui  en  montra  un  autre. 
Campani  fournit  plus  tard  des  objectifs  de  80,  90,  100.  106  pieds 
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de  foyer.  Celui  de  loo  pieds  révéla  encore  deux  autres  satellites 
de  Saturne.  ^[.  Wolf  reproduit  une  note  bien  intéressante,  et 
probablement  inédile,  sur  la  manière  d'observer  aux  grandes 
lunettes  sans  tuyaux.  C'est  pour  ces  lunettes  que  fut  transportée 
à  l'Observatoire,  de  i685  à  1688,  la  tour  en  bois  de  Marlj,  de 
120  pieds  de  hauteur.  La  carte  de  la  Lune  de  Cassini,  publiée 
en  16^9,  est  le  résumé  des  documents  inscrits  dans  un  allas  de 
57  planches  lunaires  obtenues  au  moyen  des  objectifs  à  long 
foyer.  Cependant  5o  ans  plus  lard  les  astronomes  étaient  impuis- 
sants à  voir  ce  qu'avait  vu  Cassini.  On  ne  construisait  les  téles- 
copes ncAvtoniens  qu'en  petites  dimensions.  La  comparaison  des 
deux  sortes  d'inslruinents  est  intéressante.  En  ijaS,  Pound  et 
Bradlcj  trouvèrent  qu'un  télescope  newlonien  de  G  pouces  d'ou- 
verture et  5  pieds  de  foyer  valait  un  objectif  d'Huygens  de 
120  pieds;  il  donnait  seulement  un  peu  moins  de  lumière. 

C'est  en  1700,  en  174^,  en  1760  que  furent  construits,  au  pied 
de  la  tour  orientale,  trois  cabinets  d'observations  pour  divers 
quarts  de  cercle  et  pour  un  demi-cercle  d'un  pied  de  rayon  pourvu 
de  deux  lunettes  achromatiques.  «  L'observatoire  de  Cassini  l^  de- 
vint presque  inutile  et  ne  fut  pour  ainsi  dire  qu'un  lieu  de  repré- 
sentation ».  En  1776  on  refit  ces  cabinets  qui  déjà  tombaient  en 
ruines.  Le  matériel  devenait  de  plus  en  plus  pauvre,  les  nombreux 
instruments  envovés  en  mission  au  Pérou,  en  Laponie,  aux  pas- 
sages de  ^  énus,  n'étant  généralement  pas  rentrés  à  l'Observa- 
toire. L'un  d'entre  eux,  un  sextant  de  La  Caille,  acheté  j)ar  cet 
astronome  de  ses  deniers,  emporté  par  lui  au  Cap,  employé  ensuite 
au  Collège  Mazarin,  fut  acheté  par  Lalande  à  ses  héritiers,  prêté 
en  l'an  II  à  Duc  la  Chapelle,  à  Monlauban,  puis,  en  i8i4,  déposé 
à  l'Observatoire  de  Toidousc,  d'où  j'ai  cru  devoir  le  renvoyer  à 
Paris  avec  le  grand  quart  de  cercle  de  Lalande  et  divers  instru- 
ments provenant  de  l'ancien  Observatoire  de  Toulouse;  ces 
instruments  sont  déposés  au  Musée  astronomique  organisé  par 
l'Amiral  Mouchez  en  i883. 

Les  Chapitres  XIII,  Xl\',  X\  concernent  le  régime  de  l'Obser- 
vatoire, de  sa  fondation  jusqu'en  1793.  Ces  Chapitres  sont  des 
])lus  importants  de  l'Ouvrage.  Comment  un  établissement,  pour 
la  construction  duquel  on  avait  fait  de  si  grandes  dépenses,  qui 
devait  être  le  centre  du  travail  scientifique  à  Paris,  a-l-il.  pendant 
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un  siècle,  rendu  relali\  enient  peu  de  services?  Qui  doit-on  rendre 
responsable  de  cette  situation?  Les  reproches  que  l'on  a  faits 
à  J.-D.  Cassini  P''  sont-ils  vraiment  fondés?  M.  Wolf  prend  réso- 
lument sa  défense  et  certes  avec  succès.  L'Observatoire,  pendant 
un  siècle,  n'a  pas  eu  de  directeur,  et  n'a  guère  eu  un  budget 
proprement  dit.  Le  premier  astronome  (jui  ait  reçu  le  brevet  de 
directeur  fut  Cassini  de  Tliury,  Cassini  IIF,  en  1771,  plus  d'un 
siècle  après  la  fondation  de  Colbert.  Dans  toute  celte  |)ériode, 
travaillait  à  l'Observatoire  un  peu  qui  voulait,  et  le  monument 
se  prêtant  très  mal  à  l'installation  des  instruments,  par  suite 
de  la  transformation  complète  des  méthodes  d'observations,  duc 
à  l'adaptation  des  lunettes  aux  cercles  divisés,  les  nombreux 
astronomes  qui  ont  illustré  l'Académie  travaillaient  ailleurs.  Si 
Picard  n'a  pu  installer  son  quart  de  cercle  mural,  cela  a  tenu  à 
la  difficulté  de  le  construire  et  de  faire  mouvoir  dans  le  méridien 
la  lunette  d'un  grand  quart  de  cercle.  Si  Roeraer  n'a  pu  établir 
sa  lunette  méridienne,  cela  a  tenu  à  ce  qu'il  n'j  avait  aucun  local 
où  la  placer.  On  a  accusé  J.-D.  Cassini  d'avoir  préféré  les  décou- 
vertes faciles,  que  permettaient  les  grandes  lunettes,  aux  ti'avaux 
patients  et  difficiles  qui  sont  l'honneur  d'un  observatoire,  travaux 
dont  Picard,  dès  le  début,  avait  tracé  le  programme.  L'examen 
des  six  registres  d  observations  de  Cassini  et  de  ses  élèves  montre 
que  Cassini  avait  précisément  imposé  le  plan  de  travail  de  Picard 
à  ses  élèves,  et  s'y  était  appliqué  lui-même.  On  lui  a  reproché 
certaines  opinions  scientifiques  erronées,  oubliant  qu'à  cette 
époque  bien  des  idées  paraissaient  paradoxales,  qui  sont  aujour- 
d'hui le  fondement  de  la  Science.  On  a  attaqué  son  caractèie  : 
Arago  dit  qu'il  s'est  attribué  fort  légèrement  l'honnneur  d'avoir 
dirigé  la  mesure  de  la  Terre  exécutée  par  Picard.  Or  J.  D.  Cassini 
de  i683  à  i-oi  a  mesuré  l'arc  de  six  degrés  de  Paris  à  Collioure 
et,  dans  son  Mémoire,  rend  pleine  justice  à  l'œuvre  de  Picard.  11 
est  de  tradition  que  ceux  qui  ont  l'honneur  de  diriger,  de  faciliter 
les  travaux  des  autres,  s'effacent  eux-mêmes  et  évitent  de  laisser 
entendre  qu'ils  3'  ont  eu  quelque  part  :  Cassini  n'était  pas  direc- 
teur et  sa  liberté  était  entière.  Le  témoignage  de  ses  contempo- 
rains lui  est  assurément  favorable.  M.  Wolf  rappelle  les  termes 
si  élogieux  dans  lesquels  Fontenelle  et  l'abbé  Bignon,  président 
de  l'Académie,  ont  parlé  de  lui,  de  sa  modestie,  de  son  caractère, 
de  sa  science. 
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M.  Woir  donne  la  liste  des  astronomes  et  académiciens  qui 
ont  travadlé  à  lObseivatoire  ;  parmi  eux  R.oemer  et  Huygens  et 
divers  collaborateurs  de  J.-D.  C.assini  et  de  Pli.  de  la  Hire  pour 
le  tracé  de  la  méridienne.  En  16(39,  un  règlement  crée  trois  places 
d'associés  et  trois  d'élèves  et  crée  deux  adjoints  pour  chacune 
des  six  branches  des  Sciences  auxquelles  s'appliquait  l'Académie  ; 
les  deux  adjoints  d'Astronomie  furent  Lieutard  et  Delisle  le  cadet. 
En  1  -2.3  trois  autres  astronomes  sont  introduits,  laissés  à  la  nomi- 
nation du  président  Bignon  de  l'Académie.  Après  1-3^  divers 
astronomes  sont  employés  à  la  méridienne.  La  Caille  travaille  à 
l'Observatoire  de  1786  à  i~42,  puis  s'installe  au  Collège  Mazarin. 
En  I  -89  Le  Monnier  établit  dans  la  tour  de  l'Ouest  un  instrument 
des  passages  peu  stable  et  dans  la  tour  de  l'Est  son  quart  de 
cercle  de  deux  pieds.  Nombre  d'astronomes,  ensuite,  ne  firent 
que  passer;  parmi  eux  on  doit  citer  Jérôme  de  Lalande. 

J.-D.  Cassini,  né  en  iÔ'îS,  mourut  en  1-12.  Son  fils  Jacques 
Cassini  II,  né  en  lô'-^,  académicien  en  169^,  mourut  en  i-56. 
César-François  Cassini  de  Thurv  vécut  de  1^16  à  1784,  laissant 
le  titre  de  directeur  de  l'Observatoire  à  J.-D.  C;tssini,  Cassini  IV, 
qui  était  né  en  17 '18  et  mourut  en  i845.  Il  J  eut  un  cin- 
quième Cassini,  Alexandre-Henri-Gabriel,  né  à  l'Observatoire 
le  9  mai  1781,  qui  fut  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  dans 
la  section  de  Botanique,  et  mourut  en  1882,  sans  postérité. 

Non  seulement  l'Observatoire  était,  avec  le  temps,  déserté 
des  astronomes,  qui  trouvaient  plus  facilement  des  installations 
commodes  ailleurs,  mais  le  monument  de  Perrault  se  dégrad;iit  et, 
par  suite  des  infiltrations  d'eau  que  laissait  passer  le  pavé  de  la 
terrasse  supérieure,  menaçait  ruine.  En  1760,  Cassini  de  Thurj 
demandait  instamment  la  permission  de  faire  l'avance  des  fonds 
nécessaires  pour  le  réparer  et  le  pourvoir  d'instruments.  Son 
Mémoire,  qu'il  eut  été  bien  intéressant  de  connaître,  n'a  pu  être 
retrouvé.  M.  Wolf  donne  la  réponse  de  M.  Marigny,  directeur 
des  bâtiments,  en  date  du  24  août  i8()5;  elle  finit  par  ces  lignes  : 
«  Si  mes  vœux  étaient  exaucés,  Sa  Majesté  ne  bornerait  [)as  la 
récompense  d'une  si  belle  action  à  vous  accorder  la  place  de 
directeur  de  l'Observatoire,  avec  3 000  livres  de  pension,  aux 
charges  que  vous  >ous  imposez  vous-même;  vous  en  auriez 
le  gouvernement,  et  il  passerait  à  tous  ceux  de  vos  descen- 
dants  qui    seraient    dignes   de    porter    votre   nom.    »  Le    12   no- 
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vembre  1771  fut  signé  l'acle  créant  la  place  et  le  litre  de  Direc- 
teur de  l'Observatoire  royal.  Cassini  de  Thurj,  malade,  eut 
peu  d'occasions  d'exercer  ses  fonctions  nouvelles.  C'est  en  1776 
que  son  fils  Cassini  IV,  directeur  en  survivance,  fit,  pour  la 
première  fois,  vis-à-vis  de  l'Académie,  acte  d'administrateur,  en 
demandant  la  réparation  des  cabinets  d'observation. 

La  création  du  titre  de  directeur  diminuait  sensiblement  les 
prérogatives  de  l'Académie,  et  Cassini  rencontra  de  sourdes  oppo- 
sitions «  premiers  symptômes,  dit  M.  Wolf,  de  la  rivalité  qui 
éclatera  bientôt  entre  l'Académie  et  la  famille  des  Cassini.  et  qui 
se  traduira,  plus  tard,  par  des  attaques  passionnées  ».  Cassini 
passa  outre  en  faisant,  à  ses  propres  frais,  aux  instruments,  les 
réparations  les  plus  urgentes.  Il  obtint,  en  1777,  la  restauration 
des  cabinets  et,  en  1779,  la  construction  d'un  nouveau  cabinet, 
au  sud  des  anciens,  où  l'on  installa  une  lunette  méridienne  con- 
struite, par  Charité,  sur  le  modèle  d'un  instrument  de  Ramsden. 

Cassini  IV  méditait  des  réformes  et  des  améliorations  plus 
importantes.  En  1784,  il  demandait  au  baron  de  Breteuil,  ministre 
de  la  maison  du  roi,  la  construction  d'un  quart  de  cercle  mural, 
d'un  équatorial,  d'un  cercle  entier;  il  demandait,  en  outre,  un 
crédit  annuel  de  2400  livres  pour  l'entretien  des  instruments, 
un  autre  crédit  égal  pour  trois  places  d'élèves  astronomes,  et 
1200  livres  pour  la  bibliothèque  et  les  frais  du  bureau.  Son  projet, 
soumis  par  le  baron  de  Breteuil  à  l'approbation  de  l'Académie,  ne 
fut  approuvé  par  elle  qu'en  ce  qui  concerne  les  instruments.  Le 
ministre  passa  outre  et  fit  agréer  par  Louis  XVI,  le  25  février  1785, 
un  règlement  qui  dépassait  en  nouveauté  les  propositions  de 
Cassini. 

a  Le  diiecteur  aura  seul  inspection  sur  ses  élèves ...  il  rédigera 
au  moins  tous  les  10  ans,  sous  le  litre  Ilisloire  céleste,  les  prin- 
cipales observations  faites,  qui  seront  publiées,  avec  l'approbation 
de  l'Académie,  par  l'imprimerie  rovale.  » 

Les  premiers  élèves  furent  Dom  Xouet,  Pernj  de  Villeneuve, 
Ruelle.  En  mai  1786,  Cassini  présenta  au  roi  80  pages  in-folio 
contenant  les  observations  faites  et  leur  comparaison  aux  Tables. 
Un  extrait  d'un  semblable  Mémoire  fut,  jusqu'en  1792,  inséré 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie.  En  même  temps  Cassini  entre- 
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prenait  une  Ilislolre  céleste  qui  devait  comprendre  toutes  les 
observations  faites  depuis  le  i4  septembre  16-1.  Il  en  commu- 
niqua 18  années  à  l'Académie. 

Des  instruments  commandés  par  Cassini,  le  cercle  entier, 
commandé  à  Lenoir  le  i5  janvier  1785,  était  encore,  après  des 
péripéties  diverses,  chez  cet  artiste  en  1810,  et  fut  abandonné. 
Aucun  artiste  français  n'étant  outillé  pour  exécuter  le  grand  quart 
de  cercle,  Cassini  créa  à  l'Observatoire  même  un  atelier  et  une  fon- 
derie. L'artiste  Mégnié,  recommandé  et  cautionné  par  Lalande, 
fut  chargé  de  fondre  le  quart  de  cercle  d'un  seul  jet,  ce  que 
Cassini,  après  d  importants  essais,  avait  jugé  possible.  On  avait 
aussi  commandé  à  IMégnié  l'équatorial.  En  octobre  1786,  tout 
était  prêt  pour  la  fonte  du  quart  de  cercle;  Mégnié,  perdu  de 
dettes,  ti'aqué  par  ses  créanciers,  disparut.  L'atelier  dut  être 
abandonné  en  raison  des  travaux  de  restauration  de  la  grande 
terrasse.  La  fonderie  fut  utilisée  en  1798  pour  la  fonte  de  canons. 
L'équatorial  commandé  à  Mégnié  fut  remplacé  par  un  téles- 
cope grégorien  de  Dollond.  Cassini  avant  été  amené  à  Londres 
par  la  jonction  de  la  triangulation  de  France  à  celle  d'Angleterre, 
y  visita  l'atelier  de  Ramsden  et  lui  cominauda  une  lunette  méri- 
dienne, qui  fut  livrée  en  iSo3,  et  a  été  plus  tard  prêtée  à  l'Obser- 
vatoire de  Toulouse,  où  elle  est  encore. 

C'est  en  juillet  1786  que  Cassini  vit  enfin  aboutir  ses  demandes 
continues  et  pressantes  pour  la  reconstruction  des  voûtes  qui 
menaçaient  ruine.  On  reconstruisit  les  voûtes  en  jetant  dessus 
d'autres  voûtes  formant  toitures  pour  les  protéger.  Le  gros  œuvre 
de  la  restauration  était  presque  terminé  en  1791.  Au  dire  des 
entrepreneurs  il  ne  rcsliiit  |)lus  (jiie  pour  3  mois  d'ouvrage  quand 
des  nécessités  imprévues  firent  arrêter  les  travaux. 

Le  lecteur  trouvera  dans  les  Chapitres  XX  et  XXI  le  récit  des 
scènes  aflligeantes  qui  se  passèrent  à  l'Observatoire  de  1789  à  1793. 
Il  serait  surprenant  (jue  cet  établissement,  avec  ses  souterrains, 
eût  échappé  aux  peripiisilions,  et  que  le  comte  de  Cassini  n'eût 
pas  été  soupçonné  de  donner  asile  à  des  suspects.  La  Convention 
qui,  le  7  août  1793,  supprimait  l'Académie  des  Sciences,  ne 
devait  pas  maintenir  le  régime  établi  par  le  règlement  ro^al 
de  1785.  Un  décret  du  3i  août  décide  que  les  quatre  astronomes 
de  l'Observatoire  jouiront  des  mêmes  droits.  Ce  décret  amena,  à 
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la  date  du  5  septembre,  la  démission  de  Cassini,  qui  fut  remplacé 
par  Bouvard.  M.  \\olf  rejette  sur  Lakanal  toute  la  responsabilité 
du  décret.  La  lecture  des  pièces  de  la  correspondance  échangée 
pour  la  remise  de  TObservatoire  entre  Cassini,  Pernj  et  les 
conventionnels  est  des  plus  pénibles.  L'attitude  des  trois  astro- 
nomes, Nouet,  Perny,  Ruelle,  à  qui  Cassini  avait  rendu  les  plus 
signalés  services,  fut  simplement  odieuse.  Cassini  pensait  qu'ils 
étaient  poussés  par  Lakanal,  et  c'est  aussi  l'avis  de  M.  AVolf. 
Les  lettres  de  Lakanal  à  Cassini,  citées  par  M.  Wolf,  prouvent 
que  Lakanal  était  circonvenu  par  les  astronomes,  notamment  |)ar 
Perny,  directeur  temporaire.  M.  Wolf  reconnaît  que,  plus  tard, 
Lakanal  unit  ses  efl'orts  à  ceux  de  Lalande  pour  chasser  de  l'Obser- 
vatoire les  intrigants  et  y  ramener  Cassini.  «  Mais,  écrit  M.  Wolf, 
il  était  trop  tard;  le  génie  de  Cassini  avait  sombré  dans  la  tour- 
mente révolutionnaire.  «  Les  crises  les  plus  glorieuses  laissent 
après  elles  bien  des  tristesses;  ce  n'est  pas  une  des  moindres  que 
la  ruine  morale  d'esprits  des  mieux  trempés. 

Cassini  avait  quitté  l'Observatoire  le  ()  octobre.  Arrêté  le  i3  fé- 
vrier 1794»  il  échappa  à  la  mort  grâce  à  la  protection  des  cito\ens 
du  quartier  et  fut  mis  en  liberté  le  5  août. 

Ce  lut  à  Lalande  d'abord,  puis  au  Bureau  des  Longitudes  que 
fut  confiée,  en  1795,  la  direction  de  l'Observatoire. 

Nous  avons  cru  ne  pouvoir  mieux  faire,  pour  montrer  l'impor- 
tance du  Livre  de  i\L  Wolf,  que  d'en  donner  un  résumé  aussi 
fidèle  qu'il  nous  a  été  possible  de  l'écrire  en  quelques  pages.  Il 
nous  a  semblé  que  c'était  le  meilleur  mojen  de  donner  au  lecteur 
le  désir  de  lire  tout  au  long  l'Ouvrage  lui-même.  Si  l'on  n'y  trouve 
pas,  par  le  menu,  l'histoire  des  observations  faites  à  l'Observaloire, 
Y  Histoire  céleste,  on  y  rencontre  un  magistral  ex|)osé  des  ellorts 
des  quatre  Cassini,  prolongés  pendant  cinq  quarts  de  siècle,  pour 
donner  à  la  France  un  Observatoire  digne  d'elle.  Il  était  impos- 
sible d'élever  à  l'Astronomie  Irançaise  un  monument  plus  beau 
et  plus  important  que  ce  livre,  d'une  lecture  si  attachante.  Les 
lecteurs  attendront  impatiemment  la  seconde  l^artie,  1  histoire  de 
l'Astronomie  au  xix*^  siècle.  1^-  1^- 


8o  FUEMIEUE    PAiniE. 


ANDOVER  (H.).  —  Théorie  de  la  lune  {Scientia).  i  vol.  in-S",  86  pages. 

Paris,  C.  Naud. 

«  Dans  une  série  de  monographies,  écrivent  les  éditeurs  de  la 
collection  Scientia,  nous  nous  proposons  de  mettre  au  point  les 
questions  particulières.  .  .  en  nous  efforçant  de  montrer  le  rôle 
actuel  et  futur  de  telle  ou  telle  acquisition.  »  Devant  traiter  en 
80  pages  de  la  Théorie  de  la  Lune,  M.  Andojer  a  réussi  à  en 
faire  la  mise  au  point.  Il  a  dû  renoncer  à  un  essai  critique  et 
historique;  à  ces  points  de  vue  le  Traité  de  Mécanique  céleste 
de  Tisserand  et  le  Livre  de  M.  E.-W.  Brown  :  An  introductory 
treatise  on  the  Lunar  theory,  donnent  toute  satisfaction  au 
lecteur.  M.  Andoyer,  dans  ses  80  pages,  donne  une  ébauche 
d'une  théorie  de  la  Lune,  qu'il  suffirait  de  développer  en  se  con- 
formant pas  à  pas  à  ses  indications.  La  marche  qu'il  suit  est, 
sauf  de  légères  modifications,  celle  de  Pontecoulant;  les  con- 
stantes qu'il  introduit  sont  celles  de  Delaunaj.  Il  détermine  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés  les  coefficients  des 
séries  dont  il  a  établi  la  forme  générale,  le  succès  même  de  la 
méthode  en  légitimant  les  résultats. 

C'est,  en  fait,  à  la  partie  [)rincipale  de  la  théorie,  la  théorie 
solaire  de  la  Lune,  que  M.  Andojer  applique  la  méthode.  En 
mettant  en  évidence,  dans  les  développements,  les  termes  à 
courtes  périodes,  ceux  à  longues  périodes,  les  termes  séculaires, 
il  utilise  son  Mémoire  sur  l'extension  du  théorème  de  Poisson.  Il 
donne,  chemin  faisant,  et  emploie  fréquemment  une  importante 
relation,  qui  contient  en  particulier  les  théorèmes  d'Adams. 

M.  Andover  donne  des  indications  suffisantes  pour  le  calcul 
effectif  des  termes  justpi'au  quatrième  ordre,  en  regardant  comme 
quantités  du  premier  ordre  le  raj>port  m,  analogue  au  rapport  du 
moyen  mouvement  du  Soleil  à  celui  de  la  Lune,  et  deux  quan- 
tités analogues  aux  excentricités;  le  rap|)ort  a  des  grands  axes  est 
du  second  ordre.  Eu  fait  m  est  environ  ~  et  les  développements 
suivant  les  puissances  de  ni  convergent  lentement.  MM.  Hill 
et  lirown,  en  introduisant  dès  le  début  les  valeurs  numéricpies 
des  constantes  dans  les  coefficients  des  excentricités,  de  l'inclinai- 
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son  et  de  a,  ont  obtenu  une  convergence  bien  pKis  rapide.  M.  An- 
doyer  signale  la  haute  importance  de  l'Ouvrage  de  M.  Brown  : 
Theory  of  tJie  motion  on  the  moon,  inséré  au  Tome  LUI  des 
Memoirs  on  the  R.  A.  S.  (1899). 

Pour  le  calcul  des  inégalités  secondaires,  qui  constitue  la 
seconde  Partie  de  la  théorie,  M.  Andoyer  introduit  des  constantes 
canoniques  et  applique  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires.  Il  renvoie  à  un  Mémoire  de  Newcomb  formant  les 
trois  Parties  du  Vol.  V  des  Astr.  Papers  et  à  un  ^lémoire  de 
M.  Radau  inséré  au  Tome  XXI  des  Annales  de  V OhsevKXitoiie 
de  Paris. 

Le  dernier  Cha|)itre  concerne  l'influence  des  inégalités  sécu- 
laires du  Soleil.  M.  Andoyer  étudie  les  inégalités  mixtes  où  le 
temps  entre  en  facteur  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus; 
il  montre  enfin  comment,  en  suivant  les  principes  employés  par 
MM.  Newcomb  et  Brown,  on  peut  calculer  les  inégalités  séculaires 
du  moyen  mouvement,  et  celles  des  vitesses  du  nœud  et  du  j^érigée. 

C'est,  en  fait,  en  une  large  mesure,  une  œuvre  personnelle  que 
ce  petit  Livre.  Dans  d'importants  Mémoires  insérés  au  Tome  III 
des  Annales  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  M.  Andoyer  a 
montré,  il  y  a  déjà  quelques  années,  combien  |»raticable  est  sa 
méthode,  en  signalant  et  rectifiant  des  erreurs  sensibles  dans 
certaines  inégalités  calculées  par  Delaunay  au  delà  du  septième 
ordre  de  grandeur,  ce  qui  a  été,  par  un  procédé  tout  diflérent, 
confirmé  par  jM.  llill.  On  nous  pei'meltra,  en  terminant  cet  article, 
de  signaler  les  récentes  et  belles  recherches  de  jM.  Andoyer 
sur  la  théorie  de  la  Lune,  notamment  ses  derniers  articles  i\\\ 
Bulletin  astronomique,  dans  lesquels,  entre  autres  résultats,  il 
obtient  pour  la  partie  qui  ne  dépend  que  de  7?i  du  coefficient  de  l- 
dans  l'expression  de  la  Longitude  moyenne  de  la  Lune,  5",  700. 
Delaunay  avait  trouvé  5", 'j65  et  M.  Brown,  au  Tome  L\1I  des 
Mont Jily  notices,  5",'-o.  B.  B. 


PI{E.MIEI?E   FAKTIE. 


MELANGES 


SUR  LA  REPRÉSENTATION  ANALYTIQUE,  A  PARTIR  DE  z  =  x^  iy, 
DES  FONCTIONS  CONTINUES  DE  x  ETj-: 

Par  m.  h.  LEBESGUE. 

Je  m'appuie  sur  cette  propriété  :  Si  C  et  F  sont  deux  contours 
sans  point  commun,  tracés  dans  le  plan  des  xy,  limitant  deux 
domaines  D  et  A  extérieurs  l'un  à  l'autre,  il  existe  une  série  de 
polynômes  en  z=^  x  -t-  iy  qui  converge  uniformément  vers  i 
dans  D  et  sur  C,  vers  zéro  dans  A  et  sur  F  ('). 

Ceci  revient  à  dire  qu'on  peut  trouver  un  polvnome  P(^)  tel 
que  1 1  —  ^{^)  I  suit  inférieui'  à  s  dans  D  et  sur  C  et  que  1  P(^)  | 
soit  inférieur  à  e  dans  A  et  sur  Y .  Donc,  si  l'on  a  des  constantes  K,, 
Ka,  .  .  .,  K„  et  des  contours  sans  point  commun  C, ,  Co,  .  .  .,  C/^ 
limitant  des  domaines  Dj,  Do,  ...,  D,i,  extérieurs  les  uns  aux 
autres,  on  peut  trouver  un  polynôme  P(:;)  tel  que,  (juel  que 
soit  /,  I  K,- —  P(-)  I  soit  inférieur  à  £  dans  D/  et  sur  C/. 

Ceci  posé,  soit  une  fonction  f{x^  y)  continue  par  rapport  à 
l'ensemble  (x,  j'),  et  définie  dans  un  domaine  fini  A.  Je  divise  le 
plan  en  carrés  C  de  côté  r,  par  des  parallèles  à  Ox  et  Oy\  r,  étant 
choisi  assez  petit  pour  que,  dans  chaque  carré,  l'oscillation 
àe  f[x^  y)  soit  inférieure  au  nombre  positif  s  pris  arbitrairement. 
Je  définis  une  fonction  'Sii,[x^y)  par  les  conditions  suivantes  :  Pour 
les  sommets  des  cari'és  C,yeta£  sont  égales;  sur  chaque  côté  des 
carrés  C,  les  sommets  exceptés,  'J^  est  constante  et  égale  à  l'une 
des  valeurs  que  prend  y  sur  ce  côté;  dans  chaque  carré  C,  les 
côtés  exceptés,  o^  est  constante  et  égale  à  l'une  des  valeurs  de/ 
dans  ce  carré.  Alors,  dans  le  domaine  A  où  o  est  définie,  on  a 

La  fonction  cse  admet  une  représentation  analytique  à  partir  de  z. 
Pour  le  démontrer,  à  tout  carré  C  de  côté  r,  je  fais  correspondre  le 


{')   Voir  Weierstrass,    Sur   la    théorie  des  fonctions  {Monatsberichte  d. 
Berliner  Akad.,  août  1880). 
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carré  concentrique  C  de  côté  r,  —  2r, ),  r, ,  étant  un  nombre  positif 

plus  petit  que  -  ;  à  chaque  côté  D  des  carrés  C  je  fais  correspondre 

le  rectangle  D',  ayant  pour  centre  le  milieu  de  D,  de  côtés  paral- 
lèles à  O X  et  Oy,  et  dont  les  dimensions  sont  r,  —  2  y,,  parallèlement 
à  D,  r, ,  perpendiculairement;  à  chaque  sommet  E  des  carrés  C  je 
fais  correspondre  le  cercle  E'  de  centre  E  et  de  diamètre  t,,.  Je 
considère  une  fonction  (!/^  (a:,  y)  constante  dans  chacun  des 
domaines  C,  D',  E'  et  sur  leurs  frontières,  et  égale  à  cs^  au  centre 
de  chacun  de  ces  domaines.  On  sait  qu'il  existe  un  polvnome 
en  z,  P^_  £^(5)  qui  représente  'l.^^^,  à  moins  de  e,  près,  dans  chacun 
des  domaines  C,  D',  E'.  Mais  si  l'on  fait  tendre  r, ,  vers  zéro, 
6^^^  tend  vers  'j^;  donc,  si  l'on  fait  tendre  simultanément  r. ,  et  t^ 
vers  zéro,  P^^  ^^(s)  tend  vers  Of,(x,y). 

Ainsi  'Ji-[x,y)  est  représentable  par  une  série  de  polvnomes  en  z. 

Si  maintenant  on  fait  tendre  e  vers  zéro,  z^  tend  uniformément 
vers  y";  donc  toute  fonction  f(x^  7),  définie  dans  un  domaine 
fini,  continue  par  rapport  à  l'ensemble  (or,  )')  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  uniformément  convergente  dont  les  termes 
sont  des  séries  de  polynômes  en  z  ^=.  x  -{-  iy. 

Pour  le  cas  o\if(x,  y)  est  définie  dans  un  domaine  infini  A  il 
est  nécessaire  de  prendre  quelques  précautions.  Choisissons  des 
domaines  infinis  A,,  Ao,  .  .  .  tels  que  chaque  point  A  de  A  appar- 
tienne à  tous  ceux  de  ces  domaines  dont  l'indice  surpasse  un 
certain  entier  a  qui  varie  avec  A.  Faisons  jouer  le  rôle  de  r, ,  aux 
nombres  ■/■,[,  y,p  .  .  .,  qui  tendent  vers  zéro;  à  r/,  correspond  la 
fonction  'l^i,  analogue  à  la  fonction  '^.^^  définie  précédemment. 
Prenons  des  nombres  tendant  vers  zéro  e],  £^,  ....  Nous  appel- 
lerons P^.  ;.(i)  un  polynôme  tel  que  le  module  de  la  différence 

soit  inférieur  à  î\  dans  chacun  des  domaines  C,  D',  E'  intérieurs 
à  D,.  Quand  i  croît,  Pr/.E-  tend  vers  o^  et  l'on  achève  comme  pré- 
cédemment. La  proposition  est  donc  vraie  quel  que  soit  le  do- 
maine où  f(^x,  y)  est  définie  et  l'on  obtient  une  expression  valable 
pour  tous  les  points  de  ce  domaine,  sauf  pour  le  point  à  l'infini; 
mais  la  série,  dont  les  termes  sont  des  séries  de  polynômes,  n'est 
uniformément  convergente  que  dans  toute  portion  finie  de  A. 
Le  théorème  précédent  s'applique  en  particulier  aux  fonctions  j: 
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el  y,  X  et  y  admettent  donc  des  représentations  analytiques  à 
partir  de  z-,  et  par  conséquent  toute  fonction  de  x  et  y  représen- 
table  analvliquenient  à  partir  de  ces  variables  l'est  aussi  à  partir 

de  ^  =  :c  +  iy- 

Ce  résultat  n'est  pas  nouveau.  Bien  avant  les  travaux  de  Weier- 
slrass  en  18-1,  Seidel  a  donné  des  exemples  d'expressions  ana- 
lytiques représentant  des  fonctions  différentes  de  z  dans  différents 
domaines.  En  se  servant  d'intégrales  définies  il  a  pu  exprimer  x 
ely  à  partir  de  s  (*). 

M.  Baire  (^)  à  défini  un  ensemble  de  fonctions  exprimables 
analytiquement  à  partir  de  x  el  y^  à  l'aide  des  seules  opérations 
suivantes  :  addition,  multiplication,  passage  à  la  limite;  c'est 
l'ensemble  E  commun  à  tout  ensemble  de  fonctions  qui,  contenant 
ses  fonctions  limites,  comprend  les  polynômes  en  x,  y.  Les 
fonctions  de  E  admettent  des  représentations  analytiques  à  partir 
de  z,  à  l'aide  des  mêmes  opérations.  Or  Tensemble  E  est  très 
vaste,  on  n'a  pas  pu  citer  jusqu'à  présent  de  fonction  qui  ne  fasse 
pas  partie  de  E;  on  ne  connaît  donc  aucune  fonction  qui  ne  soit 
représentable  analvtiquement  à  partir  de  z. 

Les  résultats  obtenus  par  M.  Baire  permettent,  dans  quelques 
cas,  d'obtenir  des  renseignements  sur  la  structure  de  W\ne  des 
représentations  analytiques.  Par  exemple,  la  fonction  qui  a  j^our 

valeur  o  si  x  eX. y  sont  rationnels,  x  si  x  seul  est  rationnel,  -  s\  y 

seul  est  rationnel,  xy  si  x  eiy  sont  irrationnels,  admet  une  expres- 
sion de  la  forme 

/,        ;         i 

où  les  P  sont  des  polynômes,  à  condition  d'effectuer  les  somma- 
tions dans  l'ordre  indiqué. 


(')  Ucber  eine  eigenthiïinliche  Form  von  Functionen  einer  coinplcxen  Va- 
riabcln  und  iiber  transcendanle  Gleichungen ,  die  keine  U'urzeln  haben 
(Journal  de  Crelle,  t.  73). 

Ludwig  Seidel  remarque  que,  si  z  =  x  +  i^^■,  on  a 


—  iy=tf         II  m  -^^^ ^    di, 

J.     L.:=»  -  ^-^  J 


iiii  c  csl  réel. 
(')  Sur  les  fondions  de  variables  réelles  [Annali  di  Maleniatica,  1900). 
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CAPELLI  (A.).   —  IsTiTizioN[   di  Analisi  algebrica.  Tertia  edizione  con 

AGGIUNTE     DELLE      LezIOM      D(     AlGEBRA      COMPLEMENTARE      AI)      tSO     DEGLI 
ASPIRANTI    ALLA    LICENZA     L.MVERSITARIA     IN    SCIENZE     FISK.HE    ET     MATEMA- 

TicHE.  r    vol.  petit  in-4°.  x.viii-714  pages.  Xaples,  Pellerano;  1902. 

Il  suffira  de  dire  au  lecteur  français,  pour  qu'il  se  rende  gros- 
sièrement compte  des  matières  traitées  dans  ce  Livre,  que  ce  sont 
celles  qui  constituent  Tobjet  du  cours  d'Algèbre  dans  nos  classes 
de  Malh^5^latiques  spéciales;  elles  constituent,  comme  on  sait, 
un  mélange  d'Analyse  et  d'Algèbi'e,  oiî  prédomine  l"  Algèbre.  C'est 
aussi  ce  mélange  qu'on  trouve  dans  le  Livre  de  ^L  Capelli. 
L'auteur  a  d'adleurs  développé  quelques  points,  sur  lesquels  je 
reviendrai  tout  à  l'heure,  qui  sont  étrangers  à  nos  programmes  : 
les  uns  y  ont  figuré  et  n'y  figurent  plus;  d'autres,  sans  doute,  n'y 
figureront  jamais.  En  outre,  il  a  repris  les  choses  au  début  :  c'est 
là  une  habitude  fréquente  dans  les  Universités  étrangères,  et  qui  se 
justifie  peut-être  par  d'autres  raisons  que  le  désir  esthétique  de 
constituer  un  enseignement  parfaitement  cohérent,  qui  se  suffise  à 
lui-même  et  qui  siqjpose  chez  l'auditeur,  non  des  connaissances 
positives  acquises,  mais  seulement  l'aptitude  à  manier  les  abstrac- 
tions mathémathiques,  à  suivre  de  longues  et  subtiles  déductions 
logiques.  Il  va  de  soi  que,  sauf  pour  de  rares  esprits,  celte  apti- 
tude ne  peut  s'acquérir  qu'en  se  familiarisant  avec  les  faits 
mathématiques,  et  fpie  31.  Capelli  ne  conseillerait  pas  de  suivre 
son  cours  à  un  étudiant  qui  ne  saurait  pas  déjà  une  partie  notable 
des  choses  qu'il  entend  lui  enseigner;  mais  on  ne  peut  nier  l'utilité 
d'une  revision  sévère  des  principes  pour  ceux  qui  veulent  s'initier 
à  l'enseignement  supérieur;  trop  souvent  l'habitude  même  qu'ils 
ont  des  conséquences  leur  a  laissé  oublier  ces  principes,  et  le 
mécanisme  des  opérations  leur  a  fait  perdre  la  signification  de  ces 
opérations.  11  n'est  pas  mauvais  d'y  revenir  au  début  d'un  cours 
d'Algèbre  ou  d'Analyse,  d'autant  que  cette  signilication  n'a  pu  être 
enseignée  à  des  commençants  avec  ce  degré  d'abstraction,  ce  souci 
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de  la  logique  et  de  la  rigueur  qui  sont  de  mise  avec  des  étudiants 
dont  l'esprit  est  formé.  Chez  nous,  ce  travail  de  critique  et  de 
revision,  ce  retour  aux  concepts  fondamentaux,  est  laissé  à  l'ini- 
tiative individuelle,  et  nos  étudiants  seraient  singulièrement 
étonnés  si,  en  entrant  dans  un  cours  de  Faculté,  ils  entendaient  le 
professeur  faire  une  leçon  sur  la  division  des  nombres  entiers,  ou 
le  plus  grand  coniniun  diviseur. 

Les  premiers  Cliapitres  sont  consacrés  à  la  notion  de  nomhre 
entier,  fondée  sur  l'idée  de  collection,  d'ensemble  fini.  On  y 
remarquera  en  particulier  la  façon  dont  est  présentée  la  multipli- 
cation, indépendamment  de  l'addition,  et  considérée  comme  le 
résultat  de  la  composition  de  deux  ensembles.  C'est  un  point  sur 
lequel  l'auteur  est  revenu  dans  plusieurs  communications  inté- 
ressantes. A  ces  notions  sont  rattachées  immédiatement  celles 
d'arrangement,  de  permutation,  de  subslitulion,  de  groupe,  j 
compris,  pour  ce  qui  concerne  les  substitutions,  celles  de  transi- 
tivité,  de  similitude,  d'isomorphisme,  et  la  dénionstralion,  repro- 
duite d'après  un  Mémoire  de  l'auteur  ('),  de  l'existence  d'un 
sous-groupe  d'ordre  /?^  pour  un  groupe  dont  l'ordre  n,  décomposé 
en  facteurs  premiers,  est  égal  à  p'^q^r^ .  .  . . 

L'auteur  traite  ensuite  de  la  «  genèse  combinatoire  du  concept 
de  valeur  »,  des  fractions,  des  nombres  rationnels  positifs  et 
négatifs,  des  opérations  rationnelles,  des  fonctions  entières 
et  des  fonctions  rationnelles,  des  déterminants  et  de  leur 
application  à  la  résolution  des  équations  du  premier  degré  et  à 
l'étude  des  fonctions  linéaires,  de  la  formule  de  ïaylor  pour  le 
développement  des  poljnomes. 

C'est  arrivé  là  qu'il  introduit  les  nombres  irrationnels,  la  notion 
délimite,  les  propositions  élémentaires  sur  les  séries  et  les  frac- 
lions  continues,  la  série  exponentielle  et  la  série  logarithmique, 
puis  la  nolion  de  continuité  pour  les  fonctions  à  une  ou  |)lusieurs 
variables.  Les  (Chapitres  suivants  constituent  une  théorie  déve- 
loppée des  équations  entières  à  coeflicients  réels,  et  de  la 
recherche  des  racines  réelles.  C'est  ici  que  vont  s'introduire  les 
nombres  imaginaires,  la   (It'linition  de   la  fonclion   exponentielle 


(  '  )    Sopra    Visomorfisino   dei  gruppi   cii  sostiluzioni.   {Journal   de  Balta- 
glini,  t.    \VI,    1S7R). 
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pour   une   variable    imaginaire,   et  même  celle  des    fonctions  S 
sn,  en,  dn  de  Jacobi . 

Nous  revenons  maintenant  à  l'Algèbre,  y  la  démonstration  de 
l'existence  des  racines  et  aux  conséquences  immédiates  qu'on  en 
tire,  notamment  à  la  formation,  au  moyen  des  coefficients  de 
l'équation,  des  fonctions  symétriques  des  racines  ;  M.  Capelii  traite 
ensuite  delà  divisibilité,  de  l'élimination,  de  la  transformation  des 
équations,  de  la  résolution  générale  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré  ;  il  introduit  ensuite  la  notion  de  réduc- 
tibilité  et  d'irréductibilité  dans  un  domaine  donné,  traite  de  la 
forme  réduite  d'une  expression  formée  avec  des  radicaux,  de 
manière  à  pouvoir  établir  rigoureusement  l'impossibilité  de 
résoudre  par  radicaux  léquation  générale  de  degré  7z>>/i.  Le 
dernier  Chapitre,  enfin,  est  consacré  aux  éléments  de  la  théorie 
des  transformations  linéaires,  à  la  formation  des  invariants  et  des 
co  va  riants. 

Ce  résumé,  si  sec  qu'il  soit,  a  pu  laisser  au  lecteur  l'impression 
d'un  plan  méthodique  et  d'un  enseignement  élevé.  L'exposition 
reste  toujours  claire  et  intéressante.  Ajoutons  encore  que  l'auteur 
a  introduit  très  fréquemment  des  «  Notes  et  Exercices  »  qui  ne 
constituent  pas  le  moindre  attrait  de  son  livre.  Ces  notes  sont 
tantôt  historiques,  tantôt  théoriques;  dans  ce  dernier  cas,  elles 
suffisent  le  plus  souvent  au  lecteur  studieux  pour  reconstruire 
des  théories  qui  n'ont  pu,  malgré  leur  importance,  être  dévelop- 
pées dans  le  texte;  quant  aux  exercices  proprement  dits,  plu- 
sieurs d'entre  eux  sont  fort  intéressants,  et  il  est  inutile  d'insister 
ici  sur  l'utilité  pratique  qu'ils  peuvent  présenter. 


IIeroms  Alexandrini  Oper\  qu.e  supersunt  OMNI  a  (Vol.  III).  —  Hérons 
von  Alexandria  Vermessungslehre  und  Dioptra,  griechisch  und  deulsch 
von  Hennann  Schône.  In-iG,  xxii-3()6  pages.  Leipzig,  Teiiliner,  1903. 

Ce  Volume  renferme,  en  dehors  du  Traité  Sur  la  dioptra  déjà 
connu,  un  Ouvrage  jusqu'à  présent  inédit  de  Héron  d'Alexandrie, 
les  Métriques,  retrouvé  en   1896,  dans  un  manuscrit  de  la  Biblio- 
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ihèqiie  du  Vieux-Sérail  de  Consliinliiiople,  par  Y\.  Selione,  qui  a 
confié  à  son  fils  une  tâche  dont  celui-ci  a  su  s'acquitter  de  façon  à 
ne  pas  laisser  regretter  la  main  du  père. 

Cet  Ouvrage  est  composé  de  trois  Livres,  et,  depuis  plus  de 
deux  siècles,  il  n'v  avait  pas  eu  de  publication  plus  importante 
comme  document  pour  l'histoire  de  la  Mathématique  grecque. 

A  première  vue,  on  s'aperçoit  que  tout  ce  qui  avait  été  publié 
jusqu'à  présent  comme  Géométrie  sous  le  nom  de  Héron,  n'est 
qu'une  série  de  travaux  bvzanlins  lesquels  ne  peuvent  donner 
aucune  idée  de  l'œuvre  qu'ils  représentaient  à  nos  jeux.  L'authen- 
ticité s'affirme  cette  fois  d'elle-même,  et  il  esta  peine  besoin  de 
faire  appel  à  la  circonstance  qu'on  retrouve  textuellement,  à  sa 
place  naturelle,  le  fragment  sur  l'extraction  de  la  racine  carrée 
que  j'ai,  le  premier,  tiré,  en  1894  ('),  de  Pro/égomènes\nédils  à  la 
Syntaxe  de  Plolémée,  prolégomènes  écrits  vers  5oo  après  J.-C. 

Comme  forme,  à  cause  de  la  différence  du  sujet  avec  les  écrits 
conçus  sur  le  type  euclidien,  les  Métriques  sont  pour  nous  toute 
ime  révélation  d'une  face  inconnue  de  la  Géométrie  grecque. 
Et  cette  fois,  bien  mieux  que  par  les  Pneumatiques  ou  par  les 
Mécaniques,  on  peut  apprécier  Héron.  C'est  un  homme  qui  sait 
vraiment  composer  un  Livre. 

Et  le  Livre  qu'il  a  fait,  destiné  à  l'enseignement  de  la  Géomé- 
trie au  point  de  vue  du  calcul  (c'est-à-dire  en  excluant  les  pro- 
cédés de  mesure  sur  le  terrain),  est  un  livre  pour  les  maîtres. 
Démonstrations  claires,  quoique  succinctes;  l'auteur  insiste  sur 
la  méthode,  laisse  de  côté  l'intérêt  pratique. 

Les  problèmes  sont  énoncés  sur  des  données  numériques  qui 
ne  sont  jamais  rapportées  à  nue  unité  concrète.  I^a  démonstration 
est  faite  sur  les  lignes  de  la  figure,  et  a  simplemement  pour  objet 
de  montrer  comment  on  arrive  à  la  détermination  demandée; 
c'est  V  analyse  ;  le  calcul  n'est  effectué  que  dans  l'ordre  inverse, 
synthèse;  alors  il  est  présenté  comme  t\pe,  sans  démonstration; 
le  soin  de  vérifier  si  la  synthèse  est  bien  conforme  à  l'analyse  est 
laissé  au  lecteur.  Ce  n'est  pas  un  élève  qui  pourrait  se  débrouiller 
avec  un  Livre  écrit  de  cette  sorte;  les  Byzantins  lui  ont  naturelle- 
ment substitué  des  recueils  d'exercices  de  calculs  en  supprimant 

(')  liulletin  des  Sciences  malliëmatiques,  l.  XVI II. 
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toutes  les  analyses;  on  n'a  plus  alors  que  des  livres  d'élèves,  pour 
des  enfants  ou  de  simples  praticiens. 

Voici  le  sommaire  succinct  des  Métriques  : 

Livre  I  [sut-faces).  —  Inlroduction.  —  1.  Rectangle.  —  2.  Triangle 
rectangle.  —  3.  Triangle  isoscèle.  —  4.  Reconnaître  dans  un  triangle  dont 
on  connaît  les  trois  côtés,  si  un  angle  est  aigu,  droit  ou  obtus.  — 
S.  Calcul  de  la  hauteur  dans  un  triangle  acutangle.  —  6.  Dans  un  triangle 
obtusangle.  —  7-8.  Méthode  générale  (c'est  la  formule 


S  =  //>  {p  —  a)[p  —  b}  (p  —  c), 

que  Héron  ne  revendique  nullement  comme  lui  appartenant).  —  9.  Calcul  de 
l'aire  quand  la  hauteur  est  irrationelle.  —  10.  Trapèze  ayant  un  côté  per- 
pendiculaire aux  bases.  —  11.  Trapèze  isoscèle.  —  12.  Trapèze  acu- 
tangle. —  13.  Trapèze  obtusangle.  —  li-Ij.  Quadrilatère  (appelé 
trapèze)  avec  un  angle  droit.  —  1.^.  Le  même  avec  un  angle  rentrant.  — 
17-2o.  Polygones  réguliers  de  3,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12  côtés.  — 
26.  Cercle  et  couronnes  circulaires.  —  27-31).  Segments  de  cercle 
(Héron  y  présente  une  certaine  formule  comme  de  lui).  —  34.  Ellipse.  — 
3o.  Parabole.  —  30.  Surface  du  cylindre.  —  37.  Du  cône.  —  38.  De  la 
sphère.  —  39.  Du  segment  de  sphère. 

LivRK  II  (volumes).  —  Introduction.  Principes  généraux.  Corps  droits. 

—  1.  Cône. —  2.  Cylindre  oblique.  —  3.  Prisme  oblique  à  base  hexago- 
nale, appelé  parallélépipède .  —  4.  Prisme  (demi-parallélépipède). 
S.  Pyramide.  —  6.  Tronc  de  pyramide.  —  7.  Tronc  de  pyramide  ti'iangu- 
laire  oblique.  —  8.  Solide  ayant  deux  bases  rectangulaires  parallèles  mais 
dissemblables  (  mériterait  d'étreintroduit  dans  l'enseignement  élémentaire). 
9-10.  Tronc  de  cône.  —  11.  Sphère.  —  12.  Segment  de  sphère.  — 
13.  Spire  (tore).  —  14.  Tronc  de  cylindre.  —  15-19.  Polyèdres  régu- 
liers. —  20.  Indication,  pour  les  corps  irréguliers,  du  procédé  de  jauge 
d'Archimède  (mesure  du  volume  d'eau  déplacé). 

Livre  III  (division  des  surfaces).  —  Introduction.  —  I.  Partager  dans 
un  rapport  donné  un  triangle  par  une  droite  issue  d'un  sommet.  —  2.  Par 
une  droite  parallèle  à  la  base.  —  3.  Par  une  droite  issue  d'un  point  donné 
sur  un  côté.  —  4.  Inscrire  à  l'intérieur  d'un  triangle  donné  un  autre 
triangle  d'aire  donnée,  en  sorte  que  les  trois  autre<  triangles  |jartie!s  soient 
équivalents  entre  eux.  — 5.  FJiviser  un  trapèze  dans  un  rapport  donné 
pai"  une  droite  issue  du  point  de  concours  de  deux  côtés.  —  <>.  Par  une 
droite  issue  d'un  point  donné  sur  une  base.  —  7.  Par  une  parallèle  aux 
bases.  —  8.  Par  une  droite  issue  d'un  point  donné  sur  un  côté.  — 9.  Par- 
tage d'un  cercle  dans  un  rapport  donné  par  une  circonférence  concentrique. 

—  10.  Partager,  dans  un  rapport  donné,  un  triangle  par  une  droite  passant 
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par  un  point  donné  sur  le  prolongement  de  la  base.  —  li-12.  Un  quadrila- 
tère par  une  droite  issue  d'un  point  donné  sur  un  côté.  —  13.  En  dehors 
d'un  côté.  —  iÂ-lb.  Cas  d'un  polygone  quelconque.  —  16.  Par  un  point 
donné,  mener  une  droite  interceptant,  sur  den\  parallèles  à  partir  de 
points  donnés,  deux  segments  dont  la  somme  soit  donnée.  —  17.  Parta- 
ger par  un  plan  la  surface  de  la  sphère  dans  un  rapport  donné.  — 
18,  INIener  une  droite  retranchant  le  tiers  d'un  cercle.  —  19.  Trouver 
un  point  tel  qu'en  le  joignant  aux  sommets  d'un  triangle,  celui-ci  se 
trouve  partagé  en  trois  triangles  équivalents.  — 20.  Partager  une  pyramide 
dans  un  rapport  donné  par  un  plan  parallèle  à  la  base  (procédé  remar- 
quable pour  l'approximation  de  la  racine  cubique).  —  21.  Même  problème 
pour  un  cône.  —  22.  Pour  un  tronc  de  cône.  —  23.  Pour  une  sphère. 

On  voit  que  ce  cadre,  sur  c[iielques  points,  dépasse  l'enseigne- 
ment élémentaire;  certains  des  problèmes  de  ce  Livre  pourraient 
au  contraire  être  systématiquement  repris  de  nos  jours,  au  moins 
comme  exercices. 

Héron  attribue  à  Dionvsodore  le  théorème  donnant  la  mesure 
du  tore.  D'autre  part,  il  cile  des  écrits  d'Arcliimède  que  nous 
n'avons  plus. 

1°  Dans  un  écrit  sur  les  pliiithides  et  les  cylindres,  Archimède 
aurait  donné  pour  le  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  à  son 
diamètre  des  limites  plus  étroites  que  celles  qui  sont  célèbres 
sous  son  nom.  Les  déuominateurs  des  rapports  donnés  ayant  cinq 
ligures,  l'approximation  devait  atteindre  au  moins  la  quatrième 
décimale;  malheureusement  les  nombres  donnés, 

197888  211875 

()7. 3)1  67441 

sont  inexacts.  Il  faudrait,  avec  les  mêmes  dénominateurs, 

iq5  88>.  21 1872 

— >  TT  >  —  • 

62  301  67441 

2"  Dans  un  Ouvrage  appelé  VEphodihon ,  Archimède  démon- 
trait la  quadrature  de  la  |)arabole  (le  i^ivre  (|ui  nous  reste  sur  cet 
objet  faisait-il  donc  partie  de  cet  h'p/iodikon/)  mais  aussi  la  cuba- 
turc  de  l'onglet  retranclu;  d'un  cviindre  droit  par  un  plan  oblique 
coupant  la  base  suivant  un  diainèlie.  D'où,  dans  le  même  Livre, 
la  jolie  ])roposition  : 

SI  dans  un  cube  on  nirnc  deux  cylindres  ctyant  pour  bases 
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les  cercles  inscrits  dans  deux  faces  contiguës  du  cube,  le  volume 
commun  aux  deux  cylindres  sera  les  deux  tiers  du  cube. 

3°  La  Mesure  du  cercle  devait  être  plus  étendue  que  nous  ne 
la  possédons  et  contenir  un  théorème  spécial  sur  la  mesure  du 
secteur  de  cercle. 

Héron  a  un  talent  incontestable  pour  la  démonstration,  et  on 
lui  doit,  à  cet  égard,  certains  abrégés  qui  auraient  mérité  de  deve- 
nir classiques,  mais  que  Pappus  a  écartés  comme  incorrects.  C'est 
ainsi  que  Héron  ne  se  fait  aucun  scrupule  de  parler  du  carré  de 
Faire  d  un  triangle,  etc. 

La  seule  faute  qu'on  puisse  sérieusement  lui  reprocher,  c'est 
de  considérer  les  problènies  de  divisions  de  surfaces  un  peu  com- 
pliqués (HI,  io-i4)  comme  impossibles  à  résoudre  en  nombres, 
mais  susceptibles  de  solutions  géométriques.  En  fait  il  les  ramène 
aux  problèmes  traités  dans  le  Traité  d'Apollonius  (perdu)  sur  la 
Section  d'aire.  Or  ce  sont  là  des  problèmes  plans,  c'est-à-dire 
numériquement  du  second  degré.  Le  langage  de  Héron  n'est  donc 
guère  à  l'honneur  ni  de  son  propre  génie,  ni  de  l'enseignement 
mathématique  de  son  temps  (vers  100  après  J.-C).  Evidemment 
dès  lors  la  grande  tradition  est  [)erdue,  et  jusqu  à  A  iete  on 
en  restera  là. 

Je  m'arrêterai  encore  sur  la  formule  d'approximation  pour  le 
calcul  du  segment  de  cercle  plus  petit  que  la  demi-circonférence,  la 
seule  que  Héron  paraisse  revendiquer.  Soit  c  la  corde,  f  la  flèche  ; 
il  indique  que  1  aire  S  était  autrefois  calculée  grossièrement  par 

la  formule  S  = f.  Il  remarque  qu'alors  on  devait  admettre  3 

pour  le  rapport    de    la   circonférence    au   diamètre,    (pi'en   raison 

de  l'adoption  du  rapport  ^1  on  a,  depuis,  ajouté  un  terme  complé- 

mentaire -^  (  -  I    -Mais   il  trouve    que    si   c ';>  3 /.   il   vaut   mieux 

employer  la  formule  S  =  ^  cf,  ce  qui  revient,  comme  il  l'explique, 

à  substituer  au  segment  de  cercle  un  segment  de  parabole  qui 
sera  d'ailleurs  toujours  plus  petit.  Sa  critique  de  la  formule 
précédemment  courante  est  juste,  puisque  si,  en  valeur  absolue. 

Terreur  y  c;t  bien  nulle   (en  supposant  -=^j  pour  y*  =0,  et 
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pour  /=  ->  c'est-à-dire  pour  les  limites  entre  lesquelles/  peut 

varier,  le  terme  complémentaire  n'en  dépasse  pas  moins  de  beau- 
coup l'aire  même  du  segment  pour  les  valeurs  très  petites  de  /. 
Seulement  Héron  s'est  trompé  quant  au  point  à  partir  duquel  sa 
formule  devient  préférable;  il  aurait  dû  indiquer  la  condition 
c  >■  5 /",  (le  coefficient  5  est  même  en  réalité  un  peu  faible). 

Il  est  à  remarquer  que  dans  les  écrits  pseudo-liéroniens  la  formule 
authentique  de  Héron  ne  se  retrouve  point;  on  n'y  rencontre  que 
les  deux  précédentes. 

Je  m'arrête  ici,  ayant  seulement  voulu  signaler  une  importante 
publication  sur  laquelle  il  y  aura  lieu  de  revenir.  Je  dirai  seulement, 
comme  impression  générale,  que  Héron  y  paraît,  comme  géomètre, 
supérieur  à  ce  que  pouvaient  le  faire  supposer  son  Commentaire 
sur  Eaclide  et  ses  Mécaniques ,  récemment  tirés  de  l'arabe.  Mais 
d'autre  part  on  est  décidément  obh'gé  de  reconnaître  aux  Byzan- 
tins une  activité  mathématique  tout  à  fait  comparable  à  celle  de 
l'Occident  latin  au  mojen  âge;  il  importe  donc  de  ne  plus  les 
négliger  à  peu  près  complètement,  comme  on  le  fait  d'ordinaire 

dans  l'histoire  des  Mathématiques. 

Paul  Tanneuy. 


GINO  LORIA. — Speziellealgebraische  und  transcendente  ebene  Kurven. 
Théorie  und  Gesciiiciite.  Aiilorisierte,  nach  dem  ilalienischen  Manuscript 
bcnrbeilc  deulsche  Ausgabe  voa  F.  Schutze.  i  vol.  in-S",  xxi-744  pages, 
avec  17  planches. 

Res  ardua,  vetustis  novilalcm  darc,  novis  autorilatcm,  obso- 
letis  nilorem,  obscuris  lucem,  faslidiis  gratiam,  dubiis  fidem, 
omnibus  vero  nalurani  et  naturœ  suœ  omnia. 

Ces  [)ar()les  de  IMine  le  naturaliste,  que  rappelle  M.  Gino  Loria 
dans  sa  préface,  s'appliquent  admirablement  à  son  œuvre;  j'imagine 
que  chacune  des  ingénieuses  antithèses  de  l'écrivain  Jatin  a  dû 
plus  d'une  fois,  pendant  son  travail,  passer  devant  son  esprit. 
Aussi  bien,  c'est  un»;  histoire  naliirell(>  (jii'il  a  conqiosée  avec  tous 
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ces  êtres  qui  vivent  et  se  multiplient  dans  la  jungle  des  cerveaux 
mathématiques;  et,  comme  un  vrai  naturaliste,  c'est  aux  indii-iclus 
qu'il  s'est  vraiment  intéressé,  c'est  leurs  caractères,  leurs  propriétés 
essentielles  qu'il  nous  décrit. 

Et  quel  travail!  II  fallait  être  géomètre  et  historien  comme  lui 
pour  oser  l'entreprendre,  et  être  doué,  pour  le  mener  à  bonne 
fin,  d'une  admirable  persévérance.  Que  de  recherches  et  de 
lectures  elle  a  exigées!  On  serait  bien  ingrat  envers  ^I.  Gino 
Loria,  si  on  ne  lui  était  pas  reconnaissant  de  son  œuvre.  Quel  est 
le  mathématicien  qui  ne  sest  pas  demandé  où  il  pourrait  trouver 
une  de  ces  propriétés  particulières  qu'il  a  oubliées,  un  renseigne- 
ment historique  sur  une  de  ces  courbes  qui  lui  sert  d'exemple, 
peut-être  un  nom,  et  n'a  pas  reculé  devant  le  nombre  de  livres  ou 
de  journaux  qu'il  lui  faudrait  feuilleter  pour  chercher,  peut-être 
en  vain,  ce  qu'il  désire?  Pour  les  professeurs,  en  particulier,  ce 
livre  est  une  vraie  bénédiction  ;  quels  trésors  d'érudition,  de  détails 
toujours  instructifs,  souvent  amusants!  Et  quelle  mine  d'exer- 
cices! De  ces  exercices  que  l'on  peut  mener  jusqu'au  bout,  et  dont 
les  résultats,  par  la  simplicité  et  l'élégance,  feront  hi  joie  de  ceux 
qui  les  donnent  et  de  ceux  qui  les  traitent.  Ceux  qui  aiment  à  mettre 
des  noms  sur  les  choses  seront  servis  à  souhait  ;  ils  pourront  même 
choisir,  par  exemple,  entre  kukumaeide,  logocyclique  et  stro- 
phoïde,  pour  ne  citer  que  trois  des  noms  donnés  à  une  même 
courbe.  Je  leur  recommande  en  particulier  les  quarante-deux 
noms  de  fleurs,  d'ornements  architecturaux  ou  d'ustensiles 
vulgaires  donnés  par  F.-\V.  Newmann  à  autant  de  courbes  du 
troisième  degré.  Cette  nomenclature  m'a  fait  regretter  qu'un 
illustre  géomètre  n'ait  pas  envoyé  à  l'auteur,  qui  sans  doute  l'au- 
rait accueillie  avec  joie,  la  collection  de  vingt-quatre  équations 
qu'il  avait,  dit-on,  formées  jadis  à  l'usage  de  ses  jeunes  élèves, 
pour  re|)résenter  les  lettres  de  ral()habet.  Il  disait  que  la  lettre  O 
ne  lui  avait  donné  aucune  peine. 

Naturellement.  M.  Gino  Loria  n'a  guère  parlé  de  ces  coniques 
qui,  à  elles  seules,  rempliraient  de  leurs  propriétés  un  volume 
encore  plus  gros  que  celui  qu'il  nous  donne.  Il  s'est  contenté  de 
quelques  mots  sur  leur  histoire  ancienne.  Il  a  été,  en  outre,  très 
sobre  de  généralités.  Je  l'ai  déjà  dit,  c'est  surtout  les  indiiidus 
qu'il  avait  en   vue   et  il   a   laissé  de  côté   ces   courbes  qui,   bien 
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quelles  portent  un  nom  propre,  comme  la  hessienne,  la  sleiné- 
rienne  ou  la  ca^levenne,  regardent  les  théories  générales  des 
courbes  (ou  des  formes)  algébriques.  Il  ne  pouvait  pas  ne  pas 
réunir  quelques  propositions  fondamentales  qui  s'appliquent  à 
tous  les  individus  d'une  même  espèce;  mais,  dans  cet  ordre  ' 
d'idées,  il  s'est  restreint  autant  qu'il  a  pu.  C'est,  le  plus  souvent, 
la  méthode  analytique  qu'il  suit;  non  pas  qu'il  s'interdise,  ici  ou 
là,  quelque  démonstration  géométrique  qui  mérite  d'être  conservée 
pour  sa  brièveté  et  son  élégance,  mais  il  a  évidemment  voulu  que 
l'étude  de  son  livre  coûtât  le  moins  d'effort  possible  au  lecteur, 
qui  se  figurerait  volontiers,  tant  cette  étude  est  facile,  tant  les 
démonstrations  sont  simples  et  naturelles,  que  toutes  ces  propriétés 
étaient  aisées  à  découvrir. 

Chaque  courbe  est  étudiée  à  fond  :  ses  propriétés,  qu'elles 
soient  de  nature  élémentaire  ou  qu'elles  regardent  la  géométrie 
infinitésimale,  sont  rappelées,  et,  le  plus  souvent,  démontrées  avec 
des  détails  très  suffisants.  L'histoire  de  la  courbe  est  racontée  et 
l'auteur  donne  les  références  bibliographiques  relatives  à  chacune 
des  propriétés.  Aucune  particularité  intéressante  n'est  omise. 
A  côté  de  chaque  courbe  principale  on  trouve  celles  auxquelles 
elle  a,  en  quelque  sorte,  donné  naissance,  les  généralisations  dont 
elle  a  été  l'objet.  Toutes  ces  courbes  se  trouvent  ainsi  groupées 
d'une  façon  aussi  naturelle  que  possible,  malgré  ce  qu'il  y  a  de 
nécessairement  arbitraire  dans  une  classification  de  cette   sorte. 

Naturellement,  la  grande  division  en  courbes  algébriques  et 
courbes  transcendantes  domine  tout  l'ouvrage.  Pour  les  subdivi- 
sions, l'auteur  va  d'ordinaire  du  simple  au  complexe.  Ainsi  les 
Sections  I,  II,  III,  IV  sont  consacrées  aux  courbes  algébriques 
d'ordre  déterminé,  la  Section  V  à  des  courbes  d'ordre  quel- 
conque, la  Section  VI  aux  coui'bes  transcendantes,  et  la  dernière 
Section  à  des  procédés  généraux  qui  permettent  de  déduire  une 
courbe  d'autres  courbes.  Pour  les  différents  Chapitres  d'une 
même  Section,  M.  Gino  Loria  suit,  en  gros,  Tordre  historique, 
mais  sans  se  laisser  enchaîner  par  cet  ordre,  aucpiel  il  n'a  pas 
voulu  sacrifier  l'ordre  des  idées,  ni  les  ra|)|)rc)chemcnts  qui  tiennent 
à  la  nature  des  choses,  et  forcent  de  mettre  l'une  à  côté  de  l'autre 
des  propriétés  dont  les  découvertes  ont  été  séparées  par  des  inter- 
valles de    temps  considérables.   ICniorc    une  lois,  c'est   Vhistoiic 
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naturelle  des  courbes,  plus  que  Thisloire  proprement  dite,  qu'il 
a  voulu  écrire. 

Je  me  bornerai  à  reproduire  les  titres  des  différents  Chapitres. 
Cette  nomenclature,  si  sèche  qu'elle  soit,  donnera  au  lecteur 
quelque  idée  de  la  richesse  des  renseignements  qu'il  trouvera 
dans  le  livre  de  M.  Gino  Loria.  Quant  aux  belles  propriétés  qu'il 
énumère,  il  v  en  a  tant  qu'il  est  vraiment  difficile  de  choisir.  Sans 
doute,  beaucoup  de  ces  propriétés  sont  connues  du  lecteur 
mathématicien,  mais,  quel  qu'il  soit,  je  serais  bien  étonné  s  il 
n'en  rencontrait  pas  un  bon  nombre  dont  il  ne  se  doutait  pas, 
et  qui  lui  plairont. 

I.  Lieux  plans  et  solides  (i-i3).  —  1.  La  droite.  —  2.  Le  cercle.  — 
3.  Les  coniques. 

II.  Courbes  du  troisième  ordre  (^i4-9^J-  —  1-  Généralité*.  Classification. 
— •  2.  Courbes  rationnelles  du  troisième  ordre.  —  3.  Courbes  circulaires  du 
troisième  ordre.  —  -4  La  cissoïde  de  Dioclès.  —  o.  Généralisations  de  la 
cissoïde.  —  6.  La  parabole  de  Descartes.  —  7.  Le  folium  de  Descartes.  — 
8.  La  focale  de  Quételet,  la  logocyclique  de  Bootli  ou  slrophoïde  droite. 
—  9.  Généralisations  de  la  slrophoïde.  —  10.  La  conchoïde  de  Pluse.  — 
11.  Courbes  rationnelles  du  troisième  ordre,  qui  touchent  la  droite  de 
l'infini.  Courbe  de  Rolle.  —  12.  Vcrsiére,  visière  et  pseudo-versière.  — 
13.  Les  Irisectrices  de  Maclaurin,  de  Catalan  et  de  Longchamps.  —  14.  La 
duplicatrice  cubique  et  la  feuille  parabolique. 

HI.  Courbes  du  quatriè.me  ordre  (94-218).  —  1.  Généralités.  Classifi- 
cation.  —  2.    Courbes    rationnelles    du  quatrième   ordre,   en  général.    — 

3.  Courbes  elliptiques  et  bicirculaires  du   quatrième  ordre  en  général.   — 

4.  Les  lignes   spiriques   de  Perseus.  —  o.  La  conchoïde  de  Nikomède.  — 

6.  Généralisation    de  la  conchoïde  de  Nikomède;  conchoïde  de  cercle.  — 

7.  Les  courbes  du  quatrième  ordre  avec  trois  points  de  rebroussement.  — 

8.  Quelques  podaires  du  quatrième  ordre  de  l'hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
seinents.  —  9.  Les  ovales  de  Descartes.  —  10.  Quelques  courbes  polyzo- 
males  symétriques  du  quatrième  ordre.  —  11.  Courbes  rationnelles  du 
quatrième  ordre  avec  nœud  de  contact.  —  12.  Les  conchalcs.  —  13.  La 
courbe  de  Cassini.  —  14.  Courbes  du  quatrième  ordre  avec  trois  points 
doubles  inflexionels.  —  lo.  La  muschellinie  et  la  trisécante.  —  16.  De 
quelques  courbes  du  quatrième  ordre  déduites  d'une  conique. 

IV.  Courbes  .\lgébriques  p.\rticulières  d'ordre  supérieur  .\u  QU.\TRiÈ.ME 
(219-250  ).  —  1.  Courbes  déduites  d'une  conique.  —  2.  Aslroïdes  et  scara- 
bées (courbes  étoilées  et  courbes  du  cafard).  — 3.  la  courbe  de  Watt.  — 
4.  Lanéphroïde  et  latriphtaloïde;  autres  courbes  du  sixième  et  du  huitième 
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ordres.  —  o.  Le  trifolium pratense  el  la  coinoïde.  —  6.  Une  courbe  du 
neuvième  ordre  et  une  courbe  du  vingt-cinquième  ordre. 

V.  CoL'RBLS    ALGÉBRIQUES    SPÉCIALES    d'oRDRE    QUELCONQUE    (25o-4o5)      — 

1.  Introduction.  —  2.  Les  paraboles  d'ordre  quelconque.  —  3.  Les  hyper- 
boles d'ordre  quelconque.  —  4.  Les  courbes  perlées.  —  o.  Les  courbes  de 
Lamé  et  les  cburbes  triangulaires  symétriques.  —  G.  Les  courbes  poljzo- 
males.  —  7.  Les  courbes  de  Darboux  et  les  courbes  équilatères  de  P.  Ser- 
ret.  —  8.  Les  rhodonées  (courbes  en  roses)  de  G.  Grande.  —  9.  Les  feuilles 
géométriques.  —  10.  Les  ovales;  les  courbes  triangulaires  et  les  courbes 
orbiformes.  —  11.  Les  multiplicatrices  elles  médiatrices.  —  12.  Les  sectrices. 

—  13.  Les  courbes  à  centre  ou  à  a\es  de  symétrie.  —  1-4.  Courbes  auto- 
polaires, courbes  anallagmatiques,  courbes  de  direction.  —  15.  Géométrie 
du  polynôme.  —  16.  Généralités  sur  la  recherche  des  courbes  algébriques 
dont    la    rectification    dépend    d'une    fonction    prescrite    à    l'avance.    — 

17.  Courbes  algébriques  rectifiables  au  moyen  d'arcs  d'ellipse.  Courbes  de 
Serret.  —  18.  Courbes  algébriques  rectifiables  au  moyen  d'arcs  de  lem- 
niscate.  Les  sinus-spirales.  —  19.  Les  courbes  de  Lissajous. 

VI.  Courbes  transcendantes  ( 406-591  ).  —  1.  Introduction.  —  2.  Quadra- 
trices.  —  3.  Spirale  d'Archimède.  —  -i.  Spirales  de  degré  supérieur.  — 
5.  Autres  spirales  algébriques.  —  6.  Spirale  logarithmique  et  courbes  qui 
en  dérivent.  —  7.  Klothoïde.  —  8.  Cycloïde*.  —  9.  Epicycloïdes,  hypocy- 
cloïdes,  développantes  de  cercle.  - —  10.  Pscudo-cycloïdes.  —  H.  Courbes 
de  Delaunay  et  de  C.  Sturm  (roulettes  de  l'ellipse).  —  12.  Courbes  syn- 
trépentes  et  isotrépenles.  —  13.  Courbes  de  Debeaune.  —  14.  Courbes  de 
Ribaucour.  —  13.  Spirales  de  Norwich  ou  de  Sturm  et  courbes  d'Euler.  — 
16.  Courbes  trigonométriques  et  hypertrigonométriques.  — 17.  La  courbe 
logarithmique,  la   courbe  hypergéométrique  et    la   courbe  de    Wallis.  — 

18.  Les  courbes  extraordinaires.  —  19.  La  courlie  W  de  Klein  et  de 
Lie.  —  20.  Les  lignes  de  Mercator  et  de  Sumner.  —  21.  Les  tractrices.  — 
22.  Les  chaînettes.  — 23.  L'élastique  plane  (IMuldenkurvc  ),  la  courbe  para- 
centrique  isochrone  et  la  courbe  méridienne  du  corps  de  moindre  résistance. 

—  24.  L'herpolodie,  en  particulier  la  spirale  de  Poinsot.  —  2.").  Autres 
courbes  physico-mathématiques. 

VIL  Courbes  nÉDUurES  (Sg-i-jiS).  —  1.  La  méthode  du  changement  des 
coordonnées.  —  2.  Les  courbes  de  poursuite.  —  3.  Développées  el  déve- 
loppantes. —  A.  Généralisation  des  développées  et  des  développantes.  — 
S.  Les  courbes  parallèles.  —  6.  Les  radiales.  —  7.  Les  focales.  —  8.  Les 
podaires,  anli-podaires,  les  podoïdes.  —  9.  Les  courbes  isoptiques  et 
orthoptiques.  —  10.  Les  courbes  diiïéienliellcs  et  intégrales;  modes  ana- 
logues de  dérivation.  —  11.  Les  contre-cuurbcs.  —  12.  Les  courbes  déduites 
d'un  système  de  courbes. 

L'Ouvrage  de  M.  Ginu  Lona  se  leriniiie  |)ar  deux  Noies  el  un 
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résumé  historique  très  substantiel  de  l'histoire  des  coui^bes,  au 
point  de  vue  chronologique,  point  de  vue  que  l'auteur,  ainsi 
([u'on  l'a  dit  plus  haut^  avait  été  quelquefois  obligé  de  sacrifier 
dans  le  courant  de  son  livre.  D'ailleurs  les  renseignements  de 
cette  nature  étaient  forcément  dispersés  dans  les  divers  Chapitres, 
et  une  vue  d'ensemble  était  indispensable.  A  la  suite  de  ce  résumé, 
l'auteur  indique  une  suite  de  propriétés  des  courbes  qu'il  appelle 
panalgébriques,  c'est-à-dire  des  courbes  qui  sont  définies  par  une 
équation  différentielle  de  la  forme  F  (x,y,  y')  =  o,  où  F  est  un 
polynôme  en  x,y,y' . 

C'est  pour  un  livre  tel  que  celui  de  ]M.  Gino  Loria  que  de 
bonnes  Tables  sont  le  plus  nécessaires.  Quand  on  l'a  lu,  on  veut 
pouvoir  le  consulter.  Outre  la  Table  ordinaire,  par  Chapitres  et 
Paragraphes,  qui  est  fort  détaillée  et  qui  remplit  une  douzaine  de 
pages,  l'auteur  a  dressé  un  Natnen-Register  et  un  Sach- 
Register,  enfin  une  Table  de  concordance  entre  les  figures  des 
planches  et  les  pages,  qui  rendent  les  recherches  extrêmement 
faciles. 

Il  convient,  en  terminant,  de  signaler  les  remercîments  très 
chaleureux  qu'adresse  M.  Gino  Loria  à  notre  collaborateur, 
M.  Brocard,  pour  les  nombreux  renseignements  que  celui-ci  lui  a 
fait  parvenir.  J.  T. 


MULLER  (H.)  et  HUl'E  (A.).  —  Die  Mathematik  auf  den  Gymnasien  und 
Realschulen.  Aiisgabc  B  :  fïir  reale  Anstalten  und  Reformschuleii.  Zweiter 
Theil  :  die  Oberslufe.  [Lehrauf^abe  der  Classai  Ober-secunda  und  Prima). 
Abteilung  II  :  Synthelisclie  und  analytische  Gconielrie  der  Kcgelsclinitle. 
Darstellende  Géométrie.  Zweite  Auflage.  i  vol.  in-8,  vni-178  pages. 
Leipzig,  Teubner,  1903. 

La  lecture  des  livres  d'enseignement  en  usage  dans  les  écoles 
des  pays  étrangers  est  chose  instructive  et  intéressante  :  c'est  un 
petit  voyage  dans  ces  pays,  une  visite  dans  leurs  établissements 
d'instruction,  qui,  sans  doute,  est  très  incomplète,  mais  qui  est 
économique  et  dérange  peu.  Si  le  lecteur  a  quelque  imagination, 
il  peut,  quitte  à  se  tromper  quelquefois,  se  figurer  les  maîtres  et 
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les  élèves  d'après  ces  livres  ;  au  reste,  il  ne  se  trompera  sans  doute 
pas  plus  que  ces  voyageurs  qui,  pour  avoir  passé  quelques  mois 
dans  un  pays,  se  croient  capables  de  pénétrer  l'âme  d'un  peuple 
et  d'en  faire  la  psychologie. 

Quoi  qu'il  en  soit,  puisque  «  la  meilleure  formation  des  pro- 
fesseurs de  l'enseignement  secondaire  »  est  à  l'ordre  du  jour  et 
qu'il  convient  de  montrer  qu'on  se  préoccupe  de  cette  question, 
je  me  permets,  après  bien  d'autres,  de  signaler  l'utilité,  pour  ces 
professeurs  et  ceux  qui  veulent  le  devenir,  de  lire  les  livres 
classiques  publiés  à  l'étranger  et  de  réfléchir  sur  les  diflérences 
qu'ils  présentent  avec  les  nôtres,  soit  dans  la  façon  de  présenter 
les  choses,  soit  dans  le  choix  même  des  sujets  qu'on  y  développe 
ou  qu'on  y  sacrifie.  Il  est  bon  de  choquer  de  temps  en  temps  les 
habitudes  qu'on  a,  et  de  se  rendre  compte  des  raisons  mêmes 
qu'on  a  de  garder  quelques-unes  de  ces  habitudes.  Il  serait  donc 
souhaitable  de  voir  se  constituer  dans  les  Bibliothèques  de  nos 
Lycées  et  des  établissements  où  se  préparent  les  futurs  professeurs 
une  Section  consacrée  aux  Livres  classicpies  étrangers.  Si  même 
ces  livres  étaient  maniés  par  quelques-uns  des  élèves,  il  n'y  aurait 
sans  doute  pas  d'inconvénient  à  ce  que  ceux-ci  se  familiarisassent 
avec  le  vocabulaire  scientifique  d'une  ou  de  plusieurs  langues 
étrangères,  dans  des  livres  où  la  connaissance  du  sujet  suffirait  très 
souvent  à  les  éclairer  sur  le  sens  des  mots. 

Dans  une  bibliothèque  de  cette  nature,  figurerait  certainement 
la  collection  publiée  par  M.  Heinrich  Muller  pour  l'enseignement 
des  Mathématiques  dans  les  gymnases  et  les  écoles  réelles.  Le 
Volume  que  j'ai  sous  les  yeux  est  destiné  aux  élèves  des  hautes 
classes  de  ces  établissements  et  contient  une  exposition  des  |)rin- 
cipales  |)roj)riétés  des  coniques,  des  éléments  de  Géométrie  ana- 
lytique et  de  la  Géométrie  descriptive.  Tout  cela  tient  en  i-5  pages. 
C'est  dire  que  l'auteur  a  du  se  borner  et  condenser  son  exposition, 
qui  m'a  toutefois  toujours  paru  très  claire  et  suffisante.  Dans  nos 
habitudes,  la  Géométrie  descriptive,  qui  ne  contient  guère  qu'une 
cinquantaine  de  pages,  [paraît  un  peu  sacrifiée.  Nos  candidats  au 
baccalauréat,  qui  n'ont  jamais  entendu  parler  de  Géométrie  analy- 
li(pic,  sont  censés  en  savoir  bien  davantage.  On  pourrait  d'ailleurs 
leur  souhaiter  de  ne  pas  ignorer  ce  qui  se  Irouvc  tlans  le  livre 
de  M.  Millier.   Les  soixante-dix  pages  consacrées  à  la  Géométrie 
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analytique  se  rapportent  à  la  ligne  droite,  au  cercle,  aux  propriétés 
des  coniques  étudiées  sur  leurs  équations  réduites,  à  la  discussion 
de  l'équation  générale  du  second  degré.  Elles  suffisent  à  donner 
aux  élèves  l'idée  des  méthodes  essentielles,  à  les  habituer  au 
maniement  d'un  instrument  très  commode  et  très  puissant,  à  leur 
fournir  d'excellents  exercices  de  calcul.  Pour  les  tangentes, 
l'auteur  se  passe  de  la  notion  de  dérivée;  cela,  sans  doute, 
est  très  facile,  mais  ne  me  paraît  pas  avantageux.  A  propos  de 
l'aire  de  l'hyperbole,  il  est  question  de  logarithmes  népériens, 
de  la  fonction  et  de  la  série  exponentielles.  A  des  élèves  qui  sont 
susceptibles  d'avoir  acquis  ces  notions,  il  ne  peut  être  difficile  de 
faire  comprendre  ce  que  c'est  qu'une  dérivée;  je  crois  même  que, 
au  lieu  de  leur  enseigner  des  procédés  particuliers  pour  trouver 
l'aire  de  l'hjqDerbole  et  de  la  parabole,  il  est  plus  court  de  leur 
expliquer  de  suite  la  méthode  générale,  résultant  de  la  recherche 
d'une  fonction  primitive.  J'observe,  en  passant,  que  si  l'on  avait 
le  courage  d'emplover  la  même  méthode  pour  les  volumes,  on 
pourrait  supprimer  de  l'enseignement  de  la  Géométrie  élémentaire 
une  dizaine  de  leçons  sur  la  mesure  du  prisme  oblique,  de  la 
pvramide,  de  la  sphère,  etc.,  et  les  remplacer  par  des  explications 
qui  demanderaient  bien  un  quart  d'heure.  Ce  n'est  pas  que  les 
méthodes  dites  élémentaires  ne  soient  fort  belles  et  fort  intéres- 
santes; mais  plus  nous  irons,  plus  la  nécessité  de  gagner  du  temps 
dans  l'enseignement  des  éléments,  de  faire  pénétrer  dans  cet 
enseignement  plus  d'idées  et  d'idées  plus  générales,  deviendra 
impérieuse.  On  peut  d'ailleurs  dire  à  ceux  qui  se  préoccupent 
beaucoup  du  point  de  vue  esthétique  que  la  généralité  et  la 
puissance  d'une  méthode  ne  sont  pas  pour  l'enlaidir.  Les  Grecs 
avaient,  pour  s'éclairer,  de  fort  belles  lampes,  que  l'on  admire 
dans  les  musées.  L'éclairage  électrique  n'en  est  pas  moins  avan- 
tageux. Ceci,  bien  entendu,  n'est  nullement  une  critique  à  l'adresse 
de  M.  H.  Millier;  dans  son  pays,  comme  ailleurs,  il  y  a  des  habi- 
tudes et  des  programmes  auxquels  il  faut  bien  se  plier. 

Pour  en  revenir  à  son  livre,  et  j^our  finir  par  le  commencement, 
je  dois  dire  quelques  mots  de  la  première  partie,  l'exposition  au 
point  de  vue  de  la  géométrie  synthétique  des  principales  propriétés 
des  coniques.  Les  trois  courbes  y  sont  définies  comme  1  inter- 
section d'un  cône  de  révolution  par  un  plan,  puis  par  la  propriété 
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d'un  foyer  et  de  la  directrice  correspondante,  déduite  au  moyen 
de  la  construction  de  Dandelin.  L'auteur  étudie  d'abord  la  para- 
bole, puis  l'ellipse  et  l'hyperbole.  Pour  ces  deux  dernières  courbes, 
l'existence  du  second  foyer  est  déduite  de  la  symétrie  de  la  courbe 
par  rapport  au  second  axe,  symétrie  qui  s'établit  assez  aisément. 
L'élude  est  |)Oussée  assez  loin,  et  comprend  les  propriétés  des  dia- 
mètres, des  pùles  et  des  polaires. 

De  nombreux  exercices,  destinés  surtout  à  familiariser  le  lecteur 
avec  les  propositions  qu'il  vient  d'apprendre,  sont  indiqués  ici 
et  là. 

A  la  fin  du  Livre,  on  trouve  des  indications  biographiques  très 
sommaires  sur  les  mathématiciens  dont  les  noms  ont  été  cités  dans 
le  courant  de  l'Ouvrage. 

J'imagine  que,  parmi  les  arguments  que  font  valoir  les  gens  qui 
veulent  à  tout  prix  (pie  tout  le  monde  a|)prenne  le  grec  et  le  jatin, 
celui-ci  est  un  des  meilleurs  :  il  est  impossible  d'étudier  les 
Mathématiques  sans  avoir  appris  le  grec,  jniis([u'on  se  sert 
continuellement  des  lettres  grecques  dans  les  Traités  de  Mathéma- 
tiques. Cet  argument,  en  tout  cas,  a  exactement  la  même  valeur 
que  celui,  bien  souvent  répété,  qui  concerne  les  médecins  et  les 
pharmaciens,  les  noms  grecs  des  malailies,  les  noms  latins  des 
médicaments,  inscrits  sur  les  bocaux  que  l'on  sait.  Sans  agiter 
autrement  ces  graves  questions,  ^L  Millier  apporte  une  réponse 
suffisante,  pour  ce  qui  concerne  les  Malliématiques,  en  plaçant 
tout  bonnement,  à  la  lin  de  son  livre,  un  alphabet  giec,  avec  le 
nom   des  lettres  cpii  v  figurent,  en  majuscules  et  en  minuscules. 

J.  T. 
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Une  exposition  toujours  claire,  une  modération  dans  le  choix 
des  sujets  qui  n'exclut  pas  l'élévation  des  idées,  une  grande  élé- 
gance dans  les  démonstrations,  une  parfaite  rigueur  là  où  elle  est 
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nécessaire,  parce  qu'on  touche  aux  principes  ou  à  des  choses 
essentielles,  mais  qui  se  concilie  avec  la  largeur  habituelle  des 
explications,  ce  sont  des  qualités  qu'on  ne  s'étonnera  pas  de 
trouver  dans  le  Livre  de  M.  Humbert.  Il  a  été  écrit  pour  un 
public  d'élite,  qui,  en  moyenne,  apprend  plutôt  l'Analyse  pour 
s'en  servir  et  pour  l'appliquer  que  pour  elle-même,  mais  qui  est 
déjà  formé  aux  Malhéniatiques,  qui  peut  comprendre  vite  et  s'in- 
téresser aux  choses,  et  dont  il  convient  d'éveiller  de  temps  en 
temps  la  curiosité  :  ce  Livre  est  admirablement  adapté  au  milieu 
pour  lequel  il  a  été  composé. 

L'ordre  qu'a  suivi  l'auteur  est  celui  même  des  programmes 
actuels  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  cet  ordre  est  fort  raisonnable, 
étant  donnés  les  programmes  d'entrée.  Il  pourrait  sans  doute  être 
un  peu  amélioré,  si  l'on  modifiait  ces  derniers,  et  c'est  un  point 
sur  lequel  je  me  permettrai  de  revenir  tout  à  l'heure. 

Le  premier  ^  olume  comprend  trois  parties  :  le  calcul  diffé- 
rentiel, les  principes  du  calcul  intégral,  les  applications  géomé- 
triques. 

La  première  Partie  s'ouvre  par  une  Introduction,  où  les  prin- 
cipes relatifs  aux  limites,  à  la  notion  de  la  borne  supérieure  ou 
inférieure  d'un  ensemble,  aux  propriétés  essentielles  des  fonc- 
tions continues,  sont  exposés  d'une  façon  claire,  simple  et  rigou- 
reuse. Après  avoir  exposé  les  notions  fondamentales  relatives 
aux  infiniment  petits,  l'auteur  introduit  avec  grand  soin  la  nota- 
tion différentielle.  Les  différentielles  y  sont  présentées  comme 
des  accroissements  infiniment  petits  des  variables  ou  des  fonc- 
tions, de  manière  à  ne  laisser  subsister  aucune  obscux-ité,  et  à 
mettre  le  lecteur  dans  son  tort,  s'il  se  trompe  après  avoir  lu  les 
explications  qui  sont  données. 

Je  demande  toutefois  la  permission  de  poser  ici  une  question 
qui  m'a  souvent  traversé  l'esprit.  Y  a-t-il  utilité  à  introduire  les 
différentielles  comme  des  infiniment  petits?  Le  plus  souvent, 
dans  les  démonstrations,  ce  caractère  qu'on  leur  prête  n'intei'- 
vient  pas,  et  il  sera  toujours  temps  de  le  leur  conférer  si  on  le 
désire,  absoluziient  comme  à  d'autres  variables.  Il  me  paraît 
qu'on  pourrait  regarder  les  différentielles  premières  de  variables 
indépendantes  x,  y,  z  comme  de  nouvelles  variables  indépen- 
dantes dx,  dy,  dz  adjointes  aux  premières,  et  la  différentielle 
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d'une  fonction  f{x,  y,  z)  comme  la  forme,  linéaire  pai'  rapport 
à  ces  nouvelles  variables, 

•'        Ox  dy    "^         (Jz. 

L'intérêt  qu'il  y  a  à  considérer  cette  forme  linéaire  ressort 
immédiatement  de  ce  qu'elle  se  change  en  une  forme  toute 
pareille,  lorsqu'on  y  remplace  J^^y,  z-  par  des  fonctions  d'autres 
variables  et  dx^  dy^  dz  par  les  difTéreatielles  de  ces  fonctions.  La 
diflérentlelle  première  apparaît  ainsi  comme  une  fonction  des 
variables  .r,  y,  z^  dx,  dy^  dz  :  si  l'on  forme,  d'après  la  même 
règle,  ladifTérentielle  de  cette  fonction,  en  adjoignant  aux  variables 
dx,  dy^  <f^  les  nouvellesvariables  d'-x,  d'-y,  d'-z,  on  obtient  une 
fonction  des  variables  x^y,  z,  dx^  dj',  dz,  d-x,  d'-y,  d'-z,  qui 
est  un  polynôme  par  rapport  aux  variables  autres  que  x,y^  z  et 
dont  il  est  bien  aisé  de  constater  le   caractère  d'invariance  ana- 

loirue    à   celui  de  la   forme  -;- c/x  H — --r/r+    .-f/^,   et   ainsi  de 

°  ax  Oy    ^  àz        ' 

suite.  Les  expressions  successives  que  l'on  forme  ainsi  sont,  si 
l'on  veut,  les  dilTérentielles  successives  de  la  fonction /"quand  on 
ne  spécifie  pas  les  variables  indépendantes.  Quand  on  y  remplace 
les  difTérentielles  d'-x,  d'-y,  d'-z,  r/'x,  ...,  par  zéro,  on  obtient 
les  formes  homogènes  du  second,  du  troisième,  .  .  .  degré  en  dx, 
dy,  dz  auxquelles  on  donne  habituellement  les  noms  de  difïeren- 
tielles  seconde,  troisième,  de  la  fonction  /"  des  variables  indc- 
pendantes  x,y,  z.  Les  propriétés  les  plus  utiles  des  difl'érentielles, 
celles,  en  particulier,  qui  servent  dans  le  changement  de  variables, 
ressortent  aisément  de  ce  point  de  vue,  et  il  suffît  de  penser  à  la 
formule  de  Taylor,  dans  le  cas  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables,  pour  apercevoir  la  signification  de  ces  difTérentielles 
(juand  on  regarde  dx,  dy,  dz  comme  des  accroissements  infini- 
ment petits  donnés  aux  variables  x,y,  z. 

Je  m'excuse  de  cette  digression  et  je  reviens  au  Livre  de 
M.  Humberl. 

Après  avoir  ('tabli  les  propriétés  essenlicllcs  des  déterminants 
fonctionnels,  l'Auteur  consacre  un  Chapitre  à  la  Géométrie  infini- 
tésimale, jiour  donner  de  nombreux  et  intéressants  exemples 
d'infiniment  petits  de  divers  ordres,  et  de  la  façon  dont  un  géo- 
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mètre  habile  peut  les  manier.  Signalons,  en  particulier,  le  théo- 
rème bien  connu  de  Chasles  sur  les  arcs  de  conique.  Si  prévenu 
que  Ton  soit  en  faveur  des  méthodes  analytiques,  il  faut  bien 
avouer  qu'il  serait  fâcheux  de  laisser  ignorer  aux  étudiants  des 
démonstrations  aussi  ingénieuses,  de  ne  pas  leur  donner  au  moins 
quelque  habitude  de  ces  méthodes  géométriques,  qui  ne  sont  pas 
sans  puissance,  et  qui,  dans  bien  des  cas,  permettent  de  retrouver 
immédiatement  et  sans  calcul  des  résultats  que  la  mémoire  peut 
laisser  échapper.  Il  n'y  a  que  des  avantages  à  s'arrêter,  comme  a 
fait  M.  Humbert,  un  instant  sur  ces  méthodes,  au  seuil  du  Cours. 

Le  changement  de  variables  est  trailé  simplement  par  l'emploi 
des  différentielles  totales.  De  bons  exemples  permettent  de  fami- 
liariser le  lecteur  avec  la  marche  à  suivre,  ou,  comme  léquation 
des  cordes  vibrantes,  de  se  rendre  compte  de  l'utililé  du  change- 
ment de  variables.  Signalons  la  notion  des  liansfovmallons  de 
contact  que  cette  théorie  permet  d'introduire  d'une  façon  fort 
naturelle  :  l'auteur  ne  craint  pas  de  citer  la  transformation  de 
Sophus  Lie  qui  ramène  la  géométrie  des  systèmes  de  sphères  à  la 
géométrie  des  systèmes  de  droites,  et  dont  il  montrera  plus  tard 
qu'elle  fait  correspondre  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface 
aux  lignes  de  courbure  d'une  autre  surface. 

Je  ne  m'arrête  ni  sur  la  formation  des  équations  dilTérentielles, 
ordinaires  ou  aux  dérivées  partielles,  ni  sur  la  théorie  des  séries 
à  termes  réels  ou  imaginaires,  constants  ou  variables,  quoiqu'il 
convienne  de  signaler  le  soin  tout  particulier  avec  lequel  l'Auteur 
a  présenté  les  notions  relatives  à  l'uniformité  de  la  convergence. 
La  théorie  des  séries  de  puissances  permet  d'inti'oduire  les  fonc- 
tions analytiques  les  plus  élémentaires  et  ce  point  de  vue  est  immé- 
diatement rapproché  du  point  de  vue  de  Cauchy.  C'est  naturelle- 
ment aux  (onctions  <?",  log;,  z^  que  l'auteur  s'attache  surtout.  11 
me  paraîtrait  légitime  d'aller  un  peu  plus  loin  qu'il  ne  fait  et  d'in- 
troduire dès  ce  moment,  pour  bien  fixer  les  idées  du  lecteur,  la 
notion  de  coupure,  afin  de  pouvoir  définir  les  fonctions  log^,  :;'" 
et  même  arcsin:;,  arc  tang:;  comme  des  fonctions  uniformes  dans 
le  plan  coupé  ;  ce  sont  là  des  notions  queI\L  Humbert  a  réservées 
pour  la  seconde  partie  de  son  Ouvrage.  Il  me  semble  aussi  que 
les  remarques  sur  la  continuité,  placées  à  la  fin  du  Chapitre  sur 
la   définition   des  fonctions    d'une    variable   imaginaire,   auraient 
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pu  être  placées  plus  tôt,  d'autant  que  la  notiou  de  continuité 
intervient  dans  la  définition  de  la  fonction  logarithmique.  A  vrai 
dire  cette  notion  avait  déjà  été  introduite  à  propos  des  séries  de 
puissances,  et  Ton  peut  soutenir  très  raisonnablement  qu'd  est 
préférable  de  ne  dégager  les  idées  générales  qu'après  les  avoir 
fait  saisir  sur  des  exemples  particuliers. 

C'était  jadis  l'habitude  de  ne  traiter  des  intégrales  indéfinies 
ou  définies  qu'après  avoir  épuisé  les  applications  du  Calcul  diffé- 
rentiel. Sans  parler  des  raisons  de   fond  qu'il  y  a  à  ne  pas  rejeter 
si  loin   la  notion   d'intégrale,  raisons  qui   convainquent  certains 
mathématiciens  jusqu'à  leur  faire  soutenir  que  la  notion  d'inte- 
orale   doit  précéder  celle  de  dérivée,  il  y  a  des  raisons  pratiques 
très  fortes  pour  ne  pas  conserver  l'ordre  ancien,  et  ces  raisons 
ont  prévalu  depuis  longtemps  à  l'École  Polytechnique,  comme  le 
montre  déjà  le  cours  d'Hermite.  Il   est  trop  clair  qu'il  convient 
d'habituer  de  bonne  heure  les  étudiants  à  la  pratique  de  l  inté- 
oration,  que    cette    pratique  leur    est    extrêmement    utile    pour 
rétude  des   autres  cours   que  celui  de  mathématiques   pures  et 
qu'il  e.t  fâcheux  que  dans  la   plupart  des  établissements  d'ordre 
secondaire   ou   supérieur,    le   Cours  de   physique,   par   exemple, 
suppose   des   connaissances  mathématiques  que  l'on   n'acquerra 
que  l'année   prochaine.  Allons  plus  loin:  il  serait  certainement 
désirable,  quand  on  traite  des  applications  géométriques  du  Cal- 
cul différentiel,  de  ne  pas  se  borner  à  la  formation  d'équations 
dilTérentielles,  dont   on  ne  saura  rien  tirer  avant  longtemps  :  or, 
rien    n'empêcherait,    après    qu'on    a   traité   dr    la    recherche   des 
fonctions    primitives,    d'indiquer,    sans    faire    une    théorie    des 
équations  difierentielles,  et  en  laissant  là  les  ihéorèmes  d'exis- 
tence dont  on  n'a  que  faire  pour  cet  objet,  d'indiquer,  dis-je,  les 
quelques  recettes   que  l'on  possède  pour  intégrer  certains  types 
simples  d'équations  dinerenliclles,  et,   là   encore,  de  chercher  à 
familiariser  de  bonne  heure  les  éludianls  avec  des  méthodes  et  des 
procédés  de  calcul,  dont  ceux  qui  appli-iucronl  les  malhéma tiques 
auront  coulinurllcmriit   besoin,  landis  (|u'ils  n'utiliseront  certai- 
nement  pas   les   milliers   de    propriétés    des   coniques   qu'ils  ont 
apprises  dans  la  classe  de  mathématiques  spéciales.  Puisque  l'on 
ne  peut  empêcher  les  élèves  de  rester  longtemps  dans  celle  classe, 
puisqu'il    est   surabondamment   prouvé  (pi'ou   ne  la  débarrassera 
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pas  de  l'extraordinaire  végétation  qui  l'encombre,  à  moins  de 
défoncer  le  terrain,  d'arracher  les  plantes  parasites  et  de  les 
remplacer  par  une  tout  autre  culture,  puisque  enfin,  ni  la 
recherche  des  fonctions  primitives,  ni  l'intégration  de  ces  tjpes 
d'équations  différentielles  dont  je  parlais  tout  à  l'heure  ne  pré- 
sente aucune  difficulté  de  principes,  que,  pour  se  rendre  maître 
de  ces  sortes  de  questions,  il  suffit  d'avoir  un  peu  de  mémoire  et 
d'avoir  traité  un  grand  nombre  d'exemples,  je  crois  qu'il  y  aurait 
tout  avantage  à  exiger  cet  ordre  de  connaissances  à  l'entrée  de  nos 
grandes  Ecoles.  On  a,  avec  raison,  fait  récemment  un  pas  dans 
cette  voie  ;  il  faudra  se  décider  à  aller  pkis  loin.  11  faut  trouver  du 
temps,  et  l'on  ne  peut  en  trouver  que  dans  une  meilleure  utilisa- 
tion de  celui  dont  nous  disposons. 

Il  suffit  de  reh're,  dans  le  Livre  de  M.  G.  Humbert,  les  Chapitres 
relatifs  à  l'intégration  des  fonctions  rationnelles  et  des  fonctions 
qu'on  ramène  à  être  rationnelles,  à  l'intégration  des  quelques  types 
de  fonctions  transcendantes  que  l'on  sait  traiter,  à  la  réduction  des 
intégrales  indéfinies,  ...,  pour  voir  combien  tous  ces  sujets  sont 
aisés  lorsqu'ils  sont  bien  présentés.  Pour  en  revenir  à  ce  Livre,  i[ 
convient  de  signaler  dans  ces  Chapitres,  les  indications  données 
par  l'auteur  sur  les  courbes  unicursales  et,  d'autre  part,  sur  la 
réduction  des  intégrales  abéliennes  de  genre  un.  L'Auteur  j 
montre  comment,  lorsque  deux  courbes  se  correspondent  point 
par  point,  toute  intégrale  abélienne  appartenant  à  l'une  peut  se 
transformer  en  une  intégrale  appartenant  à  l'autre,  et  comment, 
en  particulier,  toute  intégrale  abélienne  appartenant  aune  courbe 
de  genre  un  est  réductible  à  une  intégrale  abélienne  relative  à 
une  cubique,  ou,  si  l'on  veut,  à  une  intégrale  elliptique. 

La  notion  de  l'intégrale  définie  d'une  fonction  continue,  dans 
un  intervalle  donné,  est  présentée  d'une  façon  simple  et  rigou- 
reuse, en  utilisant  d'abord  un  mode  particulier  et  très  naturel  de 
subdivision  de  cet  intervalle,  puis  en  montrant  que  tout  autre 
mode  de  subdivision  conduit  au  même  résultat.  Au  point  de  vue 
pratique  l'Auteur  insiste  avec  raison  sur  la  façon  dont  il  convient 
d'appliquer  la  formule 


/ 
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en  désignant  par  F  (:c)  une  fonction  primitive  âe  f(x),  lorsque 
celte  fonction  F(x)  est  susceptible  de  plusieurs  déterminations.  Il 
V  a  là  une  difficulté  qui  arrête  les  étudiants,  lorsqu'ils  ne  sont 
point  avertis;  j'en  ai  rencontré  plusieurs  qui  connaissaient  la 
condition  de  Riemann  pour  qu'une  fonction  discontinue  soit 
intégrable  dans  un  intervalle  («,  0)  et  qui  étaient  incapables  de 
trouver  la  valeur  numérique  de  l'intégrale 


L 


cIt 


Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  M.  Ilumbert  signale  de  la  même 
façon  les  précautions  à  prendre  lorsque  l'on  fait  un  changement  de 
variable,  ou  lorsque  la  fonction  f{-v)  devient  infinie  dans  les 
limites  d'intégration,  etc. 

On  ne  peut  guère  exposer  la  théorie  du  contact  sans  se  rappeler 
la  façon  magistrale  dont  elle  a  été  traitée  par  M.  Jordan  dans  son 
Cours  d^  Analyse  ;  M.  Humbert  a  tenu  à  signaler  lui-même  le 
parti  qu'il  avait  tiré  de  l'enseignement  de  son  illustre  maître.  On 
remarquera  toutefois  que,  malgré  d'inévitables  ressemblances, 
l'exposition  de  M.  Humbert  a  un  caractère  plus  géométrique  que 
celle  de  M.  Jordan,  au  moins  dans  le  Cours  imprimé  de  ce  dernier. 

Si  simple  et  si  élégante  que  soit  la  façon  dont  est  présentée 
l'évaluation  de  ces  infiniment  petits  que  l'on  a  à  considérer  dans 
l'étude  des  courbes  gauches,  je  ne  puis  m'empêcher  de  regretter 
l'absence  des  formules  qui  donnent  le  développement  en  série, 
procédant  suivant  les  puissances  de  l'arc,  des  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe,  et  qui  conduisent  sans  aucun  elToit  à  toutes 
les  évaluations  de  ce  genre. 

Les  propositions  relatives  à  la  courbure  des  surfaces  sont 
déduites  de  la  façon  la  plus  naturelle  de  l'étude  de  la  courbure 
d  une  section  normale,  dont  le  jdan  passe  par  l'axe  des  c  d'une 
surface  tangente  à  l'origine  au  plan  des  xy^  puis  de  la  formule 

Rrf»î-f-2Sr/j/c^t'-4-TfAî 


K  = 


cos  0   E  du-  -f-  i.  F  du  dv  ■+■  G  dv- 


qui  donne  l'expression  de  la  courbure  d'une  ligne  quelconque 
tracée  sur  une  surface  dont  les  points  sont  déterminés  au  moyen 
de  deux  paramètres  u^  v.  Signalons,  dans  ce  Chapitre,  l'applica- 
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lion  du  lliéorème  de  Joacliimstahl  à  la  déterminalioii  des  surfaces 
qui  ont  des  lignes  de  courbure  circulaires,  la  démonstration  du 
théorème  de  Lie,  dont  il  a  déjà  été  question,  sur  les  surfaces  telles 
que  les  lignes  de  courbure  de  l'une  correspondent  aux  lignes 
asvmptotiques  de  l'autre,  enfin  un  Paragraphe  sur  la  développée 
d'une  surface  S,  où  l'Auteur  montre  comment  les  arêtes  de 
rebroussement  des  surfaces  développables  formées  par  les  nor- 
males à  S  le  long  des  lignes  de  courbure  sont  des  lignes  géodé- 
siques  de  cette  développée,  et  tire  de  cette  proposition  diverses 
conséquences  intéressantes. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  la  représentation  des  sur- 
faces les  unes  sur  les  autres.  J.  T. 
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LA  REPRÉSENTATION  PROPORTIONNELLE; 
Par  p. -g.  LA  CIIESNAIS. 

La  représentation  proportionnelle  est  surtout  une  qucslion 
politique;  elle  tend  toutefois  à  se  poser  en  des  termes  tels  (pie 
l'on  peut  énoncer  exactement  le  problème  arithméti(jue  quelle 
soulève.  En  effet,  les  systèmes  récents  ne  supposent  plus  des 
listes  puvemenl  nominatives  de  candidats,  mais  des  listes  de  |jartis. 
Il  s'agit  dès  lors  de  compter  les  voix  recueillies  par  chaque  parti 
dans  une  circonscription  assez  étendue,  et  d'en  déduire  le  plus 
équitablement  possible  la  répartition  des  sièges  de  celte  circons- 
cription entre  les  divers  partis  :  ceci  est  bien  une  pure  question 
de  calcul  proportionnel,  et  l'expression  de  «  représentation  pro- 
portionnelle »  prend  ici  tout  son  sens,  qu'elle  n'avait  pas  lors(ju'il 
s'agissait  de  systèmes  purement  nominatifs. 

Mais  la  solution  ne  peut  être  mathématiqueuient  exacte,  par  la 
raison  que  le  nombre  des  sièges  à  attribuer  à  chaque  parti  doit 
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nécessairement  êti-e  un  nombre  entier.  Il  en  résulte  que  plusieurs 
sj'stèmes  ont  été  proposés,  et  même  adoptés,  nolamment  en  Suisse 
et  en  Belgique. 

La  solution  la  plus  originale  et  la  plus  systématique  a  été  adoptée 
en  Belgique,  après  une  longue  propagande  et  une  étude  appro- 
fondie de  la  question.  M.  V.  d'Hondt,  professeur  à  l'Université  de 
Gand,  l'a  formulée  :  elle  consiste  à  diviser  le  nombre  des  voix 
obtenues  par  chaque  parti  successivement  par  i,  2,  3,.  .  .,  et  à 
prendre  les  quotients  par  ordre  de  grandeur  décroissante,  jusqu'à 
concurrence  du  nombre  des  représentants  à  élire. 

Prenons  un  exemple.  Dans  une  circonscription  où  il  y  a  8  députés 
à  élire,  et  trois  listes  en  présence,  le  parti  A  recueille  1 5  000  voix, 
le  parti  B,  6000,  le  parti  C,  3 000.  On  formera  le  Tableau  suivant  : 

A.  B.  c. 

15000.  6000.  3000. 

Division  par  i lôooo  6000  3ooo 

»  1 7  5oo  3  000  I  5oo 

»  3 5  000  1 000  » 

»  4 3  7  jo  1 5oo  » 

»  5 3  000  »  » 

»  6 '1 3oo  »  » 

où  les  8  plus  forts  quotients  sont  séparés  des  suivants  par  un  trait. 
Le  parti  A  aura  droit  à  5  députés,  le  parti  B  à  2,  le  parti  C  à  3. 
Le  nombre  3ooo,  dernier  quotient  utile,  est  appelé  par  la  loi  belge 
le  dii'iseur  électoral. 

Cet  exemple  est  celui  d'un  cas  où  une  solution  exacte  existe. 
En  effet,  en  appliquant  la  méthode  élémentaire,  on  trouve  que  le 
nombre  total  des  votes  est  1 5 000  +  6000  +  3ooo  =  24000. 
Divisé  par  8,  nombre  des  députés  à  élire,  ce  total  donne  3 000,  que 
j'appellerai  le  quotient  électoral.  Autant  de  fois  un  parti  réunit 
3 000  voix,  autant  il  doit  avoir  de  députés.  Donc  le  parti  A  aura 
5  députés,  le  parti  B,  2,  et  le  parti  C,  i.  Dans  ce  cas  parfait,  le 
diviseur  électoral  de  la  loi  belge  coïncide  avec  le  quotient  élec- 
toral, et  les  résultats  sont  les  mêmes  selon  M.  d'Hondt  et  selon  la 
méthode  élémentaire. 

Mais  prenons  un  autre  exemple.  Supposons  que  la  même  circon- 
scription, dans  une  élection  suivante,  a  droit  à  un  représentant  de 
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plus.  Cette  fois  le  parti  A  a  un  peu  baissé  :  11  n'a  plus  que  KfySo  voix, 
tandis  que  le  parti  B  atteint  7362,  et  le  parti  G  4908-  Quel  parti 
obtiendra  le  neuvième  siège?  Voici  le  Tableau  : 

A.  B.  C. 

14730.  7362.  49U8. 

Division  par   i UjSo  7362  4908 

!>  1 7365  368i  2454 

»  3 4910  2454  » 

»  4 3  682  »  » 

»  5 2946  »  » 

»  6 2455  »  » 

»  7 2 1 04  M  » 

Ainsi  le  parti  A,  qui  a  perdu  1-0  voix,  gagne  un  siège,  tandis 
que  les  partis  B  et  C,  qui  ont  gagné,  l'un  1862  voix,  et  l'autre 
1908,  conservent  seulement  les  sièges  qu'ils  avaient. 

Voyons  maintenant  ce  qu'aurait  donné  la  méthode  élémentaire. 

T  •  '1  I  •   •  i4  730 -I- 7362 -^  4  Q<^8        o 

Le  quotient  électoral  est  ici  — ^ —  =  0000,  comme 

dans  le  premier  exemple,  et  l'on  a  ensuite  : 


14780  =  3ooo  X  4 


7  362  =  3  000  X  2  -T-  I  362, 


4908  =  3  000  X  i 


2  "3o, 


1908. 


Il  faut  donc  attribuer  d'abord  4  sièges  au  parti  A,  2  au  parti  B, 

1  au  parti  C.  Mais  il  reste  deux  sièges  à  pourvoir.  Le  système 
d'Hondl  les  attribue  tous  les  deux  au  parti  A.  En  bonne  jus- 
tice, le  parti  A  a   droit  à  4  sièges  H-  — ^ —  de   siège,  le  parti  B  à 

1 3^2     ,  •    /-.    >  • ,  I Q08 

2  sieffes  -7- j  le  parti   L  a  1   sieîie  +  77^ — »   et    par    suite    on 

°  0000  ^  "  JOOO  ^ 

approchera  le  plus  de  la  représentation  exactement  pro|)orlionnelIe 
en  attribuant  les  deux  derniers  sièges,  l'un  au  parti  A,  l'autre  au 
parti  C,  c'est-à-dire  aux  plus  forts  restes,  dans  l'ordre  de  leur 
grandeur. 

On  voit  donc  que  le  système  belge  favorise  abusivement  les 
partis  les  plus  forts  :  c'est  même  pour  cette  raison  qu'il  a  été 
adopté;   cela  présente  peut-être  des  avantages  au  point  de  vue 
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politique,  mais  on  ne  peut  guère  alors  l'appeler  proportionnel.  Il 
est  d'autant  plus  inexact  : 

1°  Que  la  difTérence  est  plus  grande  entre  les  partis  les  plus 
forts  et  les  autres  ; 

2°  Que  le  nombre  des  listes  en  présence  est  plus  grand; 
.3"  Que  le  nombre  total  des  sièges  à  pourvoir  est  plus  petit. 

Une  autre  anomalie  de  ce  système  est  celle-ci  :  Supposons,  dans 
l'exemple  précédent,  que  les  partis  B  et  C,  se  rendant  compte  du 
défaut  du  système,  aient  fait  alliance,  et  présenté  une  liste 
commune.  Il  n'j  a  plus  que  deux  listes,  la  liste  A  avec  ses 
14730  voix,  la  liste  B-G  avec  7862-1-4908  =  122-0  voix.  Le 
svstème  belge  ne  donne  plus  que  5  sièges  à  la  liste  A,  et  4  ii  la 
liste  B-C.  Le  nombre  des  sièges  d'une  liste  ne  dépend  donc  pas 
uniquement  du  rapport  des  vot.es  qu'elle  obtient  au  nombrp  des 
votes  exprimés,  mais  aussi  de  la  manière  dont  les  autres  voles  se 
répartissent  entre  les  autres  listes. 

Celte  métliode  de  calcul  n'est  cependant  pas  arbitraire.  La 
difficulté  étant  la  répartition  des  derniers  sièges  entre  les  restes, 
M.  d'Hondt  a  voulu  supprimer  celle  difficulté  par  un  artifice.  Il 
s'est  proposé  le  problème  suivant  :  trouver  un  nombre  tel,  que  si 
l'on  divise  les  nombres  de  voix  obtenues  par  les  dilTérentes  listes 
par  ce  nombre,  la  somme  des  quotients  par  défaut  soit  égale  au 
nombre  des  sièges  à  pourvoir.  Et  il  a  résolu  ce  problème  au  moyen 
de  son  diviseur  électoral,  si  simple  à  trouver.  Le  diviseur  électoral 
est  toujours  inférieur  au  quolicnt  électoral,  sauf  dans  le  cas 
parfait  où  il  lui  est  égal. 

Mais  il  a  ainsi  résolu  un  problème  qui  n'est  pus  celui  de  la 
représentation  proportionnelle.  La  méthode  d(^s  plus  grands  restes 
demeure  la  métliode'rationnelle. 

Il  est  singulier  cpie  les  restes  |)araissent  gêner  les  législalcurs. 
En  Suisse,  par  exemple,  où  la  représentation  proportionnelle 
existe  dans  plusieurs  cantons,  on  a  attribué  les  sièges  reslint  à 
pourvoir  après  que  l'on  a  pris  les  (piotients  par  défaut  des  cbiffres 
électoraux  par  le  quotient  électoral,  tantôt  aux  partis  les  plus 
nombreux,  tantôt  aux  plus  granJs  restes.  Dans  d'autres  cantons, 
on  a  abaissé  arbitrairement  le  (piolient  électoral,  par  une  disposi- 
tion du  genre  de  celle  de  M.  d  llondl,  mais  moins  ingénieuse,  en 
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divisant  le  total  des  voles  valables  par  le  nombre  des  sièges  à 
pourvoir  plus  un. 

Un  argument  théorique  a  été  invoqué  contre  le  système  que  j'ai 
appelé  le  svstème  rationnel.  M.  Mirnian  estime  qu'il  est  trop  favo- 
rable aux  partis  les  plus  faibles.  Si  par  exemple,  pour  24000  voix, 
il  V  a  8  sièges  à  répartir  entre  deux  partis  qui  réunissent  respec- 
tivement 22499  ^^  i5oi  voix,  il  y  aura  un  siège  pour  ces  i5oi  voix, 
et  -  pour  l'autre  parti.  Et  comme  i5oi  est  contenu  i4  fois 
dans  22  499,  il  devrait  v  avoir  1 4  sièges  contre  i  et  non  pas  -  contre  i . 
C'est  incontestable,  mais  il  n'v  en  a  que  8  à  répartir.  M.  Mirman 
raisonne  comme  si  i5oi  était  le  quotient  électoral,  alors  que  le 
quotient  électoral  est  3 000.  Il  est  évident  qu'ici  le  plus  faible  parti 
est  avantagé,  parce  qu'il  a  un  reste  utile,  et  le  plus  fort  parti  est 
désavantagé,  parce  qu'il  a  un  reste  inutile;  mais  l'avantage  et  le 
désavantage  seraient  exactement  les  mêmes,  en  sens  inverse,  si  les 
nombres  avaient  été  22001  et  1499,  ^^^  moins  en  valeur  absolue. 

Il  est  clair,  toutefois,  que  l'avantage  et  le  désavantage  ne  restent 
pas  les  mêmes,  dans  les  deux  cas,  si  on  les  prend  relativement, 
c'est-à-dire  dans  leur  rapport  avec  les  nombres  de  voix  obtenus 
respectivement  par  chaque  parti.  C'est  ce  qui  a  conduit  Ch.  de 
Comberousse,  cité  par  M.  Mirman,  à  traiter  le  problème  suivant  : 

«  Un  arrondissement  composé  de  quatre  cantons  doit  fournir 
2i5  soldats.  Les  populations  des  quatre  cantons  sont  respective- 
ment de:  32  119,  40827,  23910,  19813  habitants.  On  demande 
de  répartir  le  contingent  à  fournir  d'après  la  population,  aussi 
exactement  que  possible. 

»  Il  faut  partager  21  5  en  parties  proportionnelles  aux  nombres 
d'habitants  donnés.  On  trouve  ainsi  : 

Pour  le   i^""  canton Sg,  i 

»  1^  »  "3)2 

»  3*         »       4  4  )  f* 

»  4«         »       36, 5 

))  La  répartition  ne  pouvant  avoir  lieu  qu'en  nombres  entiers,  on 
demandera  respectivement  aux  quatre  cantons  og,  -5,  44» 
36  hommes,  en  tout  214.  Il  reste  donc  un  conscrit  à  demander  à 
l'un  des  quatre  cantons.  Il  semblerait  tout  d'abord  que  c'est  le 
quatrième  canton  qui  doit  le  fournir,  parce  que  c'est  pour  lui  que 
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la  fraction  décimale  négligée  est  la  plus  considérable.  Mais  on  ne 
tiendrait  pas  compte  ainsi  du  nombre  des  habitants.  Il  faut  cher- 
cher l'augmentation  absolue  de  charge  que  subit  le  résultat  trouvé 
quand  on  prend  pour  chaque  canton  un  soldat  de  plus  et  la  com- 
parer au  nombre  d'habitants  du  canton.  Le  canton  pour  lequel 
on  trouvera  ainsi  le  plus  petit  quotient  devra  fournir  un  soldat 
de  plus. 

■»  Les  résultats  Go,  j6,  45,  3-,  correspondent  aux  augmentations 
absolues 

et  l'on  a 


0,9.     o,». 

1,       0,J, 

=  0,000  09.3, 

02[  19 

o.S 

4o8'^7 

I 

-— =o,OOOOJl. 

20910 

0.  ") 

:   —  0,000  02 1) 

1 9  .S  ri 

■>■>  La  plus  petite  augmentation  relative  correspond  au  second 
canton.  La  répartition  la  plus  équitable  consistera  donc  à  de- 
mander 59  hommes  au  premier  canton,  -6  au  deuxième  (-5  -i-i), 
44  ai^i  troisième  et  36  au  quatrième.  » 

Reprenons  ce  raisonnement  sous  une  forme  un  peu  différente, 
en  ra|)pliquant  à  la  répartition  de  9  sièges  entre  les  partis  A,  B,  C. 
Les  trois  nombres  à  trouver,  s'il  existait  une  solution  exacte, 
satisferaient  aux  égalités 

•T  y  z  q 

—  —  —       ■       =o,ooo333, 


14730        y'iGi        49^8        27000 

mais  les  nombres  0",^^,  z  devant  être  entiers,  ces  fractions  ne  seront 

pas  rigoureusement  égales.  La  fraction     ,        peut  être  appelée  la 

valeur  représentative  de  chaque  électeur  du  parti  A,  et  il  est  clair 
que  la  valeur  représentative  des  électeurs  des  divers  partis  devrait 
être  la  même,  avec  une  solution  rigoureuse.  Si  Ion  prend  pour  x., 
y^  z,  les  valeurs  4i  ^  et  i ,  les  valeurs  représentatives  seront  respec- 
tivement, pour  les  trois  [)artis, 

0,000271'),     0,0002710,     o,ooo>.o3. 
Si   loii   prend   les   valeurs  5,  3,  2,  les   valeurs   reprcsentalives 
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deviennent 

o.oooSSg,     0,000407498' •  0,000407493 

et  l'on  peut  être  tenté  d'attribuer  les  deux  sièges  restants  aux 
partis  A  et  C,  afin  d'égaliser  les  valeurs  représentatives  le  plus 
possible. 

Mais,  si  l'on  prend  x  =  6,  la  valeur  représentative  devient, 
pour  le  parti  A, 

0,0004073, 

c'est-à-dire  cpi'elle  est  encore  plus  faible  que  celle  que  donnerait 
])0ur  le  parti  G  la  solution  ^  =  2,  et  par  suite  on  est  conduit  à 
prendre  x  =  G,  y  =  1^  z  =  i . 

On  est  ainsi  conduit  au  système  belge,  car  les  valeurs  i^eprésen- 
latives  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  inverses  des  quotients 
formés  d'après  la  loi  belge.  On  voit  que  le  système  belge  repose 
sur  une  idée  théorique,  qui  n'est  pas  la  proportionnalité,  mais  une 
conséquence  de  la  proportionnalité,  à  savoir  l'égalité  des  valeurs 
représentatives  de  tous  les  électeurs:  c'est  pourquoi  le  système 
rationnel  et  le  système  belge  coïncident  dans  le  cas  parfait.  On 
volt  aussi  pourquoi  le  problème  du  contingent  est  correctement 
résolu  par  Cli.  de  Comberousse,  parce  qu'il  s'agit  de  répartir  une 
charge  et  par  conséquent  d'égaliser  son  incidence  sur  les  individus 
des  quatre  cantons,  tandis  que  la  méthode  rationnelle  convient 
seule  lorsqu'il  s'agit  de  représentation,  et  que  la  proportionnalité 
est  le  but  essentiel. 

On  comprend  aussi  pourquoi  les  résultats  sont  divergents  sui- 
vant les  deux  systèmes.  Dans  la  fraction  ,  "  ^  >  une  variation  du 
■^  4908 

dénominateur  change  plus  la  valeur  de  la  fraction  qu'une  variation 

éoale  dans  le  dénominateur  de  la  fraction       '.,    ?  dontledénomina- 
»  14730 

teur  est  plus  grand.  Un  déplacement  de  voix  égal  ne  produirait 
donc  pas  des  efTets  égaux  sur  les  valeurs  représentatives  des  divers 
partis,  tandis  qu'il  modifie  de  quantités  égales  les  rapports  des 
l'orces  des  partis  au  total  des  forces  électorales,  et  c'est  bien  ceci 
qui  importe  dans  une  question  de  représentation  proportion- 
nelle. 

Voici  d'ailleurs  les  rc'sultals  donn('s  par  les  deux  systèmes  aux 
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élections  générales  belges  de  igoo  : 

Totaux  des  calculs 
Résultais  globaux.  par  circonscriptions. 

Syst.  belge.     Syst.  rationnel.         Syst.  belge.     Sjst.  rationnel. 

Catholiques 76  74  85  76 

Libéraux 35  35  3i  36 

Radicaux. ......  1  3  2  3 

Socialistes 36  35  33  33 

Dém. -Chrétiens.  3  4  i  3 

Indépendants...  »  i  »  i 

Ces  résultats  sont  d'autant  jdus  intéressants  que  le  sens  des 
erreurs  est  bien  déterminé  par  l'erreur  mathématique  du  système. 
L'erreur  la  plus  forte  est  au  profil  du  parti  le  plus  nombreux,  et 
au  détriment  surtout  des  petits  partis.  En  outre,  les  libéraux 
perdent  4  sièges,  parce  qu'ils  sont  dispersés  partout,  et  n'ont  r^ulle 
part  un  nombre  de  voix  très  grand.  Les  socialistes  perdent  moins, 
parce  que,  s'ils  ne  coiuptent  guère  dans  certaines  circonscriptions, 
par  contre  ils  sont  le  parti  le  plus  fort  dans  quelques  autres. 

Le  système  rationnel  par  circonscription  ne  donne  pas  non  plus 
des  résultats  exacts  :  il  approche  seulement  davantage  de  l'exacti- 
tude. La  raison  en  est  d'abord  qu'une  somme  d'approximations 
peut  donner  une  erreur  totale  assez  sensible,  malgré  les  compen- 
sations d'erreur  qui  se  produisent  généralement.  Mais  la  raison 
principale  est  l'inégalité  du  quotient  électoral  dans  les  différentes 
circonscriptions. 

La  méthode  de  représentation  jjroportionnelle  mathématique- 
ment la  plus  exacte  consisterait  à  ne  pas  fixer  a  prioi'i  le  nombre 
des  députés  de  chaque  circonscription,  mais  à  le  déterminer  indi- 
rectement en  adoptant  un  quotient  électoral  arbitraire  :  en  France, 
en  adoptant  un  quotient  de  i4ooo  voix,  le  nombre  actuel  des 
députés  serait  à  peu  près  maintenu.  Autant  de  fois  un  parti  réu- 
nirait dans  un  département  i4ooo  voix,  autant  de  sièges  lui  seraient 
attribués;  toute  fraction  supérieure  à  la  moitié  du  quotient 
donnerait  droit  à  un  siège  de  plus.  Un  des  grands  inconvénients 
du  système  belge  est  de  rendre  impossible  l'établissement  d'un 
quotient  électoral  uniforme. 
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CORRESPONDANCE. 
(Extrait  d"une  lettre  de  M.  H.  Poincaré.) 

Dans  l'Article  que  j'ai  consacré  dans  le  Bulletin  aux.  travaux 
(le  M.  Hilbert  sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  j'ai  fait  res- 
sortir l'importance  de  cette  Géométrie  nouvelle  qu'il  appelle  non- 
archimédienne.  J'aurais  dû  ajouter  que  l'idée  première  appartient 
à  M.  Veronese,  et  que  M.  Hilbert  n'a  fait  que  lui  donner  une 
forme  d'une  remarquable  élégance  et  en  mieux  montrer  la  véri- 
table portée.  .  . . 
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STOLZ  (0.)  uod  GMEIXER  (J.-A.).  —  Theoretische  Auithmetik.  II.  Abthei- 
liing:  Die  Leiirex  vos  de.n  reellex  und  vo.\  dex  complexex  Zahle:>*. 
Zweile  umgearbeilele  Auflage  der  Abschnille  V-YIII  X,  XI  des  I.  und  I,  II, 
V  des  II.  Theiles  der  Yorlesiingen  uber  allgemeiiie  Arithmelik  von  0. 
Stolz.  I  vol.  in-8°;  xi-4o-2  pages.  Leipzig,  Teubner,  1902. 

Nous  avons  déjà  dit  dans  le  Bulletin  ('),  à  propos  de  la  pre- 
mière Partie  du  Livre  de  ^M.M.  Stolz  et  Gmeiner,  l'intérêt  que 
présente  leur  travail.  C'est  une  réédition  de  V Allgemeine  Arith- 
metik  de  M.  Stolz;  comme  l'Ouvrage  primitif,  elle  s'adresse  sur- 
tout à  ceux  qui  veulent  regarder  au  fond  des  choses  et  qui  ont 
le  goût  d'une  extrême  rigueur.  Sur  plusieurs  points  importants, 
l'exposition  a  été  complétée  et  rendue  plus  parfaite.  Ceux  qui  se 
plaisent  à  philosopher  aiment  habituellement  à  savoir  comment 
les  idées  se  sont  formées  et  comment  elles  ont  évolué  :  le  lecteur 
qui,  d'après  la  nature  même  du  Livre,  s'attend  ày  trouver  d'intéres- 
sants renseignements  historiques  et  bibliographiques,  ne  sera  pas 
trompé. 

La  première  Partie  traitait  des  nombres  rationnels;  la  seconde 
est  consacrée  aux  extensions  successives  de  l'idée  de  nombre  : 
nombres  réels  quelconques  et  nombres  complexes;  elle  s'ouvre 
par  Y éiuàe  des  systèmes  continus  à  une  dimension  de  grandeurs 
absolues  ou  relatives,  étude  qui  est  présentée  en  elle-même, 
indépendamment  de  la  théorie  des  nombres  irrationnels.  Les 
grandeurs  (d'une  espèce  ou  d  un  système  bien  déterminé)  dont 
il  est  question  doivent  satisfaire  aux   cinq  conditions  suivantes  : 

L  Deux  grandeurs  du  système  considéré  sont  égales  ou  inégales; 
dans  ce  dernier  cas,  l'une  est  plus  petite  que  l'autre;  il  n'y  a  pas 
de  grandeur  plus  petite  que  toutes  les  autres. 

IL  L'addition  de  deux  grandeurs  du  système  considéré,  dont 
la  somme  doit  être  une  grandeur  du  même  système,  jouit  des 
mêmes  propriétés  que  l'addition  des  nombres. 

(')  Tome  XXV,  1901,  p.  35. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2°  série,  i.  XXVII.  (Mai  igoS.)  8 
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HT,  Si  l'on  a  A>>B,  il  v  a  une  grandeur  X,  telle  que  l'on  ait 
B  +  X=A. 

IV.  Chaque  grandeur  A  peut  être  divisée  en  autant  de  grandeurs 
égales  que  l'on  voudra. 

V.  Si  A>>B,  il  V  a  un  nombre  naturel/^  tel  que  l'on  ait  pB^  A. 

Ces  cinq  conditions  se  subdivisent  en  quinze  autres,  dont  les 
six  premières  sont  destinées  à  préciser  les  notions  d'égalité  et 
d'inégalité,  dont  la  septième  stipule  qu'entre  deux  grandeurs  iné- 
gales A,  B  (A<;B)  se  trouve  une  grandeur  M  telle  que  l'on  ait 
A^M-^B;  dont  les  cinq  suivantes  précisent  les  propriétés  de 
l'addition,  et  la  combinaison  des  notions  d'addition,  d'égalité  et 
d'inégalité,  dont  les  trois  dernières  enfin  reproduisent  les  condi- 
tions IV,  V,  VI.  Ces  quinze  conditions  sont  rangées  dans  un 
ordre  tel  que  chacune  soit  indépendante  de  celles  qui  la  précèdent. 

Si,  maintenant,  on  considère  un  système  de  grandeurs,  satis- 
faisant à  ces  conditions,  on  peut,  d'une  infinité  de  façons,  y  pra- 
tiquer une  coupure,  c'est-à-dire  les  ranger  dans  deux  classes 
telles  que  chaque  grandeur  du  système  figure  dans  une  classe 
et  seulement  dans  une,  chaque  grandeur  de  la  première  classe 
étant  plus  petite  que  chaque  grandeur  de  la  seconde.  En  vertu  de 
la  septième  condition,  il  est  impossible  qu'il  y  ait  à  la  fois  dans  la 
première  classe  une  grandeur  plus  grande  que  toutes  celles  de 
cette  classe  et  dans  la  seconde  classe  une  grandeur  |)lus  petite  que 
toutes  celles  de  cette  seconde  classe.  Il  n'y  a  donc  que  trois  sup- 
positions possibles,  on  plutôt  deux,  car  les  deux  dernières  des 
suppositions  que  je  vais  énumérer  peuvent  être  regardées  comme 
n'en  faisant  qu'une.  Ou  bien  li  y  a  une  lacune  (Liicke),  c'est- 
à-dire  que  la  première  classe  ne  comporte  pas  de  grandeur  qui 
soit  plus  grande  que  toutes  les  autres  de  cette  classe,  et  que  la 
seconde  classe  ne  comporte  pas  de  grandeur  qui  soit  plus  petite  que 
toutes  les  autres  de  celte  même  classe.  Ou  bien  la  première  classe 
comporte  une  grandeur  plus  grande  que  toutes  les  autres;  ou  bien  la 
seconde  classe  comporte  une  grandeur  plus  petite  que  toutes  les 
autres.  Si,  quelle  que  soil  la  cou|)ure,  il  n'y  a  jamais  de  lacune,  le 
système  est  dit  continu  à  une  dimension.  Pour  cette  définition, 
on  n'a  à  faire  intervenir  ni  la  condition  relative  à  la  divisibilité 
en  parties  égales,  ni  la  condition  connue  sous  le  nom  d'axiome 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  119 

cVArchimède;  les  auteurs  montrent  que  ces  conditions  sont  né- 
cessairement vérifiées  pour  un  système  continu,  au  sens  qu'on 
vient  de  dire. 

L'intérêt  qu'il  y  a  à  préciser  ainsi  la  notion  de  grandeur, 
antérieurement  à  la  notion  de  nombre  irrationnel,  n'est  pas 
contestable  et  s'éclaire  en  quelque  sorte  par  la  façon  détaillée  et 
rigoureuse  dont  les  auteurs  développent  ensuite  la  théorie  des 
proportions,  au  sens  d'Euclide. 

Quoique  la  notion  de  nombre  réel  quelconque  puisse  être 
présentée  indépendamment  de  l'idée  plus  ou  moins  vague  que  nous 
avons  du  continu  géométrique,  il  semble  )iaturel  de  regarder  cette 
dernière  notion  comme  antérieure  à  celle  du  nombre  réel,  de 
regarder  la  notion  du  nombre  réel  comme  construite  en  vue  de 
cette  notion  vague  delà  continuité,  et  par  conséquent,  dans  une 
exposition  logique,  de  préciser  d'abord  cette  notion,  puis  celle 
du  nombre.  Toutefois,  il  convient  d'observer  que  la  précision 
même  du  concept  de  grandeur  auquel  parviennent  MM.  Stolz  et 
Gmeiner  exclut  toute  réalité  concrète  :  c'est  une  pure  pensée;  il 
n'y  a  pas,  en  dehors  de  la  pensée,  de  segments  de  droite  satisfai- 
sant aux  conditions  queleurimposent  les  auteurs  :  ces  segments-là 
sont  tout  aussi  abstraits  que  les  nombres.  Dès  lors  la  position 
de  ceux  qui,  tout  en  admettant  que  la  notion  de  nombre  réel 
quelconque  ait  été  construite  à  la  lueur  un  peu  trouble  de  l'idée  de 
continuité,  veulent,  dès  que  celte  notion  de  nombre  a  été  éclaircie, 
lui  accorder  la  priorité,  et  s'en  servir  pour  définir  la  continuité 
des  grandeurs,  reste  parfaitement  légitime.  En  particulier,  il 
semble  bien  évident  que  la  définition  précédente  de  la  conti- 
nuité revient  au  postulat  classique  de  MM.  Dedekind  et  Caiilor, 
sur  l'existence  d'une  grandeur  correspondant  à  chaque  nombre 
réel. 

Le  lecteur  pourra  d'ailleurs  s'amuser  à  distinguer,  parmi  les 
postulats  qu'énumèrent  les  auteurs,  ceux  qui  sont  nécessaires  et 
suffisants  pour  que,  lorsqu'on  a  choisi  une  unité  dans  le  système, 
à  chaque  grandeur  du  système  corresponde  un  nombre  réel  (la 
mesure  de  cette  grandeur  ou  son  rapport  à  l'unité),  de  ceux  qui 
sont  introduits  afin  qu'on  puisse  affirmer  qu'à  chaque  nombre 
réel  correspond  une  grandeur  du  système  considéré.  Quoi  qu'il 
en  soit,  il  n'était  pas  sans  intérêt  de  montrer  comment  la  notion 
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de  coupure  pouvait  être  transportée  clans  la  théorie  des  grandeurs, 
indépendamment  de  la  notion  de  nombre  irrationnel. 

On  pouvait  s'attendre,  après  cette  théorie  des  grandeurs,  à  ce 
que  les  auteurs  adoptassent,  pour  éclaircir  la  notion  de  nombre 
irrationnel,  le  point  de  vue  de  M.  Dedekind  qui  est  si  voisin  de 
celui  où  ils  s'étaient  placés.  Ils  se  sont,  au  contraire,  placés  au 
point  de  vue  de  M.  Méray  :  ils  ont  été  sans  doute  séduits  par  la 
simplicité  avec  laquelle  se  présentent,  de  ce  point  de  vue,  la  théorie 
des  opérations  à  faire  sur  ces  nombres.  Cette  simplicité,  qui  n'est 
pas  contestable,  lient  peut-être  moins  au  fond  des  choses  qu'aux 
habitudes  d'esprit  de  celui  qui  aborde  cette  théorie;  il  est  déjà 
habitué  à  la  notion  de  suite,  de  limite,  .  .  ..  Les  relations  qu'il 
voit  écrites,  avec  un  sens  nouveau,  ont  une  forme  qui  lui  est 
familière,  taudis  que,  d'ordinaire,  les  notions  de  coupure,  ou 
d'ensemble,  sont  pour  lui  relativement  nouvelles  et  semblent.lui 
demander  plus  d'efforts.  Tout  cela  peut-être  est  fort  contingent. 
Mais,  en  tout  cas,  le  lecteur  ne  perd  rien  au  mode  d'exposition 
adopté  par  les  auteurs  :  dune  part,  il  n'aura  assurément  aucune 
peine  à  suivre  cette  exposition;  d'autre  part,  s'il  a  bien  compris 
les  Chapitres  précédents,  il  lui  sera  facile  de  refaire  pour  son  propre 
compte  la  théorie  de  M.  Dedekind  :  chacun  sait  que  c'est  là  la 
meilleure  manière,  et  la  plus  profitable  d'apprendre  une  théorie;  au 
reste,  il  y  aura  gagné  d'avoir  regardé  les  choses  de  deux  points 
de  vue  différents,  et  chacun  sait  encore  que  de  cette  façon  on  les 
connaît  mieux. 

Ces  notions  acquises,  les  auteurs  développent  les  définitions  et 
les  propriétés  fondamentales  des  puissances  et  des  racines,  des 
fonctions  a^  et  logj;.  Ils  étudient  ensuite  la  théorie  des  séries  et 
des  produits  infinis,  dans  le  cas  où  les  termes  sont  réels  et  s'ar- 
rêtent comme  il  convient  sur  les  séries  qui  représentent  e-^, 
(i  -h  .r  )'",  log(i  -f-  x)  :  notons,  en  passant,  le  soin  avec  lequel  ils 
traitent  les  questions  qui  se  rapportent  au  calcul  numérique,  en 
particulier  au  calcul  des  logarithmes. 

La  théorie  des  nombres  complexes  ordinaires  est  présentée 
dans  sa  généralité,  en  sorte  qu'elle  n'eslqu'un  cas  particulier  de  la 
théorie  générale  des  nombres  complexes,  développée  d'ailleurs  par 
les  auteurs  de  manière  à  montrer  que  les  nombres  complexes 
ordinaires   sont  les   seuls  pour  lesquels  se  conservent  toutes  les 
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lois  formelles  des  opérations  fondamentales  sur  les  nombres  réels, 
et  que  lesquaternions  dHamilton  sont  les  seuls  nombres  complexes 
pour  lesquels  se  conservent  toutes  ces  lois,  sauf  celle  de  la  com- 
mutativité  pour  la  multiplication  et  celles  qui  en  dépendent.  Le 
lecteur  a  ainsi  la  satisfaction  d'arriver  au  bout  d'une  question. 
Les  renseignements  sur  le  calcul  des  quaternions,  quoiqu'ils  soient 
présentés  sous  une  forme  purement  analytique,  nécessitée  par  ce 
qui  précédait,  sont  d'ailleurs  sulfisants  pour  que  le  lecteur  puisse 
pratiquer  ce  calcul  et  en  connaisse  les  principaux  termes  tech- 
niques; il  n'aura,  s'il  le  veut,  aucune  peine  à  se  rendre  compte  du 
rôle  que  ce  calcul  peut  jouer  en  Géométrie,  surtout  après  avoir 
lu  le  Chapitre  suivant,  où  les  auteurs  insistent  sur  la  représenta- 
tion géométrique  des  nombres  complexes  ordinaires,  et  sur  le 
parti   qu'on  peut  en  tirer  en  Géométrie  plane. 

MM.  Stolz  et  Gmeiner  développent  ensuite,  pour  les  nombres 
complexes  ordinaires,  les  définitions  des  opérations  et  des  fonc- 
tions qu'ils  ont  antérieurement  étudiées  pour  les  nombres  réels  et 
terminent  leur  Livre  par  l'étude  des  séries  de  puissances,  et  en 
particulier  de  celles  de  ces  séries  qu'ils  avaient  déjà  rencontrées, 
et  qui  peuvent  servir  à  définir  les  fonctions  élémentaires. 

Cbaque  Chapitre  est  suivi  d'intéressants  exercices.  On  voit  que 
cette  Tkeoretische  Arilhmetik^  dont  les  lignes  qui  précèdent  suf- 
firont, je  l'espère,  à  faire  comprendre  le  plan  et  l'esprit,  est,  sous 
un  titre  modeste,  une  introduction  à  la  théorie  des  fonctions,  qui 
introduit  vraiment  le  lecteur  dans  cette  théorie.  J.  T. 


VALLÉE-POUSSIN  (Ch.-J.  de  la).  —  Cours  d'Analyse  infinitésimale. 
Tome  L  In-8'';  xiv-372  pages.  Louvain.  Uystpruyst-Dieudonné.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1903. 

Quoique  les  bons  livres  sur  la  matière  ne  manquent  pas,  per- 
sonne ne  regrettera  la  publication  de  ce  nouveau  cours  d'analyse; 
l'effort  qu'a  fait  l'auteur  pour  fonder  exclusivement  l'enseigne- 
ment de  l'analyse  sur  des  notions  parfaitement  rigoureuses  est 
très  digne  d'attention,  d'autant  que  c'est  vraiment  un  livre  élé- 
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mentaire  qu'il  a  voulu  écrire,  et  qu'il  a  écrit  :  un  livre  qui 
s'adresse  non  seulement  à  ceux  qui  veulent  être  des  profession- 
nels de  mathématiques,  mais  à  ceux  qui  commencent  l'étude  de 
l'analyse,  et  qui  ne  la  poursuivront  qu'en  vue  des  applications 
pratiques  :  ceux-ci  sans  doute  auront  à  sauter  quelques  pages; 
ils  en  sont  prévenus  par  le  changement  du  caractère  typogra- 
phique; mais,  même  pour  eux,  M.  de  la  Vallée-Poussin  n'a  jamais 
voulu  sacrifier  la  rigueur  :  le  soin  qu'il  a  mis  à  ce  que  cette 
rigueur  ne  fut  pas  rébarbative,  à  présenter  les  choses  sous  leur 
forme  la  plus  élémentaire,  est  vraiment  méritoire.  Comment  ne  pas 
dire  que  ce  soin  se  retrouve  dans  les  parties  les  plus  savantes  du 
livre  et  que  l'auteur  est  parvenu  à  présenter  d'une  façon  siinple 
certaines  démonstrations  difficiles,  celle  par  exemple  qui  concerne 
la  séparation  du  plan  en  deux  régions  par  une  courbe  fermée, 
sans  point  double,  définie  par  deux  équations 

on  :^  (t),  'It  {t)  sont  des  fonctions  continues? 

On  pourrait  craindre  qu'un  livre  qui  s'adresse  ainsi  à  deux  caté- 
gories distinctes  de  lecteurs  ne  fût  pas  homogène,  et  que,  vrai- 
ment, en  passant  du  gros  texte  au  petit  texte,  des  propositions 
courantes  de  l'analyse,  de  celles  que  l'on  aura  constamment  à 
appliquer^  à  ces  subtilités  où  se  complaisent  les  purs  mathémati- 
ciens, le  lecteur  ne  se  sentît  dépaysé;  il  n'en  est  rien.  D'une  part, 
la  lecture  peut  très  bien  se  continuer  en  se  bornant  au  gros 
texte;  d'autre  part  les  démonstrations  qui  sont  plus  difficiles  à 
saisir,  par  cela  même  qu'elles  sont  plus  générales,  plus  abstraites 
et  qu'elles  font  appel  à  un  moindre  nombre  de  suppositions,  sont 
si  bien  mises  à  leur  place  que  le  lecteur  en  pressent  l'utilité  et  les 
désire  en  quelque  sorte.  J'imagine  que,  s'il  saule  par-dessus,  il 
sera  cependant  satisfait  de  les  savoir  là,  et  se  promettra  d'y  revenir 
plus  lard,  s'il  en  a  le  loisir.  Plus  d'un,  sans  doute,  ne  tiendra  pas 
celle  promesse,  qui,  cependant,  s'il  a  bien  compris  le  reste  du 
livre,  non  seulement  sera  capable  d'appliquer  correctement  les 
méthodes,  mais  encore  connaîtra  une  exposition  vraiment  scien- 
tifique des  éléments  de  l'analyse.  Qu'une  telle  acquisition  exige 
quel(|ue  effort,  même  quand  l'exposition  est  aussi  claire  que  dans 
le  livre  de  M.  de  la  Vallée-Poussin,  qu'il  ne  faille  pas  l'imposer  à 
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tous  ceux  qui  n'ont  en  vue  qu'un  but  pratique,  c'est  ce  que  l'on 
ne  contestera  pas;  il  ne  faudrait  pas  non  plus  contester  le  bénéfice 
qu'elle  apporte  à  la  formation  de  l'esprit,  et  celte  sorte  de  sécu- 
rité qu'elle  donne  aux  esprits  qu'elle  a  contribué  à  former. 

Parmi  les  sujets  qu'a  développés  l'auteur  et  qui  ne  se  trouvent 
pas  d'habitude  dans  les  livres  aussi  élémentaires  que  le  sien,  je 
signalerai  d'abord  les  pai^agraphes  consacrés  aux  intégrales  par 
excès  ou  par  défaut  (Darboux),  aux  ensembles,  aux  diverses 
formes  de  la  condition  d'intégrabilité.  Les  ensembles  dont  il  est 
question  sont  des  ensembles  de  nombres  ou,  si  l'on  veut,  de  points 
sur  une  droite.  L'auteur  introduit  de  la  même  façon  que  M.  Jor- 
dan les  notions  d'ensembles  complémentaires ,  de  points  fron- 
tières d'un  ensemble  et  de  son  complémentaire,  de  points  inté- 
rieurs ou  extérieurs  à  un  ensemble;  la  longueur  extérieure  et  la 
longueur  intérieure  d'un  ensemble  contenu  dans  l'intervalle  ou  le 
segment  (^a,  b)  sont  définies  comme  étant  les  intégrales  par  excès 
et  par  défaut,  au  sens  de  ^L  Darboux 


r 


e{x) dx,  I     e  ( X)  dx, 


OÙ  e  (x)  désigne  une  fonction  de  x  égale  à  i  pour  tout  point  x  de 
l'ensemble,  à  o  pour  tout  point  qui  ne  lui  appartient  pas.  Cette 
définition,  qui  est  d'ailleurs  commode  par  sa  forme  simple,  ne 
diffère  qu'en  apparence  de  celle  de  M.Jordan;  celle-ci  revient  à  sup- 
poser, dans  l'intégrale  par  excès,  e  (x)  =  i,  non  seulement  pour 
les  points  de  l'ensemble,  mais  encore  pour  les  points  frontières,  et 
dans  l'intégrale  par  défaut  e  (a:)  =  i  pour  tout  point  qui  appar- 
tient à  l'ensemble  et  qui  n'en  est  pas  un  point  frontière  ;  mais, 
ainsi  que  M.  Lebesgue  a  bien  voulu  me  le  faire  remarquer,  la  défi- 
tion  de  M.  de  la  Vallée-Poussin,  conduit,  dans  tous  les  cas,  aux 
mêmes  nombres  que  celle  de  M.  Jordan.  La  longueur  ou  l'étendue 
extérieure  sont  les  mêmes  pour  l'un  et  l'autre;  les  ensembles 
mesurables,  pour  lesquels  la  longueur  extérieure  de  l'ensemble 
frontière  est  nulle,  sont  naturellement  aussi  les  mêmes.  Les  diffé- 
rences entre  cette  définition  et  celle  que  M.  Borel,  d'une  part,  a 
adoptée  pour  les  ensembles  mesurables,  et  d'autre  part,  celles 
que  ]\L  Lebesgue  a  données  dans  sa  thèse  Intégrale,  longueur, 
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aire  (')  des  mesures  extérieure  et  intérieure  d'un  ensemble  sont 
d'une  nature  beaucoup  plus  profonde. 

Pour  avoir  la  longueur  extérieure,  par  exemple,  au  sens  de 
M.  de  la  Vallée-Poussin,  on  doit  partager  Finlervalle  qui  contient 
Pensemble  en  un  nombre  limité  de  petits  intervalles  partiels, 
faire  la  somme  de  ceux  de  ces  intervalles  partiels  qui  contiennent 
des  points  de  l'ensemble,  et  chercher  la  borne  inférieure  de  l'en- 
semble A  de  toutes  les  sommes  ainsi  obtenues;  pour  avoir  la 
mesure  extérieure  au  sens  de  M.  Lebesgue,  il  faut  encore  enfer- 
mer tous  les  points  de  l'ensemble  dans  des  intervalles  partiels  en 
nombre  limité  ou  illimité,  faire  la  somme  de  tous  ces  inter- 
valles et  chercher  la  borne  inférieure  de  l'ensemble  B  de  toutes  les 
sommes  ainsi  obtenues.  11  est  clair  que  l'ensemble  A  est  contenu 
dans  l'ensemble  B;  mais  les  deux  ensembles  A  et  B  ne  sont  pas 
identiques  (-). 

S'il  s'agit  par  exemple  de  l'ensemble  des  points  à  abscisses 
rationnelles  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i),  la  longueur 
extérieure  sera  i  pour  M.  de  la  Vallée-Poussin,  et  la  longueur 
intérieure  o;  pour  ^1.  Lebesgue,  la  mesure  extérieure  du  même 
ensemble  est  nulle,  comme  sa  mesure  intérieure  ;  en  sorte  que  cet 
ensemble  est  mesurable  pour  lui  (sa  mesure  est  nulle)  et  qu'il  ne 
l'est  pas  pour  M.  de  la  Vallée  Poussin. 

Le  point  de  vue  auquel  s'était  placé  M.  Borel  dans  ses  Leçons 
sur  la  théorie  des  fonctions  (3),  pour  définir  les  ensembles  mesu- 
rables, en  partant  de  l'ensemble  formé  par  tous  les  points  d'un 
intervalle,  ensemble  pour  lequel  la  mesure  est,  par  définition, 
éo-ale  à  la  longueur  de  l'intervalle,  et  en  s'élevant  de  proche  en 
proche  à  la  mesure  d'un  ensemble  forn)é  d'une  infinité  dénom- 
brable  d'intervalles  n'empiétant  pas  l'un  sur  l'autre,  d'un  ensemble 
somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  mesurables  sans 
point  commun,  d'un  ensemble  différence  entre  deux  ensembles 
mesurables,  dont  le  premier  contient  le  second,  n'est  pas  moins 
naturel.  U  ne  coïncide  ni  avec  le  point  de  vue  de  M.  Jordan,  ni 
avec  celui  de  M.  Lebesgue,   qui,  cependant,   s'y  rattache   diroc- 


(')  Milan,  Kcbcscliini,  1902.  Voir  Bulletin,  t.  \\\  II,,  [).  58. 
(  =  )  C'est  encore  à  M.  Leliesgue  que  je  dois  res  cxpliiMlions. 
(»)  Gaulhier-Villars,  1898. 
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tement.  D'une  part,  il  v  a,  d'après  M.  Borel,  des  ensembles  qui 
sont  mesurables  pour  lui  et  qui  ne  le  sont  pas  pour  M.  Jordan, 
et  inversement;  dautre  part,  M.  Lebesgue  a  montré  qu'il  y  avait 
des  ensembles  mesurables  d'après  sa  définition,  et  qui  ne  l'étaient 
pas  au  sens  de  M.  Borel.  Enfin  les  ensembles  qui  «ont  mesu- 
rables pour  M.  Jordan,  ceux  qui  le  sont  pour  M.  Borel.  le  sont 
aussi  pour  M.  Lebesgue. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  notions  abstraites,  la  considération  de 
la  longueur  extérieure  et  de  la  longueur  intérieure  permet  à  M.  de 
la  Yallée-Poussia  de  présenter  sous  diverses  formes  intéressantes 
la  condition  pour  qu'une  fonction  soit  intégrable,  au  sens  de  Rie- 
mann. 

Je  dois  signaler  aussi,  dans  le  même  ordre  d'idées,  le  paragraphe 
qui  a  pour  titre  :  Définitions  analytiques  les  plus  générales  des 
courbes  continues  fermées,  rectifiables,  quarrahles;  fonctions 
à  variation  bornée.  Intégrales  curvilignes.  Les  propriétés  des 
courbes  fermées  ou  non  (mais  sans  point  multiple),  définie-^  par 
des  équations  de  la  forme 

./■  =  -J.U  1.        y  =  'l(t) 

sont  fondées  sur  la  décomposition  du  plan  en  petits  carrés,  et  la 
considération  de  l'ensemble  de  ces  petits  carrés  que  traverse  la 
courbe,  ou  une  portion  de  la  courbe,  carrés  qu'on  suppose  cou- 
verts de  hachures,  ainsi  que  les  carrés  vides  qu'ils  entourent.  Pour 
ce  qui  est,  en  particulier,  d'une  courbe  fermée,  on  parvient  ainsi 
à  la  recouvrir  d'un  anneau  formé  de  petits  carrés,  limité  par  deux 
polygones  sans  points  multiples,  qui  restent  très  voisins  de  la 
courbe;  cet  anneau  permet  de  définir  nettement  la  région  du  plan 
extérieure  ou  intérieure  à  l'anneau,  puis,  finalement,  la  région 
extérieure  et  la  région  intérieure  à  la  courbe.  On  arrive  ainsi,  par 
une  voie  assez  facile,  aux  propositions  fondamentales  que  l'on  doit 
à  M.  Jordan. 

Les  notions  d'arc  de  courbe,  d'intégrale  curviligne,  sont  ensuite 
présentées  dans  leur  généralité. 

Ce  premier  volume  est  consacré  à  peu  près  exclusivement  aux 
variables  réelles.  Il  n'est  guère  question  des  variables  complexes 
qu'à  la  fin  du  Volume,  à  propos  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  entières  de  la  variable,  où  leur  considération,  loin  de 
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compliquer  la  théorie,  éclaire  au  contraire  le  sujet.  Mais  elles  ont 
été  écartées  de  toutes  les  questions  de  Géométrie.  «  C'est,  dit 
l'auteur,  le  sens  de  la  réalité  seul  qui  intéresse  les  ingénieurs.  » 

Cette  petite  phrase,  qui  a  l'air  d'un  truisme,  se  trouve  être, 
sans  que  l'auteur  y  ait  songé,  une  critique  très  vive  de  l'enseigne- 
ment qui  est  donné,  non  pas  aux  élèves  de  nos  grandes  écoles 
techniques,  mais  bien  à  ceux  qui  s'y  préparent.  Si,  en  fait,  on  ne 
tient  guère  compte,  dans  notre  pays,  de  la  vérité  banale  qu'énonce 
M.  de  la  Vallée-Poussin,  personne,  en  principe,  n'oserait  la  con- 
tester. D'ailleurs,  si  intéressants  que  soient  en  eux-mêmes  ces 
Chapitres  de  la  Géométrie  où  l'on  (ait  intervenir  les  éléments 
imaginaires,  ou  ces  Chapitres  d'Algèbre  dans  lesquels  on  emploie 
le  langage  de  la  Géométrie,  quelle  que  soit  leur  importance  pour 
l'étude  des  intégrales  elliptiques  et  abéliennes,  ils  n'en  sont  pas 
moins  essentiellement  distincts  de  la  théorie  des  fonctions,  ou,  au 
moins,  des  éléments  de  cette  théorie  et  il  est  assurément  légitime 
de  les  laisser  de  côté,  dans  un  livre  comme  celui  de  JNI.  de  la  Vallée- 
Poussin.  Quelques  personnes  estimeront  qu'il  aurait  bien  pu  aussi 
laisser  de  côté  la  mesure  des  ensembles  et  les  questions  analogues, 
dont  les  ingénieurs  ne  se  préoccuperont  pas,  sans  doute,  d'ici 
longtemps,  en  tant  qu'ingénieurs.  Je  le  veux  bien,  mais  l'auteur 
pourrait  répondre  qu'il  n'est  pas  sorti  de  son  sujet,  qui  était  l'expo- 
sition des  principes  de  l'analjse;  en  quoi  je  pense  qu'il  aurait 
raison,  et  ceux  mêmes  qui  ne  seraient  pas  de  cet  avis  seront  obligés 
de  reconnaître  qu'il  n'en  est  pas  beaucoup  sorti,  ni  longtemps. 

Au  reste,  je  ne  serais  pas  étonné,  si  les  notions  de  ce  genre,  qui 
ont  semblé  tout  d'abord  difficiles,  perdaient  peu  à  peu  leur  obscu- 
rité apparente  :  il  arrive  que  les  étudiants,  pour  qui  tout  est  nou- 
veau, trouvent  certains  raisonnements  moins  difficiles  que  ne  font 
leurs  anciens,  et  même  leurs  maîtres,  qui  sont  rebelles  aux  nou- 
veautés, en  raison  de  leurs  habitudes  acquises,  qui  se  plaisent  sur- 
tout au  développement  de  leurs  propres  idées,  qui  se  réjouissent 
de  les  voir  germer  et  ileurlr  dans  leurs  élèves.  D'une  génération  à 
une  autre,  l'évidence  mathématique  n'est  pas  la  même. 

J.  T. 
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WHITAKER  (E.-T.).  —  A  Course  of  moderx  Axalysis,  an  introduction 
to  the  gênerai  theory  of  infinité  séries  and  of  analytic  functions; 
with  an  account  of  the  principal  transcendantal  functions.  i  vol.  in-S". 
xvi-378  pages.  Cambridge,  University  Press;  1902. 

Le  Livre  de  M.  Whitaker  comprend  deux  Parties  bien  dis- 
tinctes ;  la  première  contient  les  éléments  de  la  théorie  générale  des 
fonctions  d'une  variable  complexe;  l'autre  contient  l'étude  d'un 
certain  nombre  de  fonctions  transcendantes,  faite  à  la  lumière  de 
cette  théorie  générale.  C'est  un  plan  fort  bien  conçu. 

Le  lecteur  finit  par  se  fatiguer  des  généralités;  il  est  bien  aise 
de  se  reposer  pour  ainsi  dire  dans  un  paysage  plus  restreint, 
peuplé  d'êtres  intéressants  qu'il  étudie  à  loisir;  dans  cette  étude,  il 
ne  peut  manquer  d'admirer  la  puissance  des  idées  générales  qu'il  a 
d'abord  acquises;  il  les  comprend  mieux  et  elles  se  fixent  dans 
son  esprit.  Les  connaissances  qu'il  acquiert  ainsi  lui  seront  d'ail- 
leurs indispensables  s'il  veut  pénétrer  plus  avant  dans  le  monde 
des  mathématiques.  La  lecture  d'un  livre  comme  celui  de  M.  Whi- 
taker lui  aura  été  singulièrement  profitable,  surtout  s'il  s'astreint 
à  traiter  les  nombreux  exemples  et  exercices  dont  lauteur  a 
enrichi  son  livre.  Ces  exemples  sont  tirés,  pour  la  plupart,  ou  de 
Mémoires  originaux,  ou  des  questions  posées  aux  examens  de 
Cambridoje,  de  Trinitv  Colleore,  etc.  Souvent  l'auteur  indique  la 
solution  en  quelques  mots. 

Le  Livre  s'ouvre  par  les  notions  indispensables  sur  les  séries, 
les  produits  infinis,  etc.  Signalons  l'introduction  des  déterminants 
infinis. 

L'auteur  aborde  ensuite  la  théorie  des  fonctions  analvtiques. 

L'intégrale 

prise  le  long  d'une  courbe  qui  joint  le  point  A  au  point  13  est  dé- 
finie, comme  limite  d'une  somme,  en  supposant  seulement  la 
continuité  de  la  fonction  /(^)  du  point  z.  L'existence  de  cette 
limite  est  démontrée  dune  façon  très  simple.  Le  théorème  de 
Cauchy,  en  supposant  l'existence  de  la  dérivée,  est  ensuite  établi 
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d'une  façon  analogue  à  celle  que  l'on  doit  à  M.  Goursat  ;  il  me 
paraît  regrettable  que  l'auteur  n'ait  pas  cru  devoir  ajouter  quel- 
ques mots,  de  manière  à  faire  ressortir,  ainsi  que  l'a  fait  M.  Gour- 
sat, le  fait  si  important  que,  dans  cette  démonstration,  la  suppo- 
sition que  le  rapport 

/(-^.    h)  —  f(z) 

h 

tend  uniformément  vers  f'{z)  n'intervient  pas,  et  que,  au  con- 
traire, la  démonstration  même  prouve  que  le  ra|)port  tend  unifor- 
mément versy(s)  dans  une  aire  limitée  par  un  contour,  pourvu 
que  la  dérivée  existe.  Cette  remarque  était  assurément  de  celles 
qui  justifient  la  priorité  accordée  par  l'auteur  au  point  de  vue  de 
Cauchy,  point  de  vue  que  l'autorité  de  Weierstrass  et  la  belle 
ordonnance  de  sa  doctrine  avaient  un  peu  rejeté  dans  l'ombreç 

La  variété  des  tendances  philosophiques  est  toujours  amusante 
à  observer.  Dans  une  Note,  qui  n'a  que  quelques  lignes  et  qui  n'a 
aucune  importance  dans  son  Livre,  M.  Whitaker  veut  prémunir  son 
lecteur  contre  l'idée  que  toutes  les  fonctions  sont  développables 
en  série  de  Taylor.  Si  la  température,  en  un  point  de  la  terre, 
était  déveloj)pable  en  série  de  Tajlor,  suivant  les  puissances  du 
temps,  il  suffirait,  dit-il,  de  connaître  la  température  pendant  un 
jour,  pour  pouvoir  la  prédire  à  n'importe  quelle  épocjue. 

Celte  conclusion  est  suivie  d'un  point  d'exclamation,  tant  l'au- 
teur est  sûr  que  son  absurdité  sautera  aux  yeux  du  lecteur.  Com- 
bien n'a-t-on  pas  rencontré  de  gens  qui  voyaient  dans  le  carac- 
tère analyti(jue  des  solutions  des  équations  dilTérentieiles  la 
démonstration  mathématique  du  déterminisme,  démonstration 
d'autant  plus  admirable  (ju'ellc  fermait  la  bouche  à  ceux  qui 
n'entendent  point  les  iMalhcmaliqucs. 

«  Les  exemples  (|u'oii  prend  pour  prouver  d'autres  choses  si  l'on 
voulait  prouver  les  exemples,  on  prendrait  les  autres  choses  |)our 
en  être  les  exemples;  car  comme  on  croit  toujours  ([ue  la  difliculié 
est  à  ce  qu'on  veut  prouver,  on  trouve  les  exemples  plus  clairs  et 
aidant  à  le  montrer.  Ainsi,  quand  on  veut  montrer  une  chose  géné- 
rale, il  faut  en  donner  la  règle  particulière  d'un  cas;  mais  si  l'on 
veut  montrer  un  cas  particulier,  il  faudra  commencer  par  la  règle 
générale...  »  Et  encore  le  sce[)ticisme  de  Pascal  ne  va  pas  assez 
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loin;  la  méthode  qu'il  dévoile  peut  servir  à  prouver  le  pour  et  le 
contre,  que  les  fonctions  ne  sont  pas  développables  en  série  de 
Tajlor,  et  que  l'Univers  est  entièrement  déterminé. 

A  la  vérité,  il  est  très  certain  que  nous  sommes  incapables  de 
connaître  complètement  un  seul  phénomène,  la  température  en 
un  point  pendant  un  jour,  par  exemple,  et  bien  vraisemblable 
qu'il  n'y  a  pas  un  seul  phénomène  qui  soit  susceptible  d'être 
entièrement  défini.  Si  l'on  ne  sait  pas  au  juste  ce  que  c'est  que  la 
température,  il  est  prématuré  de  se  demander  si  elle  est  dévelop- 
pable  en  série  de  Taylor,  et  s'il  est  possible  de  la  prévoir  au  bout 
d'un  temps  quelconque.  Au  point  de  vue  strictement  scientifique, 
le  problème  du  déterminisme  ne  se  pose  même  pas. 

Après  avoir  tiré  du  théorème  de  Cauchj  les  séries  de  Taylor  et 
de  Laurent,  l'auteur  s'arrête  un  instant  sur  la  notion  de  conver- 
gence uniforme,  pour  montrer  le  rôle  que  joue  cette  notion  dans 
le  maniement  des  séries,  sur  l'application  du  théorème  de  Cauchy 
à  la  détermination  des  intégrales  définies  et  sur  divers  modes  de 
développement  en  séries.  Signalons,  dans  le  Chapitre  relatif  à  ce 
dernier  sujet,  outre  la  formule  générale  que  l'on  doit  à  M.  Dar- 
boux,  la  formule  d'Euler-Maclaurin,  celles  de  M.  Burmann  et  de 
M.  Teixeira,  et  la  formule  de  Lagrange,  qui  apparaît  comme  un 
cas  particulier  de  ces  dernières. 

Un  important  Chapitre  est  consacré  à  la  série  de  Fourier.  L'au- 
teur y  reprend  une  démonstration,  dont  le  principe  est  dû  à  Cau- 
chy, fondée  sur  le  caractère  analytique  de  la  fonction  de  ^ 


?(^)=  jiirr  f  ^^~'fit)dt\ 


il  expose  aussi  l'anal jse  de  Dirichlet  et  les  propriétés  fondamen- 
tales des  séries  trigonométriques. 

Un  court  Chapitre  sur  les  expressions  asymptotiques  termine  la 
première  Partie. 

La  seconde  Partie  est,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  consacrée  à 
l'étude  de  fonctions  particulières  :  C'est  tout  d'abord  la  fonction  F, 
puis  les  fonctions  de  Legendre,  les  fonctions  hypergéométriques, 
les  fonctions  de  Bessel.  Signalons  à  propos  des  fonctions  hyper- 
géométriques  celles  que  l'auteur  désigne  sous  le  nom  de  générales 
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et  qui  vérifient  l'écpiation  différentielle,  due  à  M.   Papperitz, 


—~-  -H  A  -5 — ^  B  r  =  o 

dx-  dx         -^ 


ou  1  on  a  pose 


fs3'((^  —  a){b  —  c) 


_   faa'fa  —  b)(a  —  c) 

L  X  —  a  X  —  b 

YT'(^  —  a)(c  —  b)l  r 

X  —  c  J    (x  —  a)ix  — 


b}ix  —  c  j'- 


en désignant  par  a.  b,  c,    a.   °,  -',  a',    j',  v'  des  constantes  qui 
vérifient  la  condition 


Y^ 


Y  =1. 


Cette  éfpiation  reste  invariante  quand  on  v  fait,  sur  la  variable  x 
et  les  points  de  ramification  a,  6,  c,  la  même  transformation 
homographique  :  elle  est  vérifiée  par  une  intégrale  de  la  forme 


(x—  a)^(x  —  b )?(x  ~  c)y    I   'f{t 


)di 


ou 


'^{t)  =  {t  —  rtj.3*-Y^a-'  (^  —  6)ï+«+?-»  (t  —  c)^+?^r-i(x  —  ty-^-p-y  dt, 

et  où  G  est  un  contour  fermé  du  plan  des  t,  tel  que  '-^(t)  reprenne 
la  même  valeur  au  point  d'arrivée  qu'au  point  initial,  ou  un  arc 
de  courbe  tel  qu'à  l'origine  et  à  l'extrémité,  la  fonction 


?(0 


,  {t  —  a){t  —  b){t  —  c  ) 


X  —  t 


ail  des  valeurs  égales. 

M.  Whilaker  traite  ensuite  des  solutions  des  équations 

dx"-    '     dj^   ~    ' 
di\        d-^Y        d^\ 


dx^        dy"- 


dz'- 


rf^y      rf^  ^  d^         _ 

dx^   ~^   dy-  ~^    dz"-  '^       ~"  "' 
et  finit  par  les   fonctions  eUipticpies,  auxquelles  il  consacre  trois 
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Chapitres.  Il  prend  pour  point  de  départ  la  fonction  p  de  Weier- 
strass,  définie  par  la  série  à  double  entrée  qui  met  en  évidence 
son  caractère  doublement  périodique;  c'est  d'ailleurs  au  moyen 
d'une  série  de  la  même  nature  que,  dans  le  Chapitre  suivant,  il 
définira  la  fonction  sn:;;  il  passe  en  revue  les  propriétés  fonda- 
mentales des  fonctions  p:;,  sn;,  en:;,  dn;  et  établit,  dans  le  der- 
nier Chapitre,  les  propriétés  générales  des  fonctions  elliptiques. 

J.  T. 


Compte  rendu  du  deuxième  Congrès  international  des  Mathématiciens 
tenu  à  Paris  du  6  au  12  août  1900.  Procès-verbaux  et  Communicalions 
publiés  par  £.  Duporcq.  1  vol  in-S",  455  pages.  Paris,  Gauthier-Villars; 
1902. 

Les  Congrès  scientifiques  permettent  aux  savants  de  se  con- 
naître; il  est  entendu  que  c'est  là  leur  principal  objet.  Que  chacun 
désire  connaître  les  traits,  la  voix,  les  gestes,  la  façon  d'être  de 
ceux  dont  il  a  étudié  les  travaux,  admiré  les  découvertes,  cela  est 
fort  naturel,  et  l'on  est  reconnaissant  à  ceux  qui  sont  venus,  sim- 
plement de  ce  qu'ils  se  sont  laissés  voir,  entendre,  serrer  les 
mains.  Désormais,  un  mémoire  qu'on  lira  éveillera  une  physio- 
nomie, un  son  de  voix;  un  peu  de  sympathie  humaine  se  mêlera 
à  l'étude,  qui  n'y  perdra  rien. 

M.  Duporcq,  qui,  avant  et  pendant  le  Congrès,  s'était  dépensé 
sans  compter,  a  pris  encore  soin  d'en  publier  les  procès-verbaux, 
les  conférences  et  les  communications;  grâce  à  lui,  l'importance 
scientifique  du  second  Congrès  international  des  Mathématiciens 
apparaît  clairement.  En  lisant  le  beau  volume  à  la  publication 
duquel  M.  Duporcq  a  consacré  tous  ses  soins,  ceux  qui  ont  assisté 
à  ce  Congrès  sentiront  se  raviver  leurs  souvenirs,  étudieront  à  loisir 
les  communications  qui  les  avaient  intéressés,  ou  celles  qu'ils 
n'avaient  pu  entendre  ;  ceux  mêmes  qui  n'avaient  pu  assister  au 
Congrès  pourront  profiter  de  ce  qui  s'y  est  dit  et  se  promettront 
sans  doute  de  s'arranger  pour  ne  pas  manquer  la  ])rochaine 
réunion. 
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On  trouvera,  après  la  llsle  des  membres,  un  compte  rendu  som- 
maire de  riiistoire  du  Congrès  et  les  procès-verbaux  des  séances, 
les  Gonlérences  de  MM.  Cantor,  Volterra,  Hilbert,  Poincaré, 
Mittag-Leffler  :  M.  Cantor,  dont  la  bonne  humeur  est  robuste  et 
la  science  impeccable,  a  retracé  dans  un  tableau  amusant  et  in- 
structif l'histoire  des  historiens  de  la  Mathématique  :  il  n'a  oubhé 
dans  ce  tableau  que  le  plus  grand  de  ces  historiens.  M.  Volterra, 
dans  un  langage  très  élégant,  a  raconté  la  vie  et  caractérisé  l'œuvre 
de  Brioschi,  de  Belti  et  de  Casorati.  Il  a  apporté  à  ces  trois 
éminenls  géomètres  le  tribut  de  reconnaissance  de  l'École  ita- 
lienne, qu'il  représentait  si  brillamment  au  Congrès.  ^I.  Hilbert 
a  agité  et  classé  les  problèmes  futurs  des  mathématiques.  Son 
important  travail  ne  peut  avoir  qu'une  heureuse  influence  sur 
1  élude  de  ces  i^roblèmes,  à  la  solution  desquels  on  peut  compter 
que  M.  Hilbert  contribuera,  et  il  laut  savoir  gré  à  M.  Laugel 
de  nous  en  avoir  donné  une  version  française.  M.  Poincaré  a 
parlé  du  rôle,  de  la  logique  et  de  l'intuition  en  mathématique; 
nul,  assurément,  ne  connaissait  mieux  le  double  sujet  et  n'était 
capable  d'en  parler  avec  plus  de  finesse  et  de  profondeur. 
M.  Mittag-Leffler  est,  sans  doute,  l'un  des  géomètres  qui  ont  le 
mieux  pénétré  la  pensée  de  ^Yeierslrass  et  il  a  été,  pendant  de 
longues  années,  le  collègue  et  l'ami  de  Sonia  Kowalevski  ;  il  était 
désigné  pour  parler  de  l'un  et  de  l'autre  et  les  faire  revivre:  les 
pages  de  la  correspondance  de  Weierstrass  qu'il  a  lues  sont  sin- 
gulièrement vivantes,  et  tout  le  monde  s'est  réjoui  de  la  lecture 
de  ces  lettres  intimes,  puisque  quelques  morts  seulement  v  sont 
un  peu  maltraités. 

Les  nombreuses  Communications  que  contient  le  Compte 
rendu  témoignent  de  l'importance  du  Congrès  :  malgré  l'intérêt 
qu'elles  présentent,  elles  sont,  le  plus  souvent,  trop  courtes  pour 
être  analysées  en  détail  :  l'énoncé  de  leurs  titres  suffira  pour  que 
tous  les  mathématiciens  veuillent  posséder  le  volume  qui  les 
contient  : 

Section  I.  —  Arithmétique  et  Algèbre 

Léon  Autonne.  —  Sur  les  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe 
linéaire  quaternaire  régulier. 
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llarris  Hancock.  —  Remarques  sur  les  systèmes  modulaires  de  Kro- 
nerter. 

Helge  von  Kock.  — ■  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers. 

Raoul  Perrin.  —  Sur  le   covariant   résolvant  de   la    forme   binaire  du 
cinquième  ordre. 

L.-E.  Dickson.   —    Les  systèmes  connus  de   groupes   simples   et   leur 
inter-isomorphismc. 

Arfenias  Martin.  —  Une  méthode  pour  calculer  le  logarithme  vulgaire 
d'un  nombre  sans  faire  usage  d'aucun  logarithme. 

Alexandro  Padoa.  —  Un  nouveau   système  de  postulats  irréductibles 
pour  l'Algèbre. 

Artemas    Martin.    —    Une     méthode     rigoureuse     pour    trouver    des 
nombres  bicarrés  dont  la  somme  sera  un  nombre  bicarré. 


Section  II.  —  Analyse. 

Tikhomandritzky .  —  Sur  l'évanouissement  des  fonctions  0  de  plusieurs 
variables. 

Mittag-Lefjler .  —  Sur  une  extension  de  la  série  de  Taylor. 

E .  Borel.  —  Remarques  relatives  à  la  Communication   de  M.    Mittag- 
Leffler. 

E.  Jahnke.  —  Nouveaux  systèmes  orthogonaux  pour  les  dérivés  des 
fonctions  0  de  deux  arguments. 

Jules  Drach.  —  Sur  les  intégrales  complètes  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre. 

Section  III.  —  Géométrie. 

E.  O.  Lovett.  —   Sur  les  transformations  de  contact  entre  les   lignes 
droites  et  les  sphères. 

F.  J.  Vaes.  —  Sur  les  corps  réguliers  et  semi-réguliers. 

Alctander    Macfarlane.    —    Application    de    l'analyse    spatiale  aux 
coordonnées  curvilignes. 

Federico  Aniodeo.  —  Coup  d'reil  sur  les  courbes  algébriques  au  point 
de  vue  de  la  gonalité. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  j"  série,  l.  XWII.  (Mai   igoS.)  9 
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Irving  Stringhnm.  —    Transformations    orthogonales    clans    l'espace 
elliptique  ou  hyperbolique. 

V.  Jamet.  —  Sur  le  théorème  de  M.  Salmon,  concernant  les  cubiques 
planes. 

A.  Padoa.  —  Un  nouveau  système  de  définitions   pour  la   géométrie 
euclidienne. 

Section  IV.  —  Mécanique. 

Jean  Boccardi.  —  Remarques  sur  le  calcul  des  perturbations  spéciales 
des  petites  planètes. 

/.  Hadamard.  —  Sur  les  équations  au\  dérivées  partielles  à  caracté- 
ristiques réelles. 

V.  Volterra.  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 


Section  V.  —  Bibliographie  et  Histoire. 

B.  Fujisawa.   —  Note    sur   les  Mathématiques  dans  l'ancienne    Ecole 
japonaise. 

Angel  Gallardo.  —  Les  Mathématiques  et  la  Biologie. 


Section  VI.  —  Enseignement  et  Méthodes. 
Zoel  G.  de  Galdeano.  —  Note  sur  la  critique  mathématique. 

Alfredo  Capelli.  —  L'hyper-arithmétique  et  la  direction  combinatoire 
de  l'arithmétique  ordinaire. 

Ed.    Maillet.    —  Sur    l'utilité   de    la    publication    de    certains  rensei- 
gnements bibliographiques  en  Mathématiques. 

Ch.  Méray.   —  Sur    la  langue    internationale  auxiliaire   de  M.    le   D'' 
Zamenhof,  connue  sous  le  nom  d'Espéranto. 

G.  l'cronese.  —  Les  postulats  de  la  Géométrie  dans  l'enseignement. 

J.  T. 
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FREYCINET  (C.  de).  —  De  l'expérience  ex  Géométrie,   i  vol.  in-8"; 
xix-178  pages.  Paris,  Gauthier- Villars,  1903. 

Pendant  que  les  uns  s'elTorcent  de  scruter  les  axiomes  de  la 
Géométrie,  d'en  fixer  l'indépendance  ou  Y  interdépendance  ^  et 
s'appliquent  à  ne  raisonner  que  sur  des  symboles  abstraits,  pour 
ne  permettre  à  aucune  intuition  spatiale  de  pénétrer  subreptice- 
ment dans  leurs  raisonnements,  que  d'autres  poursuivent  avec  pa- 
tience l'étrange  construction  de  quelqu'une  de  ces  Géométries 
où  l'on  a  laissé  tomber  l'un  ou  l'autre  des  axiomes  de  la  Géomé- 
trie ordinaire,  et  s'efforcent  de  lui  conférer  une  sorte  de  légiti- 
mité à  l'existence  logique,  non  seulement  par  la  cohérence  même 
des  déductions,  mais  par  une  correspondance  entre  l'espace  ima- 
ginaire où  ils  se  meuvent,  sicut  cJiiniœra  bombynans  in  vacuo, 
et  cet  espace  auquel  nous  avons  l'habitude  d'attribuer  quelque 
réalité,  M.  de  Frejcinet,  dans  un  livre  qui  n'intéressera  pas 
moins  les  philosophes  que  les  mathématiciens,  et  dont  le  style 
élégant,  distinoué  et  modéré  charmera  les  uns  et  les  autres,  se 
plaît  à  rappeler  l'origine  expérimentale  des  concepts  géométriques. 
Ce  n'est  pas  que  léminent  penseur  condamne  les  recherches 
auxquelles  je  viens  de  faire  allusion;  pour  le  faire,  il  respecte 
trop  la  Sv;ience  et  la  liberté  des  savants,  mais  ces  géométries,  qui 
portent  toutes  le  nom  d'un  grand  mathématicien,  affublé  d'une 
négation  par  devant,  ne  sont  pas  pour  lui  de  la  géométrie,  tout 
court  :  en  quoi,  il  est  facile  de  se  ranger  à  son  avis. 

Que  l'expérience,  ou  l'intuition,  aient  une  large  part  dans  la 
formation  des  concepts  fondamentaux  de  la  Géométrie,  c'est  sans 
doute  ce  que  l'on  ne  contestera  pas  à  !M.  de  Freyclnet.  Peut-être 
conviendrait-il  de  distinguer  l'une  de  laulre,  et  d'accorder  aussi 
que  l'intuition,  si  même  elle  est  impossible  sans  aucune  expé- 
rience, contient  un  élément  a  priori^  une  prédisposition  de  notre 
esprit,  logiquement  antérieure  à  notre  expérience.  Ce  n'est  pas 
ici  le  lieu  d'agiter  (sans  la  résoudre)  la  question  de  savoir  si  cette 
prédisposition,  chez  chacun  de  nous,  peut  provenir  d'une  longue 
suite  d'expériences  ancestrales,  déposées  dans  les  individus,  len- 
tement accumulées  dans  la  race:  nous  naissons  tels  (piels,  avec  des 
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puissances  et  des  tendances  que  notre  expérience,  à  nous  (si  nous 
avons  quelque  individualité),  n'a  pas  formées  et  qui  ne  se  révéle- 
ront à  nous-mêmes  que  par  notre  propre  expérience.  Sans  doute, 
nous  rencontrerons,  dans  le  monde  extérieur,  des  objets  qui 
éveillent  en  nous  les  idées  de  ligne  droite,  de  point  ou  de  plan; 
et,  si  nous  étions  enfermés  en  nous-mêmes,  ces  idées  n'auraient 
pu  naître  en  nous;  mais  combien  ces  concepts,  dans  leur  pureté 
géométrique,  sont  éloignés  des  objets  réels,  à  propos  desquels  ils 
se  sont  éveillés!  Cette  pureté  même  ne  leur  permet  aucune  réa- 
lité, en  deliors  de  notre  pensée;  nous  n'arrivons  à  les  construire 
qu'en  faisant  abstraction  des  conditions  de  la  réalité  extérieure. 
Quand  je  réduis,  par  la  pensée,  le  point  matériel  à  n'être  plus 
cju'un  point  géométrique,  je  lui  refuse  par  cela  même  la  possibi- 
lité d'éveiller  en  moi  une  sensation. 

Si  les  expériences  sur  lesquelles  se  fondent  les  concepts  >de  la 
Géométrie  sont  innombrables,  il  faut  reconnaître  aussi  que  la 
grossièreté  de  ces  expériences  s'oppose  à  l'absolue  précision  de  ces 
concepts;  on  ne  s'est  jamais  avisé  d'installer  des  expériences  de 
précision,  qui  se  rapportent,  ni  aux  concepts  fondamentaux  de  la 
Géométrie,  ni  à  leurs  conséquences  lointaines;  je  ne  répondrais 
pas,  s'il  tombait  entre  les  mains  d'un  médecin  aliéniste,  du  sort 
d'un  physicien  qui  poursuivrait  des  mesures  délicates  pour  recon- 
naître si  le  carré  de  l'hvpoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  bien 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  autres  côtés;  et  si  ce  physicien 
venait  nous  annoncer  que  la  différence  entre  les  résultats  de  l'ob- 
servation et  du  calcul  est  supérieure  aux  erreurs  possibles  d'ex- 
périence, on  le  regarderait  avec  un  sourire  attristé  et  Ton  ne 
s'aviserait  pas  de  voir,  dans  la  différence  annoncée,  l'influence 
maligne  de  cette  contingence,  qu'il  faut  pourlanl  bien  admettre 
dans  les  lois  que  nous  tirons  de  rcxpéricnce.  Au  contraire,  on  est 
bien  aise  de  savoir  que  MM.  Sanford  et  Ray,  ayant  effectué  dans 
des  vases  fermés  des  opérations  chimiques,  ont  trouvé  qu'aucune 
différence  de  poids  plus  grande  que  .  juôouo  n'est  produite  par  la 
double  décomposition  réalisée  (').  Je  crois  bien  que  depuis  189-, 
époque  à  laquelle  remontent  les  expériences  de  M^[.  Sanford  et 
Kay,  on  a  continué  à  faire  des  expériences  dans  le  même  sens,  lui 
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supposant,  comme  je  le  souhaite  bien  vivement,  qu'elles  donnent 
toujours  le  même  résultat,  combien,  dans  l'hvpothèse  évolution- 
niste,  faudra-t-il  de  générations  de  physiciens,  pour  que  ceux-ci 
en  viennent  à  attribuer  au  principe  de  la  conservation  de  la  masse 
la  même  évidence  quaux  théorèmes  de  la  Géométrie?  Malgré  tout, 
il  est  difficile  de  se  débarrasser  des  formules  de  Rant,  ou  même 
de  Leibnitz,  et  tout  en  reconnaissant  la  part  de  l'expérience,  de 
ne  pas  avouer  que  nous  sommes,  nous-mêmes,  pour  beaucoup  dans 
notre  science,  qui  n'est  pas  une  simple  somme  de  faits  expéri- 
mentaux. 

Si  le  livre  de  M.  de  Freycinet  ramène  notre  pensée  vers  des 
problèmes  philosophiques  qu'il  sera  toujours  utile  de  méditer, 
puisqu'on  n'arrivera  sans  doute  jamais  aies  résoudre,  il  ne  donne 
pas  moins  à  réfléchir  sur  la  façon  dont  il  convient  d'enseigner  la 
Géométrie.  Bien  que  l'auteur  ne  semble  nullement  s'être  proposé 
de  traiter  ce  sujet,  je  crois  qu'on  pourrait  tirer  grand  parti  de  ses 
ingénieuses  observations. 

Pour  ce  qui  concerne  l'enseignement  à  donner  à  des  commen- 
çants, la  conclusion  à  tirer  de  celte  critique  à  laquelle  ont  été  sou- 
mis les  axiomes  et  les  postulats  de  la  Géométrie  semble  évidente. 
D  une  part,  il  est  impossible  de  fonder  un  enseignement  pure- 
ment logique  de  la  Géométrie  sur  un  très  petit  nombre  daxiomes 
bien  clairs,  immédiatement  saisis  dans  leur  forme  abstraite; 
d'autre  part,  on  risquerait  d'affoler  les  enfants  en  leur  débitant 
une  liste  complète  (ou  prétendue  telle)  de  ces  axiomes,  et  l'on  y 
parviendrait  sûrement  en  discutant  devant  eux  l'indépendance  ou 
l'interdépendance  de  ces  axiomes.  Si  tout  cela  est  certain,  la  re- 
cherche d'une  grande  rigueur  logique  dans  un  premier  enseigne- 
ment des  éléments  de  la  Géométrie  apparaît  comme  inutile  ;  et  il 
se  pourrait  bien  que  cette  inutilité  fût  vaguement  sentie  par  les 
écoliers,  qui  se  demandent  de  quoi  on  leur  parle  et  où  on  les 
mène,  et  qui  trouvent  les  énoncés  beaucoup  plus  clairs  que  les 
démonstrations.  Il  ne  serait  peut-être  pas  difficile  à  des  maîtres 
exercés,  qui  savent  observer  ceux  qui  leur  sont  confiés,  après 
avoir  habitué  leurs  élèves  à  la  connaissance  des  formes  géomé- 
triques, de  démêler  celles  des  propositions  du  début  de  la  Géomé- 
trie qu'on  peut,  sans  inconvénient,  regarder  comme  intuitives;  je 
n'aurais  aucune  peine,  pour  ma  part,  à  accordera  M.  deFrevcinct 
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qu'on  peut  ranger  parmi  celles-là  Téquidistance  de  deux  j^arallèles, 
et  je  crois  même  quun  enfant,  habitué  à  manier  la  règle  et 
léquerre,  accorderait  assez  volontiers  à  son  maître  légalité  des 
angles  correspondants.  De  cette  façon,  on  amènerait  les  élèves  à 
comprendre  la  nature  des  problèmes  géométriques,  à  rapporter 
les  uns  à  l'art  du  dessin,  les  autres  à  l'objet  primitif  de  la  Géomé- 
trie, à  la  mesure  des  aires  et  des  volumes.  Peut-être  faudrait-il 
reprendre  quelque  chose  de  la  méthode  de  ces  hindous,  qui  se 
contentaient,  pour  une  démonstration,  du  mot  vois  placé  au-des- 
sous dune  figure.  Il  ne  serait  pas  impossible  de  montrer  que,  à 
procéder  ainsi,  on  ne  va  pas  bien  loin,  de  faire  voir  par  quelques 
exemples  amusants,  que  l'intuition  peut  tromper,  d'éveiller,  à 
l'heure  convenable,  des  inquiétudes,  de  faire  désirer  aux  élèves 
une  première  revision  des  principes,  et  la  fixation  d'une  liste,  non 
pas  encore  des  axiomes,  mais  de  propositions  fondamentales,  dont 
le  sens  serait  bien  compris,  dont  les  énoncés  seraient  sus  par  cœur, 
sur  lesquelles,  seules,  désormais,  il  serait  permis  de  s'appujer 
pour  aller  plus  loin.  Rattacher  ces  propositions  aux  axiomes  est 
l'œuvre  d'esprits  plus  formés,  déjà  aiguisés  par  l'habitude  du  rai- 
sonnement mathématique  ;  quant  à  la  critique  des  axiomes,  son 
intérêt  est  considérable,  sans  doute,  mais  elle  ne  regarde  que  ceux 
qui  aiment  la  Science  pour  elle-même,  et  je  crois  bien  que 
la  passion  pour  la  Géométrie  ne  s'éveille  pas  chez  les  jeunes 
esprits,  à  la  lecture  des  premières  pages  des  meilleurs  Traités. 
Je  demande  pardon  au  lecteur  de  l'avoir  moins  entretenu  du 
livre  de  M.  de  Freycinet  que  des  réflexions  que  sa  lecture  m'a  sug- 
gérées; aussi  bien  ce  livre  se  recommande-t-il  assez  par  le  nom  de 
son  auteur,  et  les  qualités  cJe  l'exposition  risquent-elles  de  déses- 
pérer ceux  qui  s'efforceraient  de  la  résumer.  Et  puis,  le  but  de 
pareils  livres  n'est-il  pas  de  faire  rél'échir  ceux  qui  les  lisent? 

J.  T. 
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SUR  LA  REPRÉSENTATION  SPHÉRIQUE  DES  SURFACES. 
Par  m.  1'.  STACCKKL.  k  Kiel. 


On  sait  que  la  Géométrie  difTérentielle  des  surfaces  se  ralLaclie 
à  la  théorie  des  formes  différentielles  binaires  : 

A=     dx'    -t-     dy-    -ï-    dz-    =     C  du-    -+-    i.!  du  dv    -^(^dv-, 
B  =  dx  d\  -^  dy  d\  -f-  dz  dZ  =  —  i^  du-  —  2  d\L  du  dv  —  .)b  dv-, 
r=    f/X^    -h    dX^    -+-    f/Z2    =     ^du^    -T-    lidudv    ^fôdv"-. 


Posons 

I 


=  K, 


R1R2  '  Hi       Ko 

et  nous  aurons  la  relation  fondamentale 
KA  -^  HB  +  r  =  o, 

qui  entraîne  les  équations 

C'est  en  démontrant  ces  trois  équations  par  des  calculs  assez 
longs  qu'on  est  parvenu  à  la  relation  entre  A,  B  et  F.  Voilà  une 
démonstration  directe  et  simple. 

En  combinant  les  formules  d'Olinde  Rodrigues 

<:/i  a;  -i-  Ri  <j?i  X  =  o,         tfj  ^  -i-  R2  c?2  X  =  o, 

avec  les  équations 

dx  =dix  +  dyx,         dX  =  diX-{-  d2'S., 

on  obtient  les  identités 

dx  -T-  R2  dX  =  /  I  —  — "  Wi  :r, 

f/:r  +  R,  f/X  =  /^ I  -  ^1  )  dox. 
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Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer  ^  et  X  par  j'  et  \,  z-  et  Z. 

Appliquons  les  identités  que  nous  venons  de  déduire   à  Téqua- 

tion 

di X  cU_x  —  d^y  d^y  -^  di  z  d.,z  =  o 

qui    s'ensuit   de    Tortliogonalité   des    lignes   de    courbure.  Nous 


{dx-^Hi  dX){dx  -^  Ri  dX)  —  {dy—Eo  dX)(dy  —  R,  d\  ) 

-r-  {dz  -^  R.  dZ  )(  dz  -r-  Ri  dZ  i  =  o, 

équation  qui,  divisée  par  RiRo,  prendra  la  forme 
KA-^HB  -^r  =  o. 
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CZUBER  (E  ).  —  WAiiRSCHEixLiciiiCKiTSREcnxuxG  UNO  iiiRE  Anwenduxg  alf 
Feulerai. SGLEiCHUXG,  Statistik  uxd  Lebexsversicheruxg  (t.  IX  de  la 
Saminluni:;  von  Lelirbucliern  auf  Aem  Gebiete  der  mathematischeii  Wis- 
tenscliaftnrty  mit  Einschluss  ihrer  Anweiidungen).  i  vol.  in-8",  xv-592  pages. 
Leipzig,  ïeubner;  1902-190J. 

Nous  avons  en  l'occasion  de  parler  ici  réceninienl  de  la  Iraduc- 
lion  qu'a  faite  M.  le  capitaine  Schuermans  des  Probabilités  et 
moyennes  géométriques  de  M.  Czuber,  et  de  l'intérêt  qu'offrait 
celte  traduction.  Si  la  grosseur  du  présent  Traité  ne  devait  effrayer 
ni  le  traducteur,  ni  l'éditeur,  et  si  l'on  ne  tenait  compte  que  du 
service  rendu  à  des  gens  qui,  malheureusement,  ne  peuvent  pas 
être  bien  nombreux,  c'est  du  présent  Traité  qu'il  faudrait  sou- 
haiter la  traduction,  précisément  parce  que,  en  raison  même  du 
sujet,  des  discussions  subtiles  que  comportent  bien  des  questions, 
des  excursions  nécessaires  dans  d'autres  domaines  que  celui  des 
mathématiques,  la  lecture  n'en  peut  être  aisée  pour  ceux  qui  ne 
possèdent  pas  à  fond  la  langue  dans  laquelle  il  est  écrit.  Quant  à 
l'intérêt  du  sujet,  il  est  considérable.  Le  calcul  des  probabilités, 
quand  on  le  borne  à  des  questions  de  jeu,  est  fort  propre  à  amuser 
les  esprits  curieux  et  à  exercer  leur  finesse;  il  pose  d'ailleurs  de 
très  intéressants  problèmes  mathématiques,  dont  la  solution  est 
indispensable  à  ('eux  qui  veulent  aller  plus  loin.  lien  est  de  même 
de  ces  probabilités  géofné triques,  auxquelles  d'ailleurs  M.  Czubcr 
a  laissé,  dans  le  présent  Livre,  une  place  importante,  et  les  petits 
problèmes  de  calcul  intégral  auxquels  elles  conduisent  sont 
d'excellents  exercices,  sans  parler  de  cette  habileté  qu'il  faut  dé- 
ployer pour  traduire  en  langage  purement  mathématique  les 
énoncés  qui  concernent  la  probabilité.  Les  études  de  cette  nature 
sont  excellentes,  mais  valent  moins  par  elles-mêmes  que  par  la 
vigueur  et  la  finesse  qu'elles  donnent  à  l'esprit,  et  par  l'ouverture 
quelles  offrent  pour  aborder  des  problèmes  d'une  tout  autre 
portée. 

C'est  à  ces  problèmes,  à  la  théorie  des  erreurs  d'observation,  à  la 
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discussion  des  données  de  la  statistique,  des  recherches  sur  la  morta- 
lité, à  la  théorie  des  assurances  sur  la  vie,  des  rentes  viagères,  etc., 
qu'est  consacrée  la  plus  grande  partie  du  Livre  de  M.  Czuber. 
On  sent  d'ailleurs  que  l'étude  et  le  développement  de  ces  sujets  a 
été  pour  l'auteur  une  œuvre  de  prédilection  ;  la  clarté  de  l'exposi- 
tion, le  luxe  d'informations  et  de  renseignements  bibliographiques, 
la  discussion  précise  des  faits  et  des  méthodes,  poussée  jusqu'aux 
applications  numériques  ou  graphiques,  tout  dénote  l'œuvre  d'un 
savant  qui  a  consacré  une  bonne  partie  de  sa  vie  à  ces  matières 
difficiles,  et  qui  a  su  contribuer  lui-même  à  leur  élaboration.  Il 
est  inutile  de  recommander  cette  œuvre  aux  actuaires  des  différents 
pays  :  c'est  pour  eux  qu'elle  semble  écrite. 

Voici  comment  se  divise  en  gros  le  Livre  de  M.  Czuber. 

La  première  Partie  (p.  i-2o5)  contient  les  éléments  de  la 
théorie  du  calcul  des  probabilités  :  détermination  directe  et  indi- 
recte de  la  probabilité;  application  à  quelques  questions  de  jeu  ; 
probabilités  géométriques  ;  théorèmes  de  Bernoulli  et  de  Poisson; 
probabilité  des  causes;  théorèmes  de  Bayes;  espérance  mathéma- 
tique, espérance  morale. 

La  deuxième  Partie  (p.  2o6-3o i)  concerne  la  théoiie  des  erreurs 
d'observation  :  loi  des  erreurs,  mesure  de  la  précision  ;  observations 
directes  d'égale  ou  d'inégale  précision;  méthode  des  moindres 
carrés,  etc. 

La  troisième  Partie  (p.  3o2-423)  se  rapporte  à  la  statistique 
mathématique  :  conception  de  la  probabilité  dans  la  statistique; 
stabilité  des  rapports,  dispersion  (Lexis);  mortalité,  etc. 

La  quatrième  Partie,  enfin  (p.  ^2^-o6S)  traite  des  assurances  sur 
la  vie  :  assurances  en  cas  de  vie,  en  cas  de  mort  (rentes  ou  capital), 
assurances  sur  plusieurs  têtes,  primes,  réserves,  etc. 

Enfin  l'Ouvrage  se  termine  par  diverses  tables  numériques; 
c'est  d'abord  la  table  des  valeurs  de  cette  fonction 


*(Y)=-r  /""-"'" 


qui  joue  un  rôle  si  essentiel  dans  les  principales  applications  du 
calcul  des  probabilités;  les  valeurs  dey  vont  de  centièmes  en  cen- 
tièmes de  o  à  4i  et  de  dixièmes  en  dixièmes  de  4  à  4,8;  les  valeurs 
de  ^(y)  sont  données  avec  sept  décimales  jusqu'à  y=:3,4;>  et 
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avec  dix  décimales  pour  les  valeurs  suivantes.  Les  autres  tables 
sont  des  tables  de  mortalité,  ou  d'invalidité,  anglaises  ou  alle- 
mandes. 


KŒNIGSBERGER  (L.).  —  IIkrmann  vox  Helmholtz.  Ersler  Band;  mil  drei 
Bildnissen.  i  vol.  in-8",  \v-375  pages.  Braunschweig,  Vieweg  iind  Sohn, 
1902. 

La  vie  de  quelques  savants  tient  tout  entière  dans  leurs  œuvres. 
C'est  là  qu'il  faut  aller  les  chercher,  et  suivre  l'évolution  de  leur 
pensée;  le  reste  importe  peu  et  il  semble  qu'eux-mêmes  aient  été 
de  cet  avis,  abîmés  qu'ils  étaient  dans  la  méditation  de  ces  pro- 
blèmes, dont  la  solution  était  le  but  unique  et  comme  la  raison 
de  leur  vie.  On  se  rappelle  la  réponse  de  Lagrange  à  d'Alembert 
qui  lui  reprochait  de  n'avoir  pas  été  averti  de  son  mariage  :  «  Si 
je  ne  vous  en  ai  point  fait  part,  c'est  qu'il  m'a  paru  que  la  chose 
était  si  indifférente  d'elle-même  qu'elle  ne  valait  point  la  peine  de 
vous  en  entretenir  ».  De  ces  savants-là  cependant,  nous  sommes 
bien  aises  de  savoir  quelque  petite  chose,  ne  fût-ce  que  leur  indif- 
férence envers  leur  femme;  c'est  pure  curiosité  de  notre  part,  et 
si  nous  avons  plaisir  à  contempler  leurs  traits  dans  quelque  belle 
gravure,  c'est  sans  doute  que  nous  sommes  encore  enfoncés  dans 
le  culte  idolatrique  des  images  :  nous  ne  les  honorons  point  comme 
ils  veulent  être  honorés. 

Mais  quand  il  s'agit  d'un  homme  qui  semble  n'avoir  été  indiffé- 
rent à  rien,  ni  à  la  philosophie,  ni  à  l'art,  ni  aux  lettres,  ni  à  au- 
cune science,  qui,  partout,  a  été  un  maître,  qui  a  modifié  la  façon 
de  penser  de  ses  contemporains,  et  créé  un  mouvement  d'idées 
qui  lui  survivra  longtemps,  on  désire  le  connaître  tout  entier,  non 
seulement  dans  ses  œuvres  écrites,  mais  dans  ses  actes  et  sa  vie 
intime  :  on  veut  savoir  ce  qu'il  a  fait  et  ce  qu'il  a  aimé  :  c'est  un 
de  ces  rares  exemplaires  où  la  famille  humaine  peut  se  contempler 
et  s'admirer;  il  n'en  faut  rien  laisser  perdre. 

On  saura  donc  gré  à  M.  Rœnigsberger  de  nous  donner  une  bio- 
graphie dellermann  von  llelniholtz,  dontil  a  été  longtemps  l'ami. 

Le  premier  Volume  vient  de  paraître  :  le  luxe  même  de  l'édi- 
tion convient  au  personnage;  les  portraits  dont  elle  est  ornée,  qui 
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nous  mollirent  Helinliollz  dans  sa  jeunesse  et  sa  maturité,  réjoui- 
ront tous  ceux  qui  se  plaisent  à  voir  le  noble  reflet  de  la  pensée 
sur  un  visage  humain.  On  saura  gré  aussi  à  la  famille  de  l'illustre 
savant  d'avoir  confié  à  M.  Kœnigsberger  les  précieux  documents 
qu'il  a  pu  utiliser  :  les  lettres  de  Helmhollz,  de  ses  parents,  de  ses 
amis  animent  le  récit  de  celle  vie  qu'ont  illustrée  tant  de  décou- 
vertes scientifiques. 

M.  Kœnigsberger,  après  avoir  donné  d'intéressants  détails  sur 
le  père  et  la  mère  de  Helmhollz,  nous  raconte  sa  jeunesse  et  le 
suit  dans  toute  sa  carrière,  élève  à  Berlin  de  l'Institut  médico- 
chirurgical  Frédéric-Guillaume  (1838-1842),  chirurgien  aux  hus- 
sards de  la  garde  et  au  régiment  des  gardes  du  corps  (i843-i 848), 
Lehrer  à  la  Kunstakademie  de  Berlin  (1848-1849),  professeur 
de  phj'siologie  à  Kœnigsberg  (i 849-1 855),  professeur  d'analomie 
et  de  ph3fsiologie  à  Bonn  (i855-i858),  professeur  de  physiologie 
à  Heidelberg  (1S58-1871);  c'est  à  cette  date  que  s'arrête  ce  premier 
Volume;  quant  à  la  longue  liste  des  travaux  accomplis  pendant 
celte  période,  dans  des  domaines  si  variés,  si  éloignés  les  uns  des 
autres,  elle  émerveille  le  lecteur  par  le  souvenir  des  découvertes 
qu'elle  évoque. 


MELANGES. 


RECHERCHE  ANALYTIQUE  SDR  LA  RÉDUCTION 
DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES; 

Pau  m.  J.  L)0LI5M  \.. 


1.    Admellons  que  Tintégralc  hypcrcllipliquc 

dx 


pont  cire  réduite  en  inlégrnic  eihpti(|iie   au    nioytMi   de   la   substi- 
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tiilion 

où  '•:i{x)  est  un  polynôme  de  degré  /, 

( 3  )  R  ( r )  =  ( ./•  —  a?]  )(./•  —  ^r.,  )...(  j xj) 
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(  .r  —  .r,i  ). 


Pour  déterminer  le  facteur  numérique  A  nous  adinetlons  dans 
les  équations  (1)  et  (2)  :c  =  oc  et  trouvons 


2        \2 


L'équation   (1)  nous  montre  que  pour  .r- =  x  nous   aurons  un 

2 
développement  de  x  avec  la  partie  principale  (a)    "    -;  de  l'équa- 
tion (2)  nous  aurons  un  développement  de  x  avec  la  partie  prin- 

cq)ale  (u)    '5  donc 


L'équation  (i)  nous  montre  également  qu'à  chaque  point  de 
ramification  [x  —  xj)  =  o,  x  est  une  fonction  liolomorphe  de 
l'argument  ?/,  et  la  partie  principale  de  développement  de  (x  —  Xj) 
sera  («  —  ^'^j)'-  ^^^  l'équation  (2)  nous  aurons 

o  (  j:y  )  -f-  (  .7-  —  .ry  )  -J>'  (>y  )  —    ~{X Xj  y  o"  (  J-y  )  -h  .  .  . 

=  ),     pi  ojj)  —  (  u  —  o)j  »/>'(  (O/)  H (  Il  —  0)j  )'-//'(  Ojy  )  -^.  .  .      . 

En  posant 

y/(wy)  =  o, 

nous  avons  seulement  deux  cas  distincts.  Le  premier  cas,  quand 
X  ^=  Xj^  est  un  point  de  ramification,  c'est-à-dire  une  racine  de 
l'équation  (3),  et  le  second  cas,  quand  x  ^  Xj  est  une  racine  de 
l'équation 


(4) 


(i'ix)  =   O. 


Dans  les  deux  cas  w/  est  une  demi-période  de  l'intégrale  ellip- 
tique u  ;  donc 


piMj) 


■^(Xj)  =  ICj, 


i46  nu: M  If: Il i<  pahtiiî. 

6/  élanl  une  racine  de  l'équalion 

Ainsi  les  racines  de  l'équation 

o(x)  —  lej=o,        y  =  r,2,  3, 

satisfont  ou  à  Téquation  (3),  ou  à  l'équation  (4);  donc 
(5)  o{x)—Aej=  (x  —  x'j)(x  —  x'j  ). .  a/^  —  j-jY^x  ^  ^^'jy  . 

OÙ 

Xj ,        Xj ,       Xj 

sont  les  racines  de  l'équation  (3)  ; 


■=7'       ^Ji       ^J 


sont  celles  de  l'équalion  (4).  ' 

Comme  les  équations 

ne  peuvent  pas  avoir  des  racines  communes,  le  produit 

{'^{x)~ley]{^[x)-\e.]{^{x)-le,] 

diffère  du  produit 

[(p'(:r)]2R(a7) 

par  un  facteur  numérique  qui  peut  être  toujours  aisément  trouvé. 
Le  théorème  démontré  ci-dessus  peut  servir  pour  trouver  toutes 
les  intégrales  hjperelliptiques  réduisant  aux  elliptiques  par  des 
substitutions  entières.  Le  calcul  est  très  simple,  comme  le  montre 
l'exemple  suivant  : 

Exemple.  —  Etant  donnée  l'intégrale 

dx 


h 


^{x  —  a)(a; —  ^){x^-\-  5ajF*-f-  5bx^-+-  5cx  -h  d) 
il  s'agit  de  choisir 

a,     ^,     a,     />,     c,     d, 
de  manière  (juc  l'intégrale   //  puisse   se  réduire  à   une    intégrale 
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elliptique  au  moyen  d'une  substitution  entière 
■^(x)^  X'—  kx*—  Ix'^  inx'^—  iix  ^  q  =^  Ipt  u,  g^,  ffi)p'{u,  fft,  gs)  ■ 

En  désignant  les  racines  de  Téqualion 

■■^'{x)^  o, 
par 

?!'        i'i:        Î3)        îii 

nous  avons  les  deux  combinaisons  possibles  : 

1  '-^(x) —  161  =  (x  —  za)^(^  —  ;-2)-(^  —  ^)^ 

(I)  '   ^(:p^^lei=ix—Ur-i^-U)H^—h^ 

(  o(x )  —  X  gj  =:  J7* H-  5  ax^  -h  5 bx-  -h  5cx  -r  d: 

1   o(x)—  Àei=  (x  —  ;i)^-(x  —  ;2)-<>  — 3:), 

(II)  .   o(x)—le.2=ix  —  ;3y-{x  —  '^){x  —  Xi)(x  —  X2), 

1  o(x)—  le3=  (  X  —  l,  f-  (  X  —  X3  ){x  —  Xi){x  —  Xi), 

où 

sont  les  racines  du  polvnome 

(ar»-f-  5aj:5-7-  5  bx^  -r-  5  ex  -~-  d). 

De  la  combinaison  (I)  nous  concluons  que  le  produit 

[:p(x)  — À^i]  [-f  (x)  —  '/.€.]  =  cp2(a7)-T- Xej'fC^)^  À-eier2 

est  divisible  par 

o'^{x)  =  52(xi-r-  3rt.r2-H  -ibx  -^  c)-. 

Cette  condition  nous  donne 

(i)  è  =  a,  (4)  A^e,  62  =-«?*— 4  «5, 

(2)         c  =  a'^,  (5)      (a:  — a)(:r- P)  =  a;2-T-4«• 

Des  équations 

X  gj  =  —  X  (  Cl  H-  ej  >  =  —  ^  c?,         X2  Cl  go  =  -  ofî  +  4  «" 
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nous  trouvons 
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À  f'i  =  -  d  -^  x  a-  s/ —  a,         À  e,  =      d  —  -i  a-  y^ —  a  ; 
par  conséquent 


(7) 


L'intégrale  réductible  sera 


/ 
-J 


dx 


v/(  a--  H-  \a}{x'-^  5 a 0"^ -!-  5a- .?■  -r-  d  ) 
dz 


V 


5*  a-' f/i 

2-.  J 


-r:  f/'^  -;-  -r  a^  d 


Celte  intégrale    a   une  grande    analogie   avec    rinlégraie    trè; 
connue  de  M.  Hermite  (*). 
Citons  encore  un  exemple 


J    v/(-ï"--^4« 


dx 


){x' -+-  'jax^-h  \^a'-x''-+-  'ja^x  -î-f) 
dz 


4-2 -^( 


'-^"\'''--^yf')^*il["'f-^J'} 


Les  intégrales  réductibles  de  cette  catégorie,   facile  à  former, 
sont  en  nombre  infini. 

2.   La  théorie  que  nous  venons  d  exposer  peut  être  appliquée 
avec  le  plus  de  succès  aux  intégrales  de  la  forme 


L'inti'grale 


(G) 


/  '    (Lr  r    dx  .  •    dx 

J  V^  (^~)  '      J  v/HÔ^  '      J  v/kT^  ' 


./  VR(-r) 


^  ", 


(')  E.  Picard,   Traité  d'Analyse,  l.  II,  p.  aiS  ;  KoMosBEROicn,  7o«/7»f// </<•  A'or- 
c/uirdt,  l.  Sô,  p.  276;  GouRSAT,  Bull,  de  la  Soc.  math.,  l.  XIII. 
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sous  certaines    conciliions,    peut    être    réduite   en    une    intégrale 
elliptique  au  moyen  de  la  substitution 

(7)  ':^(x)  =  \p'(u,o,g^). 

Examinons  dabord  le  cas  le  pbis  simple,  quand  ci(j:)  est  une 
fonction  entière.  L'équation  (6)  nous  démontre  que  pour  x  =  x 
nous  avons  un  développement  de  x  avec  la  partie  principale 

n  est  le  degré  du  polvnome  l\(x);  quant  à  l'équation  (-),  cette 

dernière  donne  pour  x  =  73  un  développement   avec    la    partie 

principale 

3 

i  est  le  degré  du  polvnome  '^{x)',  par  conséquent 

1=^/1  —  3 . 

Le  polynôme  R{x}  peut  renfermer  des  facteurs  linéaires  [x  —  xi) 
et  des  facteurs  carrés  (x  —  -^j)''  -^^  voisinage  du  point  x  —  ^j=  o 
nous  aurons  un  développement  de  (x  —  Xi)  avec  la  partie  prin- 
cipale 

(  u  —  w,j-. 
L'équation  (-)  donne 

o(xi)  -^  (x  —  Xi)-s.'(xi)  -^  -{x  —  a-/)'i"(\i-,i  -;-... 

-  r  -  „        1         ,  .„ .         1 

—  A\p{u>i)-hilc  —  Mi)p  (  w/;  -T-  -  (  «  —  (}H)-p    (,w/ j -;-...     . 

Il  est  évident  que  nous  devons  avoir 

^''(co,)=o,  /)'"(  tu,- j  =  o,  p"'(0)i)^O. 

D'où  il  suit  que 


L'équation  (6)  nous  montre  que  pour  x  —  J-y=  o  nous  aurons 
un  développement  de  (x  —  :c/)  avec  la  partie  principale  (a  —  WyV; 


■}• 
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quant  à  l'éqtialion  ("])■,  cette  dernière  nous  donne  : 

o(Xj)-h  {x  —  xj)o'{Xj)  -4-  -{x  —  XjY':i"{Xj)  -4-.  .  . 

=  X  Lo'(Wy)  +  (u  —  iUj)p"{{Mj)  +  -(«  —  Wy)2/"(lOy) 

H j(«  —  WyP/y''(tOy) 

donc 

0iXj)  =  \p'{Uij),  cp'(^y)5^0, 

p"i0Jj)z=zO,  /)"'(tOy)  =  <),  p"{uij)^0, 

Ainsi  toutes  les  racines  du  polynôme  R(^)  satisfont  à  l'équa- 
tion 

(8)  cp2(a:)-^X2^-3=  o. 

£'/î  n  admettant  que  le  cas  où  V équation  (8)  /?'«  que  des  ra- 
cines simples  et  doubles,  posons 

^ix)  ^  {x  —  xi){x  —  x^)  .  .  .{x  -  x^){x  —  lif{x  -  U)''  •  ■  -{^  -  l'^?- 

Nous  avons 

a  -!-  2p  =  n, 

et  de  l'équation  (8)  nous  obtiendrons 

9,  a-+-p=:2/i  —  6; 
donc 

a  =  /i  — 4,         13  =  9.. 

Par  conséquent,  la  forme  de  l'équation  (8)  est  complètement 
déterminée;  ainsi  que  la  forme  de  l'intégrale  réductible.  Nous 
avons  en  effet 

/dx 
v/(.r  —  a;,  )  .  .  .  (a?  —  ara ) (.r  —  ti  )2 .  .  .  (37  —  $p  ^2 
^■^{x)  -^  X-'  g3  =  {^  —  ^iY  -  ■  -{x  —  X:^f{x  —  Ix)  .  . .(  X  —  l^), 

<f'  {X)  —  k{x  —  Xi){X  —  X3)  .  ..{X—Xn-'^), 
a  =  /i  —  4,  P  =  '^i 

A  étant  un  facteur  numérique. 

Exemple.  —  Soil  /«  =  8;  alors 

a  =  4.        p  =  2. 
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Etant  donnée  une  intégrale 

dx 


h 


Il  s'agit  de  trouver  les  conditions  de  réductibililé  de  cette 
intégrale  au  moyen  d'une  substitution  entière 

cp(a^)  =  lp'(u,o,  ffi). 

Il  est  évident  qu'ici 

tp(^)=  x^-h  5 ax^ -+- 1 o bx^ -f-  locx^-r-  5  dx -+-  e  ; 

(x^-h  5ax'*-r-  iobx^-+-  iocx^+  5  dx  -t-  e)--H  X^^s 
=  ( a;^  +  4  «a--^  -+-  6  6j7-  +  4  C'^  4-  c?/- ( a-2  -4-  a  A-:r  -4-  / ). 

De  celte  identité  nous  aurons  : 

(i)      k  =  a,  (4)  d  =  ^b-— ia-b=  a'*, 

(•2)      /=86  — ja^^  (5)  e  =  iiaS— Soa'è -H  ■2n«è-, 

(3)     c  =  3a6  — 2a3,  (6)     X-^^3=  —  2'(a2— 6  )5. 

En  ce  qui  concerne  le  facteur  numérique  A,  il  peut  être  trouvé 
au  moyen  des  équations  (6)  et  (■j)  dans  lesquelles  il  faut  ad- 
mettre X  =  x  ;  ainsi  nous  trouverons 


X  = 


■i  \n  —  o 


par  conséquent 


o9  56 


L'intégrale  réductible  sera 


/ 


dx 


v/[:c* -I- 4  aar3-4- 6  6572-1-4  (3  «6  —  2  a3  )a7  H- 4  62  _  2  a2  6  —  a*  ]  [a:'^-+- 2  aa; -i- 86  —  7  a2  ]2 
dz 


^z^+-^^{a^-b)^ 


La  réduction  s'eliectuera  au  moyen  de  la  substitution 

x'^ -r-  bax'*-^  lobx^^  io{3ab  —  ia^)x^ 

-+-5(46- —  •2a26  — a'*)x  -T-i\  a^ —  3oa^6  -t-  loab-  =  — ~p'{u,  o,  ^3). 
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3.    Les  plus  simples  cas  de  réduction  des  intégrales 

dr 


r     dr 

JVÏÏT- 


(9). 

""  '.r  ) 

s'efîecluent  au  mojen  de  la  substitution 
(lo)  o(.r  )  =  À/>2(  »,^.,,  o), 

OÙ  'f{x)  est  un  polynôme.  Il  est  facile  de  s'expliquer  rpie,  si  le 
degré  du  polynôme  R(.2^)  est  /^,  le  degré  du  polynôme  R(^) 
sera  (n  —  4)-  La  fonction  entière  R(^)  peut  avoir  des  facteurs 
de  la  forme  (a;  — Xi),  ou  [a:  —  -^jY,  ou  enfin  (x  —  Xj^)-.  L'équa- 
tion (9)  nous  montre  qu'au  voisinage  du  point  x  —  Xi=  o  nous 
aurons    le   développement    de    (x  —  Xi)    avec    la    partie    princi- 

pale  (u  —  (0/)'*.  L'équation  (10)  nous  donne 

o{xi)^{x  —  Xi)'.^\xi)-^-{x  —  Xif-o"(xi)^  ^{x  —  .r£yo"'{Xi)-^... 

=  À      p{Wi)-i-(u  tO,)/?'(U)j)-^-   -(u  —  0Ji)-p"(0)i)  -i-.  .  .         . 

D'où  il  suit  que 

o(:p/)=o,         o'(:r/)=o,         o"(xi)=o,         o"'{Xi)^  o; 
pi  tOi)  —  o,  p'(  LO,  )  =  o,  p"iMi  )  ^  o. 

Donc  X  =  Xi  est  une  racine  de  Téquation 

^{x)~  o. 

cl  o[x)  doit  avoir  la  forme 

0{X)  =  (X  —Xi)'^0^{x)\  Oi{Xi)^0. 

Au  voisinage  du  point  de  ramification  .r  =  a*y  nous  aurons  un 
développement  de  [x  —  Xj)  avec  la  partie  principale  [u  —  (L)y)''- 
De  l'équation  (10)  nous  déduisons 

(i(Xy)-T-  {x  —  Xj)o'{xj)-^  -ix  —  xjy-o"{xj)^.  .  . 

=  X      p{Mj)-r-{U  —  Mj)p'(oij)-^  -  (U  —  Wj)^p"{  Wy)-i-.  .  .    l"; 

ce  qui  nous  montre  que  x  =:  Xj  satisfait  aux  conditions 

9;(j"y)=0,  o'(Xj)^0, 
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donc  Xj  est  une  racine  de  1  équation 

o{x )  =^  o, 

et  C3(x)  doit  admettre  la  forme  suivante 

o{x)  =  {x  —  Xj)':j,i(x);         o^ixj)  ^  o. 

Au  voisinage  du  point  de  raniilicalion  x  =  X/^  nous  aurons 
p(oi;,.)^o,         o(x^,)=lp-{  to/,),         o'(x/^-)^o,         /?'('oj/,j=  o; 

doue 

I  , 

4 

Si 
la  forme  la  plus  simple  du  polvnome  '^{x)  sera 

o(x)  =  (.T^'-f-.  .  .  )^(X?-r-.  .  .  ). 

Par  conséquent 

a  -i-  3  o  -:-  2  Y  =  /« , 

3  a  -^  ^  =  /i  — 4- 
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Exemple.  —  Soit  n  ^=  S;  un  cas  seul  v  est  possible 

a  =  1 ,  3  =  1,         Y  =  2  . 

Etant  donnée  l'intégrale 

r  dx 

t/    ^{x  —  a)(x  —  b)^( x^ -^ 'i.cx -h  dy- 


nous  avons 


o(x)  =  (x  —  a)^(x  —  b)  =  Ap-{ii),         \=(- j\    =1. 

En  différentiant   cette   égalité,   élevant  le   résultat    obtenu   au 
quatrième  degré,  nous  obtiendrons 


X : )   (x--^  ■?. ex  -!-  d)  —  (x  —  a  P (x  —  o )  —  - g^. 


(II) 
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Ce  qui  nous  donne 
h  —  'ja 


(1)  c  = 

27  a- —  1 5  rtô -t- 3  i- 

(2)  d=^ 


(3)     ^3  =  -  7i(«--6)' 
4 


16 


Par  conséquent 


dx 


{x  —  a){x  —  by\x'^-\- 


dz 


b  —  5a  1- a- —  i!\ab -{-'ib^\- 


33 


(I) 


4^3___,^a2_6)V 


Citons  encore  deux  exemples 
dx 


J  s/\x-^a){ 


x^-\-6ax^--^^a^-x-^b)i 


J\/^ 


(a^  ~  b  Y- 


La  réduction  s'effectue  à  l'aide  de  la  substitution 

/2\* 

io(x)—  {x-^  af(x^—3ax'^-+-  3a^-x-~  b)=  l-^  j  p'^iu,  gi,o). 


f 


dx 


\/{x^^iax-hb)[x^-^:[ax^-^{ia^-hb)x^-^(6ab  —  2a^)x-^{a^—ia-b-hib*)y 
ds 
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La  réduclion  s'effectue  à  l'aide  de  la  substitution 
ç(.r)  =  (x'^—2ax-i-by=^  /  ^  \  p^u,  gi.  o). 

-i.  Les  intégrales  de  la  forme 

r    dx 

('"  Jwrr" 

peuvent  être  réduites  aux  intégrales  elliptiques  au  moyen  de  la 
substitution 


(12) 


cp(a7)  =  À/'^(  «,  t>,  gz  ). 
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Si  '-^{x)  est  un  polynôme,  son  degré  doit  être  (/i  —  (j).  Il  est 
aisé  de  se  convaincre  que  R("C)  ne  peut  contenir  des  facteurs 
linéaires  aux  degrés  premier  et  cinquième.  En  effet,  si  R(^)  con- 
tient le  facteur  (jc  —  .r/),  conformément  à  l'équation  (ii),  nous 
aurons    un    développement  de   (.r  —  xi)   avec  la    partie    princi- 

pale  [a  —  to/)"'. 

L'équation  (12)  nous  donne 

,      /      ^      /  '/      %  (y.  —  y.jY      ^1 

'^(Xi)^(X  —  Ti  )'i   (j",-)-T-.  ..- ,.      ,     -    O'^iXi)--.      . 

]   '  1.2.3.4.3 

f        =^  ^  \  /vUo/)-!-(«  — aj/)/?'(oj,)-i-  -  (îf  —  aj/)2/>"(oj/)H a<  —  oj, )'/?'"(  ai,-)— .  •  •       • 

6 

Pour  que  ledit  développement,  avec  la  partie  principale  (m — oi)*, 
puisse  avoir  Heu,  il  faut  que  nous  avons  simultanément 

p((lii)=  O.  p'(  (jJi  )  —  O,  //(  (})i  )—  o, 

ce  qui,  évidemment,  ne  peut  avoir  lieu.  De  même  nous  pourrons 
nous  convaincre  que  R(^)  ne  peut  contenir  des  facteurs  de  la 
forme  (x  —  XiY' .  Si  J\(x)  contient  un  facteur  de  la  forme  (x — xi)-, 
conformément  à  l'équation  (12),  au  voisinage  du  point  x  —  .r/  =  o 
doit  avoir  lieu  un  développement  de(x  —  x^)  avec  la  partie  prin- 

cipale  (m  —  w/)-.  L'équation  (i3)  nous  montre  que,  pour  que  ce 
cas  puisse  avoir  heu.  il  faut  avoir 

0(Xi)  =  0,  o'(Xi)  —  0,  '^'{Xi)j^O, 

p((jj,)  =  0,  /?'(w/)^o. 

Par  conséquent,  il  faut  qu'à  chaque  facteur  de  la  fonction  R(.2:^) 
de  la  forme  (x  —  Xi)-  corresponde  un  facteur  (jc  —  Xi)-  de  la 
fonction  '-^(x).  Admettons  maintenant  que  R(^)  contienne  le 
facteur  (x  —  Xj)''.  L'équation  (11)  nous  montre  qu'au  point  de  ra- 
mification X  —  -Cy=  o  nous  aurons  un  développement  de  (x — Xj) 
avec  la  partie  principale  (u  —  wy)'.  Donc  il  en  suit 

o(Xj)=0,  0'{Xj)^0,  p((Oj)  =  0,  p'{tjjj)^0. 

Admettons  enhn  que  R(.3:^)  contienne  un  facteur  (^ a:  —  x^y.  Au 
voisinage  du  point  de  ramificalion  x  —  .r^  =^  o  nous  avons  un  dé- 
veloppement de  (x  —  Xfi)  avec    la   partie   principale  (a — -wa)-; 
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donc 

donc 

4 


par  conséquent  le  polvnome  'f  (-c)  —  -  '^-^'i  doit  êlie  divisible  par 

tous  les  facteurs  (x  —  Xk).  En  désignant  par  a  le  nombre  des 
facteurs  doubles  du  poljnome  R(^),  par  |j  le  nombre  des  facteurs 
triples  et  par  -'  le  nombre  des  facteurs  quatruples,  nous  obtien- 
drons 

R(^)  =  (x^-^...y-(T?-t-..:)^xy  — ...)'*. 

La  forme  la  ])lus  simple  de  '■^{•^)  sera 

ci(.r)  =  (.r3'^...)2(.rï-^...)- 
Les  nombres 

satisfont  aux  équations 

2a-f-4Jj-T-3Y  =  /i,         23:-l-3  =  /?  —  6. 

Exei7}ple.  —  Soit  n  =9.  Nous  avons 

a  =  I ,  -i  =  1 ,  7  =  1,  /•  =     ;       =  3.   . 

'  '  \n  —  (.  / 

jXous  aurons  l'intégrale 

flr 


r  (Ir 

,1   \/( X  -^  a  y- 1  .r  -~  b  )'•  { 


\/{x  -^  a  y- {  X  -~-  b )'•  {X  -\-  c  )^ 

Admettons 

(x  -^  a)-{x  -^  b  }  =  Ap'^i  it.  o,  .iTî). 

De  celle  équation  nous  obtiendrons 

(  X  H j    ( X  -^  c  )  =  \{  X  -■-  a  )'-(  X  -h  b  \  —  -  ,j;'3  A 

D'où  il  suit  que 

4^  —  b  i  ,  ,    , 

(I)     c=^!—, ,  (2)     ,i,'-,--'-  —  -ia-b)\ 
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Nous  avons 

L(a  —  ù)^ 
I 


o.  Passons  maintenant  à  rétiide  des  conditions  de  réduclibilité 
des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  ellipti(|ues,  au  moyen 
des  substitutions  fractionnaires  et  rationnelles.  Etudions  Tinté- 
gralc 

(14) 


f; 


'x"  -T-  x*  -i-  bx^  -;-  ex-  T-  dx  -r-  e 

Admettons  que  la  réduction  puisse  se  faire   au  moyen  de   la 
substitution  suivante  : 

(13;  o(.r)  =  ^^^-—  =  /,p{u,  s„  g-i), 

Jpi-^  ) 

où.  a,  j3  sont  les  degrés  du  po\ynome  /^^(x), /^(.x).  En  admettant 
dans  l'équation  (i4)  ^  =  ^0,  nous  verrons  que  x  se  développe  en 
une  série  avec  la  partie  principale  u  "-.  L'équation  (1  5)  nous  montre 

que  la  partie  principale  du  même  développement  sera  (u)  *~"^; 
donc 


Il  suit  de  l'équation  (i4)  qu'au  voisinage  du  point  ,r  =  o  nous 

1 
avons  un  développement  de  x  avec  la  partie  principale  «'.L'équa- 
tion (i5)  nous  donne 

X- 
'f  (  o  j  H-  :r  cp'(  o  )  —   —  9"  fo  )  -f-  .  .  .  =   A  [  /J  C  lOo  )  ^  (  ff  —  Wo  )/>'(  X^))-r--  .  .], 

d'où  il  suit  que 

(16)  '^'(;o)  =  o,      '^"(0)^0. 

En  indiquant  les  racines  de  l'équation 

('7)  /?(^)  =  " 

par 

xi,     x.,      ...,     xj.,      ....     xp_ 
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nous  verrons  que,  pour  x  :=  jry,  nous  avons  nécessairenienl  ii  =  o 
et  qu'au  voisinage  du  point  x  —  -2^7=  o  nous  aurons  un  dévelop- 
pement de  (x  —  Xj)  avec  la  partie  principale  u- .  Il  en  résulte  que 
toutes  les  racines  simples  de  l'équation  (i-)  sont  des  points  de  ra- 
mification. Les  racines  doubles  de  l'équation  (i-)  ne  sont  que  des 
points  ordinaires.  L'équation  (17)  ne  peut  pas  contenir  de  racines 
de  plus  haute  multiplicité.  Nous  n'étudierons  que  le  cas  où 
l'équation  (  17)  ne  contient  pas  de  racines  multiples.  Dans  ce  cas, 
la  fonction  /"cjia^)  est  un  diviseur  du  polvnome 

( x*  -i-  ax*  ^-  hx"^  -r-  cj;-  -i-  dx  -h-  e). 
Il  faut  donc  étudier  tous  les  cas  qui  s'y  rapportent. 


Premier  cas.  —  Étant  donnée  une  intégrale 

X  dx 


h 


=  «, 


sji^x  -r-  a)(a7*-i-  bx--^  ex  -1-  d) 

ils'ajrit  de   trouver  les  conditions   de  réductibilité  de   cette  inlé- 
grale  à  une  intégrale  elliptique  au  moven  de  la  substitution 

X--^OLX  -^  'i 

— ——:: — -  =  '~{pu  —  ei). 


On  voit  que  ).  =  4.  Au  l'équation  (16  )  nous  aurons 
avL  —  3  =  0,         |j  =  «  a  ; 

par  conséquent 


■XX  -^  aoL 


h8) 


X  -r-  a 

x-  —  [  2t  -—   '\î  f\  —  '"j'il-T"  -^  \  ((  Oi  ^  .'1 1^1  —  ''>^1 

X  -I-  a 
.r-  —  [  a  -!-  i  (>  I  —  C3  )1  .r  ^-  f  <7  a  -^  4  (  e ,       C;,  )]  _  , 


î'  />"  —  '' 1), 


^^[pu  —  e-y), 


\{pu  —  ei). 


Puisque,  en  outre  du  point  x-\-a^^i)^  il  existe  encore  quatre 
points  de  ramification,  déterminés  par  ré(|  nation 


(M»i 


(tX-  -r-  ex  -^  </  :^   u. 


le  numérateur  d'une  des  formules  (iS)  doit  être  un  carré  parfait  ; 
tandis    (pic   le   produit   des   deu\  autres  doit  être    égal  au   poly- 
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nome  (19)-  Si 

X  }.r2-T-[a  —  ^(ei—e:i)].r  -h[aor  -h  4«(<?i— ^3  j]  j  =  x* -^  bx^^  ex -h  cl, 

nous  savons  que 

X-  -]-  X  X  -h  a 'X 

est  un  carré  parfait;  donc 

a  =  4«- 
En  outre  nous  trouverons 

(i)  c,  =  — -rt,  (4)     c  = -lab, 

j 

S  ,  '7  -NI  17 

(2)  — .i,'3  =  — a--7--.a0,         {'j)     d  =  a'-o. 

(3)  ^2=N^'^-'^ 


L'intégrale  réductible  sera 


/f/x 
V^(  .r  —  «j (  ^'^  -:-  bx-  -T-  '2  /v.r  —  u- 


Ix 

b) 
h 


J\/-'-(i«'-?)=-(ê'-Tj 

La  réduction  s'efTectuera  parla  subslilution 

(x  -I-  ■>«  )-  /  2     \ 

X  -^  (l  \  3        / 

Deuxième  cas.  —  Etant  donnée  Tintégialc 
X  dx 


/. 


)/{x'-  -T-  4  rt  )  (. •^'*  -r-  o  ax  -T-  b  ) 


II,         a  ^  o. 


H  faut  trouver  les  conditions  de  sa  réductibililé  à  une  intégrale 
elliplirpieau  moven  de  la  substitution  suivante  : 

f20)  z(x)= i !^  =  //?(«,  ;r2,  .Cj). 

'  X-  -;-  \a 


i6o  PREMIÈRE  PARTIE. 

Il  est  évident  que).  =  4-  De  l'équation  (iT))  on  dédiiii  que 

Par  conséquent  nous  aurons 


21) 


.r-  4-  -i  a 


\   ■ -, -. ■ =  Mpu  —  e-i), 


X-^—  {  OL  4  ^3  '-^ 


-!««'.•! 


En  posant 


X-  -\-  \a 

p(tùi)  =  ei,        p'i(.<ii)  —  o. 


=  4(>H  —  É-s). 


nous  obtiendrons 

o(çi)  +  (^  -  z.r)'i'(-i}  +  ^  (-^  -  ?'•)?"(  ;'■)  -^  •  •  • 
=  À   a—  -  (  a  —  w/)-jd"(w/)  — . . .    . 

D'où  il  suit  que 

Si  nous  a\  ons  C5'(ç/)  ^  o,  le  point  x  =  q/  est  un  point  de  rami- 
fication. Si  au  contraire 'j'(;,)=:o,   le  j)oint  a'=  ç,  est  une  racine 

de  l'équation 

o'{x)  =  o, 
ou 


(22) 


X'  -T-  I  >  ajr  —  8 rt  a  —  27  =  0. 


En  désignant  les  racines  de  l'équation  f/î?.)  par 


et  les  racines  de  l'équation 

x"^  -f-  3ax  -H  6  =  o 


X,,       Xi,       X, 


nous  aurons  évidemment 


jr3-{-(a  — 4e,)r2-h  y  —  4ae,  =  (jr  —  ;,  )î(.r  —  r,), 
j:3-(-  (a  —  .\eî)x'--+-  •;  —  4 «^2  =  (^  —  Ç2)-(J"  —  ^Tj), 

X^-r-  (a  — 4(?3)j-2-h  7  —  4«<'3=  (•«•  — ;j)-(-î'  — a-s)- 
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De  ces  équations  nous  obtiendrons  facilement 

•i;i-+-a  —  4ei=z  — n, 
2Ï3-I-  'X  —  Ui  =  —  ■'"■>. 
■2  53 -4- a  -  ^63  =  — .7-3. 

D'où  il  suit  que 

O  O  j 

ari  =  — ^É"i,         ^2=— ;>e,,         j-3=— -<'3- 


Par  conséquent 


/, 


/(  :r -  -T-  4  «  j  (  •^■■'  -i-  3  «-^  -+-  ^ } 


V 


4-:'' M a  z  —  ~  b 


La  réduction  s'effectuera  au  moyen  de  la  substitution 


x^-^  \a 


L'étude  des  cas  de  réduction  des  intégrales  abéliennes  dépen- 
dant des  radicaux  du  troisième,  quatrième  et  sixième  degré  est 
réservée  pour  une  autre  fois. 


CORRESPONDANCE. 
(Extrait  d'une  Icltrc  de  M.  .Mathias  Lercli  à  M.  Darboux.) 

Je  viens  de  lire  l'article  de  ls\.  IL  Lebesgue,  paru  dans  le 
récent  numéro  du  Bullelin  des  Sciences  mcuhémalujues.  En 
rapprochant  le    théorème  qui  y  est  énoncé  d'un   théorème  fort 


(')  E.  Picard,    Traité  d'Analyse,    l.   II,   p.  319;   IvoNIGSDergkiî, /o«/7irt/  de 
Borchardt.  t.  85,  p.  287. 


iGa  PIU'.MIÉIU'   PARTIE. 

connu  de  Weierstrass,  clnpiùs  lequel,  loule  série  des  poljnomes 
iiniforniénicnt  convergente,  dans  un  domaine  à  deux  dimensions, 
a  pour  somme  une  fonclion  syneclique,  il  m'a  paru  inlércssant 
de  revenir  de  ])ius  près  sur  la  formule  de  Seidei  (^Journal  de 
C relie,  t.  73) 

(l)  X  —  i  y  =^  2    I        lim   J-  r/z, 

^   '  -  /  -     z  ' i«- 


•   0 


«  —  ■■ 


où  Z  ^  X  -{-  M'. 

11    n'v    a    aucun    doute    f[ue    Tintégrale    qui     figure    au   second 
membre  ne  pourra  jamais  èire  développée  en  une  série  des  polj-  • 
nomes    en  ;.  Mais  au   lieu  de  cette  intégiale  je  vais   considérer 
l'expression 

Elle  n'a  aucun  sens,  si  la  quantité  z"  est  réelle  et  négative; 
pour  éviter  toute  complication,  je  me  borne  à  supposer  j' >>  o  et 
à  prendre 

^  =  .r  -f-  iy  =  /-e^Ti',  (  o  <  0  <  i  ), 

oii  0  est  une  (pianlité  irrationnelle.  On  vérifie  aisément  (pie  l'in- 
tégrale (:>. )  est  donnée  par  la  formule 

(3)  1'„(^)  =  A,vc  +  D,.^ 

où 

A ,,  =  '- e       " 


Il  >\n  — 


I5„- 


//  sui  — 
II 


ni  dt'^^iguant  la  fonction  numéricpie 


(>(da  étant,  il  est  clair  <pie 

lini   B,.,  =  o.  liin    A.,  —  r-^Sn/^ 
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de  sorte  qu'il  vient 

(3)  lim  'Pniz)  =  ze-'^~'=  /•e~^~'=^  X  —  c)-; 

mais  la  convergence  n'est  pas  uniforme. 

Ecrivons  en  effet  cette  limite  sous  la  forme 

(  -j  )'  o ;  (■  j  1  -H  ç;^  <  -  )  —  'f  ,■!<  -  )  —  •  . .  =  -r  —  iy  ; 

où  l'on  a  posé 

'^,(z)  =  'Pi(z),         Çv(-)  =  »!».,(-)  — *.;-.(-■). 

Les  'S'y  (z)  sont  en  effet  des  polynômes  en  -■,  car  on  a 

OÙ  la  constante  r^  e^t  donnée  par  l'expression 
(  6  )  c,=  {  \,  -  A v-i ,)  --  (  Uv  -  B,_,  )  ; 

Mais  cette  expression  fait  voir  que  la  série  (5)'  n'entre  point 
dans  la  catégorie  de  celles  dont  on  traite  la  convergence  uniforme  ; 
car  en  changeant  aussi  peu  qu'on  le  veut  l'angle  de  la  variable  ;. 
une  infinité  des  termes  de  la  série  changeront  de  forme  en  clian- 

o 

géant  les  valeurs  de  leurs  coefficients  qui,  en  effet,  sont  des  fonc- 
tions discontinues  de  0. 

On  se  trouve  en  présence  d'un  développement  qui  a  quelque 
analogie  avec  le  développement  en  fraction  décimale 

rti         a.,  a.t 

lo         lo-         lo' 

en  modifiant  les  chiffres  suffisamment  éloignés  «7 ,,,  f/,,^,,  r/,,^.2,  ..., 
on  effectue  une  variation  de  la  somme  .r,  donnée  d'avance. 
Chaque  cliitfre  est  une  constante  tant  que  x  varie  dans  un  certain 
intervalle;  mais  la  totalité  des  chiffres  (rt^,  <7,,  a-j,  ••■•  cf-/,  •••) 
varie  nécessairement  avec  x. 

Je  termine  avec  la  vérification  de  la  formule  (3).  La  substitution 
;  =  rr,  donne  d'abord 

?.      /  :—    ~    IZ     I     — ) 
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le  chemin  poui'  la  deuxième  intégrale  élant  le  vecteur  indéfini- 
ment prolongé  du  point  -•  La  fonclion  sous  le  signe  somme  a  des 

'/.7:i 

pôles  Y,  =  e  "  (À  =  I,  3,  5,  ...,  2  m  —  i)  qui  se  trouvent  entre 
le  cliemin  de  l'intégration  et  la  partie  positive  de  Taxe  réel,  si 
Ion  a 


7)1  =  E 


Le  résidu  au  pùle  7,  ayant  pour  valeur '- ,  nous  aurons,  en 

faisant  usage  du  théorème  de  Cauchj, 

J    I  -+-  r/'  n     A^  ../         I  —  r,« 

(À  =  I,  3,  5,  ...  '2  /n  —  1), 

d'où  la  formule  (3j  se  tire  immédiatement. 

lui  bourg,  le  ii  avril  igoS. 
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HEXSEL   (K.),    A.    0.,   Professer    an    der   Universitat  Berlin,   el   LÂNDS- 
BERG  (G.),  A.  0.,  Professer  an  der  Universitat  Heidelberg.  —  Théorie 

DER    ALGEBRAISCHEX    Fu.NCTIOXEX    EINER   VaRIABELN    l  XD    MIRE    AnWENDUNG 

AUF  algebraische    Kurven   uxd    Abelsche    Intégrale,    i    vol.    in-S"   de 
702  pages.  Leipzig,  Teubner,  190-2. 

Ce  livre  est  partagé  en  six  Parties  : 

I.  Les  fonctions  algébriques  attachées  à  une  surface  de  Riemann, 
pages  i-i I 5, 

If.  Les  corps  de  fonctions  algébriques,  pages  i  i6-2o3. 

IIL  Les  diviseurs  algébriques  et  le  théorème  de  Riemann- 
Roch,  pages  2o4-364. 

IV.  Les  courbes  algébriques,  pages  365-482. 

V.  Les  classes  de  courbes  algébriques,  pages  483-562. 

VI.  Relations  algébriques  entre  les  intégrales  abéliennes, 
pages  563-693. 

Ces  six  parties  sont  divisées  en  trente-sept  leçons;  une  leçon 
supplémentaire  expose  le  développement  historique  de  la  théorie. 

Une  première  Table  donne  le  sommaire  de  chaque  leçon;  une 
autre  (Sachregister)  facilite  beaucoup  les  recherches  sur  un  sujet 
déterminé. 

Avant  l'analyse  détaillée  de  ce  livre,  on  y  peut  signaler  une  suite 
d'études  sur  les  fonctions  algébriques  d'après  les  idées  de  Weier- 
strass  ou  de  Kronecker,  l'emploi  systématique  des  diviseurs  algé- 
briques d'après  Dedekind,  des  déterminations  précises  relatives  au 
nombre  des  constantes  dont  dépendent  certaines  fonctions  algé- 
briques, des  recherches  détaillées  sur  les  points  singuliers  des 
courbes  et  les  corps  algébriques  particuliers,  la  théorie  des  inté- 
grales abéliennes  exposée  une  première  fois  d'après  les  conceptions 
de  Riemann  et  reprise,  avec  des  développements  du  plus  grand 
intérêt,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  travaux  et  l'enseigne- 
ment de  Weierstrass. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  ?.'  i,ér\e,  t.  XX^II.  (Juillet  iç)o3.)  12 
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L'exposition  est  faite  avec  un  grand  souci  de  la  rigueur,  et  des 
indications  générales  permettent  d'apercevoir  les  ensembles  dans 
ce  recueil  considérable  d'études  nécessairement  minutieuses. 


PREMIERE  PARTIE. 

FONCTIONS    ALGÉBRIQtES   ATTACHÉES   A   UNE   SURFACE   DE   RIEMANN. 

1.  Il  con\ient  d'abord  de  préciser  certaines  notions  sur  les 
fonctions  rationnelles  de  z-. 

La  somme,  la  différence,  le  produit,  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions rationnelles  de  z  sont  encore  des  fonctions  rationnelles  de  z  ; 
à  cause  de  cela  on  dit,  d'après  Dedekind,  que  l'ensemble  des 
fonctions  rationnelles  de  :;  forme  un  corps  (Korper);  on  dési- 
gnera ce  corps  par  la  notation  K  (:;). 

La  propriété  caractéristique  dune  fonction  rationnelle  est  la 
suivante  :  c'est  une  fonction  analytique  uniforme  qui  n'admet, 
comme  points  de  discontinuité,  que  des  pôles.  On  le  montre, 
avec  rigueur,  en  expliquant,  d'après  Weierstrass,  la  notion  d'un 
élément  de  fonction,  celle  du  prolongement  analytique  d'une  fonc- 
tion, et  la  démonstration  s'achève  sans  qu'on  ait  fait  intervenir 
l'intégrale  de  Cauchy. 

Ces  préliminaires  étant  rappelés,  on  passe  à  la  définition  d'une 
fonction  algébrique  u  âe  z  k  l'aide  d'une  équationy(;/,  ;)  =  o 
dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  u  et  :;  et  il 
s'agit  d'abord  d'obtenir,  pour  une  valeur  de  z  voisine  de  c  =  a, 
des  séries,  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  —  a, 
qui  représentent  les  n  racines  de  l'équation  f{^u,z)  =  o. 

Le  cas  simple  est  celui  où,  pour  r  ^  a,  l'équation  en  u  a  toutes 
ses  racines  distinctes  et  finies;  dans  ce  cas  on  trouve  n  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z  —  a  et 
la  convergence  de  l'une  de  ces  séries  se  démontre  en  considérant 
une  fonction  majorante. 

Dans  le  cas  général,  on  trouve  par  la  méthode  de  Puiseux 
n  séries  de  la  forme 

où  'Ç=^  z —  y.  et  où   les  exposants  î„.   s,,   ...   vont  en  croissant, 


COMI'TIÎS    RENDUS    1- T  A  \  A  L  YSES.  iG; 

mais  ne  sonl  plus  nécessairement  ni  entiers  ni  positifs.  En  réser- 
vant d'abord  l'étude  de  la  convergence,  on  montre  cpie  lune 
quelconque  de  ces  séries  satisfait,  au  moins  formellement,  à 
l'équation  F(?/,^)  ^o  déduite  de  la  proposée  par  le  changement 
de  variables  z  —  v.^'^]  cela  signifie  que  l'on  peut  prendre  un 
nombre  suffisamment  grand  des  premiers  termes  de  la  série  pour 
que,  la  somme  de  ces  termes  étant  mise  à  la  place  de  ;/,  la  con- 
gruence 

soit  satisfaite,  M  désignant  un  nombre  positif  aussi  grand  qu'on 
le  veut.  Pour  étudier  ensuite  la  convergence  de  l'une  de  ces  séries, 
on  montre  qu'après  avoir  calculé  un  nombre  limité  des  premiers 
termes,  on  retombe  sur  le  cas  simple  déjà  étudié  où  l'on  est  con- 
duit à  une  série  entière. 

Le  résultat  de  cette  première  étude  des  fonctions  algébriques 
est  le  suivant  : 

Les  n  racines  de  l'équation /(ff,::)  =  o  sont  données,  pour  des 
valeurs  de  z  voisines  de  a,  par  un  ou  plusieurs  développements  de 
la  forme 

U  =  eo  -^  <'i(^  —  ^j"-^  «"iC-  —  ==)  "  -^  ^2   "  -t-.  . ., 

OÙ  /■  etrt  désignent  des  nombres  entiers  et  où  l'on  attribue  succès- 
1 

slvement  à  (;  —  a)"  ses  a  déterminations. 

2.  11  s'agit  maintenant  de  prolonger  les  n  éléments  qui  repré- 
sentent les  racines  le  long  d'un  contour  parlant  d'un  pont  régu- 
lier/?o. 

Si  l'on  suppose  que  le  contour  revient  à  son  point  de  départ  et 
qu'il  n'embrasse  aucun  point  critique,  chacune  des  n  séries  se 
reproduit  sans  changement.  De  là  l'intérêt  d'un  système  de  cou- 
]>ures  qui  empêcheront  un  contour  quelconque  de  tourner  autour 
de  l'un  des  points  critiques. 

Dans  le  cas  où  les  points  à  l'infini  ne  sont  pas  des  points  cri- 
tiques, on  choisit  arbitrairement  un  point  régulier /?„  auquel  cor- 
respondent n  éléments  distincts  Ui(po),  «2(/^o)>  •  •  •  ^ ''«(Po)»  on 
trace  une  coupure  allant  de  po  à  chacun  des  points  critiques;  on 
répète  ces  coupures  sur  ?i  plans  superposés  à  chacun  desquels  on 
fait  correspondre  l'un  des  n  cléments. 
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En  comparant  les  valeurs  de  u  sur  les  bords  des  ii  coupui'es 
superposées  qui  correspondent  à  une  ligne  joignant  p^  à  un  point 
critique  quelconque,  on  reconnaît  qu'il  est  possible  de  joindre 
par  des  fils  les  bords  opposés  des  n  feuillets,  de  telle  façon  que, 
si  l'on  passe  de  l'un  de  ces  bords  à  un  autre  en  suivant  les  fils,  les 
valeurs  rencontrées  de  ii  se  succèdent  d'une  manière  continue. 
Enfin,  si  l'on  transforme  par  inversion  ces  n  feuillets  plans,  on 
obtient  une  surface  formée  de  n  feuillets  sphériques,  se  raccor- 
dant suivant  des  lignes  de  passage;  à  chacun  des  points  de  cette 
surface  est  attaché  un  seul  svstème  de  valeurs  de  z  et  de  u  \év'\- 
fiant  l'équation y(?^,  ^)  =  o,  de  telle  façon  que,  à  un  déplacement 
continu  sur  la  surface,  correspond,  pour;  et  pour  u^  une  variation 
continue. 

Cette  suiface,  dont  la  conception  est  due  à  Riemann,  donne 
une  représentation  géométrique  qui  est,  suivant  une  express^ion 
de  Hermite,  «  un  instrument  de  la  plus  grande  puissance  pour 
l'étude  des  fonctions  algébriques  ». 

On  appelle  points  de  ramification  les  extrémités  des  lignes  de 
passage  et  l'on  dit  qu'un  point  de  ramification  est  d'ordre  a —  i, 
si  a  feuillets  s'y  réunissent. 

A  une  valeur  donnée  de  z  correspondent  n  valeurs  zf( , 
u-i^ . . .,  Un  ou  encore  à  un  point  pris  sur  le  plan  de  la  variable  z 
correspondent  n  points  superposés  de  la  surface  de  Riemann.  Le 
déplacement  continu  de  l'un  de  ces  ii  points  sur  la  surface  est 
bien  défini  si  l'on  fait  décrire  au  point  z  dans  son  plan  un  chemin 
continu  ne  passant  par  aucun  point  critique;  mais  si  le  point  ; 
décrit  un  contour  fermé,  le  chemin  décrit  par  le  point  mobile  sur 
la  surface  de  Riemann  ne  revient  pas  nécessairement  sur  le  feuillet 
d'où  il  est  parti. 

Aux  contours  fermés  que  l'on  peut  faire  décrire  au  point  mo- 
bile sur  le  plan  de  la  variable  z  à  partir  d'un  point  déterminé  ^o 
correspondent  des  substitutions  sur  les  valeurs  w,,  //o?  •••i  "« 
de  a;  ces  substitutions  forment  un  groupe  que  Ton  appelle  groupe 
de  monodromie  de  l'équation  y(«,;)  =  o  et  dont  l'importance 
s'aperçoit  dès  que  Ton  a  démontré  cette  proposition  :  Pour  qu'une 
fonction  rationnelle  de  :;  et  de  u  soit  ralionnellemcnt  exprimable 
on  fonction  de  «,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  fonction  reste  inva- 
riable pour  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  monodronie. 
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Si  l'équation  f(^u,z)  =  o  est  irréduclil^le,  la  surface  de  Rie- 
mann  est  connexe,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  aller  par  un  chemin 
continu  tracé  sur  la  surface  d'un  point  donné  à  un  antre  point 
également  donné  ;  on  peut  donc,  en  partant  du  point  Zq  avec  une 
valeur  Uq,  arriver  à  un  point  quelconque  z-  avec  une  valeur  Ui 
choisie  arbitrairement  parmi  les  n  valeurs  «,,  Wo,  . . .,  u,i  qui  cor- 
respondent au  point  z.  On  dit  dans  ce  cas  que  l'équation 

f(n,  z)  =  o 
définit  une  seule  fonction  analytique  u  de  z. 

3.  Puisque  l'on  connaît  le  développement  en  série  de  u  dans 
le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  la  surface  de  Riemann,  on 
obtient  de  suite  le  développement  en  série  d'une  fonction  ration- 
nelle de  z  et  de  u.  Si  le  point  considéré  correspondant  k  z  ^=  y. 
est  un  point  de  ramification  d'ordre  a  —  1  le  développement  de 

la  fonction  rationnelle   est  une   série  ordonnée  suivant  les  puis- 

1 
sances  entières  et  croissantes  de  (:;  —  a)"  pouvant  contenir  un 
nombre  fini  de  termes  à  exposants  négatifs;  suivant  que  le  pre- 
mier exposant  est  nul,  positif  ou  négatif,  on  dit  que  la  fonction  est 
régulière  au  point  considéré,  qu'elle  admet  ce  point  comme  zéro 
ou  comme  pôle.  Les  propriétés  caractéristiques  d'une  fonction 
rationnelle  de  z  et  u  sont  les  suivantes  :  c'est  une  fonction  analy- 
tique uniforme  sur  toute  la  surface  de  Riemann  et  n'ayant  d'autres 
singularités  que  des  pôles;  on  démontre  enfin  qu'une  de  ces  fonc- 
tions ne  peut  rester  finie  sur  toute  la  surface,  à  moins  qu'elle 
ne  se  réduise  à  une  constante. 


DEUXIEME  PARTIE. 

CORPS    DE    FONCTIONS   ALGÉBRIQUES. 

4.  Soit  II  une  fonction  algébrique  de  c  définie  par  une  équa- 
tion irréductible  de  degré  n,  f(u^z)  =  o,  on  dit  que  l'ensemble 
des  fonctions  rationnelles  de  z  et  a  forme  un  corps;  on  désignera 
ce  corps  par  la  notation  K(z,  u). 

Soit  U  =  '^(^,  //)  un  élément  du  corps  et  soient  itf,  Uo-,  •  •  -,  l'n 
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les  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  z  puis 

Ui=c2(^,Mi),  U2=  ç(;:,«2),  •••,  U„=9(-,M„), 

on  dit  que  U),  Uo,  .  .  -,  U«  sont  les  valem^s  conjuguées  de  U  cor- 
respondant à  la  valeur  considérée  de  z. 

Le  produit  F(U,  :j)  =  (U— U,)  ...  (U  —  U„)  est  un  poly- 
nôme entier  en  U  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  z.  On  démontre  que  si  F(U,  ::;)  n'est  pas  irréductible, 
tous  les  facteurs  irréductibles  de  F(U,  z)  sont  identiques.  Dans  le 
cas  où  U  est  racine  d'une  équation  irréductible  de  degré  /î,  tout 
élément  du  corps  peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonction 
de  z  et  de  U,  les  deux  corps  K(;;,  u)  et  K(^,  U)  sont  identiques. 

En  tenant  compte  de  l'équation  y"( ?<,;)=  o,  on  peut  mettre 
tout  élément  du  corps  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier  en  u 
de  degré  n  —  i ,  à  coefficients  rationnels  en  z. 

On  dit  que  n  éléments  du  corps  r/'^,  r/-',  .  ..,  y,*'*'  forment  une 
base  si  tout  élément  'i\  du  corps  peut  être  représenté  par  une 
expression  de  la  forme 

les  coefficients  c,,  Co,  ...,  Cn  étant  rationnels  en  z. 

La  condition  jjour  que  n  fonctions  du  corps  r/",  ■/]'-',  ...,  T|'"' 
forment  une  base  est  que,  si  l'on  considère  le  système 


V,'\ 

Vr\    • 

..,      ■n\-\ 

-,  :  n 

'l  2     1 

■r:i\  ■ 

...  r,r 

'i  n    > 

■Ai) 
Uni 

'  •  1       Un 

où  Y,^  désigne  celle  des  n  valeurs  conjuguées  de  y/^^  qui  corres- 
pondent à  la  valeur  ui  de  //,  le  déterminant  de  ce  système  ne  soit 
pas  identi([uement  nul. 

Si  y/'J,  Y/^^  ...,  y/")  d'une  part  et  ^f'^,  ^^'^^  ..  .,  'Q"^  d'autre 
part  forment  deux  bases,  les  i^  s'expriment  par  des  fonctions 
linéaires  et  bomogènes  des  y]  à  coefficients  rationnels  et  telles  que 
le  déterminant  de  ces  coefficients  ne  soit  pas  identiquement  nul. 

o.  Il  est  utile  pour  la  suite  de  rappeler  les  |)ropriétés  suivantes 
fies  systèmes  de  n-  élémcnl>. 
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La  règle  pour  faire  le  produit  des  deux  sjslèmes  (qa),  {dik) 
peut  s'énoncer  en  abrégé  (comme  on  le  fait  à  propos  des  déter- 
minants) :  on  multiplie  successivement  les  lignes  du  premier  fac- 
teur par  les  colonnes  du  second  facteur,  ou  en  précisant  :  si  Ton 

prend 

eik  =  Ciidi/c-^  Ciichjc-^-  ■  --^  Cindiii;, 
on  a 

{Ciic)idik)  =  {en,). 

On  désigne  par  (1)  un  système  de  n-  élémenls  où  tous  les 
éléments  sont  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale  principale  et  où  les 
éléments  de  cette  diagonale  sont  égaux  à  l'unité. 

Le  système  réciproque  [c]/.)  d'un  système  donné  satisfait  à  la 
condition  (qui  peut  le  définir) 

(c;7,)(c//,)  =  (0- 

Le  système  conjugué  d'un  système  donné  s'obtient  en  chan- 
geant les  lignes  en  colonnes  et  les  colonnes  en  lignes  dans  le  sys- 
tème donné. 

Le  système  complémentaire  d'un  système  donné  est  le  conju- 
gué du  réciproque  de  ce  système. 

6.  Après  ces  définitions  auxiliaires,  on  introduit  une  notion 
qui  interviendra  constamment  dans  la  suite  de  ce  livre  et  sur  1  uti- 
lité de  laquelle  les  auteurs  insisteront  bien  des  fois  :  c'est  la  notion 
de  Diviseurs  algébriques. 

Il  convient  d'abord  de  rappeler  la  définition  de  l'ordre  d'une 
fonction  rationnelle  de  z  et  de  «,  cp(5,  f/),  en  un  point  de  la  sur- 
face de  Riemann  qui  correspond  à  l'équation /"(:;,  u)  ^=  o. 

Si  ce  point  est  l'un  des  points  donnés  par  ^=  a  et  si  c'est  un 
point  de  ramification  d'ordre  a — i,  on  peut,  dans  un  domaine 
convenablement  choisi  de  ce  point,  mettre  cp(c,«)  sous  la  forme 

/• 

o{z,u)  =  (z  —  a)"E(;;  I  a), 

E(:;[a")  étant  une  fonction  qui  reste  finie  et  difl'érente  de  zéro 
quand  :;  tend  vers   a  et  /■   un  entier  positif,  nul  ou  négatif  :  on 

dit  que  z>(z,u)  a  un  ordre  égal  à  /■  au  point  considéré  /  s'il  s'agit 

d'un   point    à    l'infini,   on  remplace   dans   cette  définition  :;  —  a 
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par-  )•  L'ordre  de  'Z)(z,u)  n'est  différent  de  zéro  qu'en  un  nombre 

limité  de  points  ;  ce  sont  ces  points  qu'il  y  a  surtout  intérêt  à 
considérer.  On  aura  donc,  dans  l'étude  d'une  fonction  algébrique, 
à  considérer  particulièrement  un  nombre  fini  de  points  et  pour 
chacun  d'eux  un  nombre  positif  ou  négatif  qui  donnera  l'ordre 
de  la  fonction  en  ce  point.  On  abrégera  les  explications  en  intro- 
duisant, d'après  Dedekind,  une  notation  et  un  calcul  symboliques. 
On  dira  qu  une  fonction  du  corps  }i.(:-^u)  est  divisible  par  le 
diviseur 

Q  =  p^p?^..p5r 

si  elle  est  au  moins  de  l'ordre  p,  au  point  P,,  .  . .  de  V ordre  o^ 
au  point  P^,  quelle  que  soit  la  façon  dont  elle  se  comporte  aux 
autres  points  de  la  surface  de  Riemann. 

Non  seulement  on  étudie  la  divisibilité  des  fonctions  du  corps 
par  les  diviseurs,  mais  on  considère  ces  diviseurs  en  eux-mêmes 
et  Ton  définit  un  calcul  de  ces  diviseurs,  de  la  manière  suivante! 

Soient 

Q  =  p> >  V\- . . .  ?)>',        R  =  Pîj»-.  P:j-:  . . .  P];''. 

le  produit  QR  et  le  quotient  ^  sont,  par  définition, 

OR  =  P>i+!J-.  .    ,  P'S+!Jt,.  !i  _  p"a,-(j.,  P>;,-!J-;-. 

On  dit  que  Q  a  un  ordre  égal  à  Â|  -h  Ao  + .  .  .  4-  A/c  Un  diviseur 
est  dit  entier,  quand  aucun  des  exposants  qui  v  figurent  n'est 
négatif;  on  peut  toujours  mettre  un  diviseur  sous  la  forme  du 
quotient  de  deux  diviseurs  entiers. 

On   dit  qu'un  diviseur  Q  est  divisible  par  un  diviseur  R  si  le 

quotient  t^  est  un  diviseur  entier.  Le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  plusieurs  diviseurs  algébriques  s'obtient  en  j^rcuant  les 
facteurs  communs  à  ces  diviseurs  et  en  affectant  chacun  d'eux  de 
son  j)lus  petit  exposant. 

A  toute  fonction  r,  du  corps  correspond  un  diviseur  bien  déter- 
miné, dont  le  numérateur  fait  cou  naître  les  zéros  et  le  dénominateur, 
les  infinis  de  r, . 

Deux    fonctions    du  corps   auxcpicllcs    correspondent  le    même 
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diviseur,  c'est-à-dire  qui  admettent  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes 
pôles  avec  les  mêmes  ordres  de  multiplicité,  ne  dinêrenl  que  par 
un  facteur  constant.  Ceci  conduit  à  introduire  dans  le  diviseur 
associé  à  une  fonction  alfrébrique  un  facteur  constant  e  éiral  au 
premier  coefficient  du  développement  en  série  de  la  fonction  en 
un  point  Po  de  la  surface  de  Riemann  choisi  une  fois  pour  toutes. 
Alors  la  fonction  algébrique  est  complètement  déterminée  par  son 
diviseur  et  l'on  écrit  symboliquement 

r.  =  eP>iP>,^  ...  P'>. 

Pour  une  fonction  t,  du  corps,  le  nombre  des  zéros  est  égal  au 
nombre  des  pôles,  si  l'on  tient  compte  des  ordres  de  multiplicité; 
ainsi  le  diviseur  de  r,  est  d'ordre  nul,  mais  il  ne  suffît  pas  que 
l'ordre  d'un  diviseur  soit  nul  pour  que  ce  diviseur  définisse  une 
fonction  du  corps  K(;,«). 

Soit  X  une  fonction  du  corps  et  a  une  constante  quelconque;  le 
nombre  des  racines  de  Téquation  x  —  a  =  o  est  égal  au  nombre 
des  infinis  de  x;  il  est  donc  le  même  quel  que  soit  a.  Ce  nombre 
constant  s'appelle  le  degré  de  la  fonction  x  du  corps;  on  le  repré- 
sentera par  iix. 

7.  On  donne,  d'après  Dedekind,  le  nom  de  module  à  l'ensemble 
des  fonctions  définies  par  l'égalité 

oùr,'',  r/2)^  ^  -f^n)  5Qnt  des  fonctions  du  corps  K(:;,  ?/^  et  fi ,  t'o,  ..., 
i'rt  des  fonctions  entières  et  rationnelles  de  z;  on  dit  que  y/'\ 
Y,'-\  ...  r/"^  forment  un  svslème  de  base  (^Basis  système)  ou,  en 
abrégé,  forment  une  base  pour  le  module  considéré. 

Deux  systèmes  de  base  sont  appelés  équivalents  s'ils  définissent 
le  même  module;  dans  ce  cas,  les  fonctions  de  l'un  sont  données 
par  des  expressions  linéaires  et  homogènes  des  fonctions  de  l'autre, 
les  coefficients  étant  des  polynômes  entiers  en  z  dont  le  détermi- 
nant se  réduit  à  une  constante  différente  de  zéro. 

On  remplace  un  système  de  base  v-/'^,  t/-',  . . . ,  r/"^  par  un 
système  équivalent  :  i°  si  l'on  échange  deux  fonctions  r/"  et'ri^-^^ 
2°  si  l'on  multiplie  par  une  constante  une  fonction,  y,'"  par 
exemple;    3'^  si   l'on  remplace  une   fonction  y.'    par  y/'-'  —  ty/*^, 
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i>  étant  un  polynôme  entier  en  z.  En  composant  ces  trois  trans- 
formations élémentaires,  on  peut  obtenir  toute  transformation 
d'un  système  de  base  en  un  système  équivalent. 

Si  l'on  veut  étudier  les  fonctions  d'un  module  pour  des  valeurs 
de  z  voisines  de  a,  il  est  indispensable,  comme  la  suite  de  ce  livre 
le  montrera  bien,  de  définir  avec  précision  la  plus  haute  puissance 
de  5  —  a  qui  divise  une  fonction  Tj  du  corps.  Si  l'on  suppose  que 
à  ^  =  a  correspondent,  sur  la  surface  de  Riemann,  des  points  dont 
les  ordres  de  ramification  sont  a  —  i ,  b  —  i ,  c  —  i ,  . . .  ,  et  si  p.  est 
le  plus  petit  multiple  commun  de  rt,  b,  c,  .  . . ,  on  aura  pour  les  n 
fonctions  conjuguées  r;,,  -/lo,  ...,  r,„  des  développements  de  la  forme 

T,i  =  ai(z  —  :i)V-^  bi(z  —  %)   !^    +..., 


v;,j=  ««(-  — a)!-^-i- 6„(^  —  a)    1-^    -4-..., 
l'un   au   moins  des   coefficients  «i,  «o,  . . .  ^  au   étant  différent  de 

zéro  :  on  dira  que  {z  —  a)!^  est  la  [lius  haute  puissance  de  (:;  —  a), 

telle  que  ■ — -  reste  fini  quand  z  tend  vers  a,  ou,  en  abrégé,  que 

(z-ccf 

r 

■/•)  admet  \c  facteur  (  Teiler)  [z  —  a)!^. 

D'après  cela,  si  les  fonctions  r/",  y/-),  ...,  ■f\''"\  formant  une 
base,  admettent  respectivement  les  facteurs 

{z-oi)V-,     (z-cf.)\'-,  ...,         (--a)^, 

le  déterminant  l/i/'|,  dont  les  colonnes  successives  sont  formées 
des  valeurs  conjuguées  de  ces  n  fonctions,  aura  comme  premier 
terme 

aïk  étant  le  coefficient  de  {z  —  a)!'  dans  r, /''  ;  si  le  d<'tormlnant  |  an,  \ 
est  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  \q  facteur  du  déterminant  est 
le  produit  de  ses  facteurs  de  colonne,  on  dit  que  le  système  vi,, 
Ym,  ....  Y],,  est  normal. 
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Dans  ce  cas,  le  facteur  de  la  fonction 

r,  =  p,  r/i'  -f-  (.'2  t;2!  -h  .  .  .  -t-  (;„r/«' 

est  égal  exactement  à  celui  des  facteurs  des  produits  t'/T/'^  qui 
est  de  degré  le  moins  élevé;  la  détermination  exacte  de  ce  fac- 
teur sera  très  utile  quand  il  s'agira  de  trouver  le  nombre  des 
constantes  dont  dépendent  certaines  fonctions  algébriques.  De 
là  rimportance  de  cette  proposition  :  Tout  système  de  base  est 
équivalent  à  un  système  qui  est  normal  pour  :;  =  a. 

8.  On  arrive  à  des  propriétés  essentielles  d'un  système  de  /^- 
éléments  (ti^),  déduit  d'une  base,  en  considérant  les  diviseurs  de 
déterminants  (^Delerminaiitenteiler)  et  les  diviseurs  élémentaires 
[E lementarteiler)  de  ce  système.  Ils  se  définissent  de  la  façon 
suivante  :  Soit  (:;  —  a)''''  la  plus  liante  puissance  de  ^  —  a  qui  se 
trouve  en  facteur  dans  tous  les  déterminants  d'ordre  li  déduits  du 
système  {'fi])  les  n  puissances 

sont  les  diviseurs  de  déterminants  du  système  (vi^'^  r/-',  .  . .,  v/"'). 
Les  diviseurs  élémentaires  ei,  èo,  .  .  . ,   e«  de   Weierstrass  sont 
rattachés  aux  diviseurs  de  déterminants  par  les  relations 

ei  =  {z  —  oifi,         eie2=(-^  —  ^)''-!         eyC-i  . . .  e,i  =  {z  —  a)''". 

Si  le  système  est  normal  et  si  les  fonctions  r/'^,  r/-^,  . .  . ,  r,,,  sont 
rangées  dans  un  ordre   tel  que  les  degrés  de  Xewvs  facteurs 

forment  une  suite  croissante,  les  diviseurs  élémentaires  sont 

ei  =  {z  —  <x)?^,         e^  —  iz  —  a)?'.,         e„=(^  — a?™. 

Des  systèmes  de  base  équivalents  ont  mêmes  diviseurs  de  déter- 
minants et,  par  suite,  mêmes  diviseurs  élémentaires 

On  fait  une  application  de  l'étude  précédente  des  modules  à  la 
détermination  des  ordres  de  ramification  d'une  surface  de  Riemann 
correspondant  à  une  équation  donnée  et  l'on  traite  avec  détails  le 
cas  des  équations  binômes,  puis  les  cas  où  la  surface  de  Riemann  a 
deux,  trois  ou  quatre  feuillets. 
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TROISIÈME  PARTIE. 

LES    DIVISEURS    ALGÉBRIQUES    ET    LE    THÉORÈME    DE    RIEMAN.N-ROCH. 

9.  Les  auteiu-s  indiquent,  comme  le  problème  fondamental  pour 
toute  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  la  question  suivante  : 

Trouver  toutes  les  fonctions  du  corps  K(^,  u)  qui,  en  h  points 
donnés  P(,  Po,  .  . . ,  P^  de  la  surface  deRiemann,  cR.,  aient  au  moins 
les  ordres  ).,,  Àoj  •  •  . ,  >'>a  et  soient  régulières  en  tous  les  autres 
points  de  la  surface  ;  ou,  en  abrégé,  tromer  toutes  les  fonctions 
du  corps  K(:;,  n)  qui  sont  multiples  du  diviseur  algébrique 

On  clierclie  d'abord  les  fondions  du  corps  qui,  aux  A  points 
donnés,  ont  des  ordres  au  moins  égaux  à  A,,  Âo»  •  •  •?  >•>«?  sont  régu- 
lières en  tous  les  autres  points  à  distance  finie,  mais  ne  sont  assu- 
jetties à  aucune  condition  pour  les  /i  points  à  l'infini  (ces  derniers 
étant  supposés  points  ordinaires  de  la  surface).  Ces  fonctions 
forment,  d'après  la  terminologie  de  Dedekind,  un  idéal;  on  dési- 
gnera cet  idéal  par  la  notation  I(Q). 

On  démontre  qu'on  peut  toujours  trouver  une  base 

telle  que  le  module  correspondant 


soit  identique  à  l'idéal  1(Q);  on  dit  alors  que  U(,  "^2,  . .  . ,  ^h 
forment  un  système  fondamental  pour  l'idéal  1(Q).  Si  une  fonc- 
tion de  l'idéal  I(Q)  est  exactement  de  l'ordre  À,  en  chacun  des  h 
points  P/,  on  dit  qu'elle  appartient  au  diviseur  algébrique  Q;  on 
j)eut  toujours  trouver  dans  un  idéal  quelconque  I(Q)unc  fonction 
appartenant  au  diviseur  Q. 

On  peut  aisément  calculer  le  déterminant  |  •/•,/[  correspondant  à 
un  système  fondamental  (r/",  7,'-',  ...,  v^'"')  de  l'idéal  I(Q),  dé- 
terminant (pie  l'on  désigne  par  D(Q).  Comme  le  carré  de  ce 
déterminant  est  une  fonction  rationnelle  de  :;,  il  suffit  de  savoir 
trouver    avec  quel  exposant  un    facteur  quelconque  ;;  —  a  cnlre 
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dans  D(Q).  Dans  le  voisinage  de  l'un  des  points  P  qui  corres- 
pondent à  ^  =  a,  on  trouve  comme  fadeur  de  D(Q) 

{z  —  %)         2   ^ 

A  étant  l'exposant  correspondant  à  ce  point  P  dans  le  diviseur  Q 
(c'est-à-dire  \^ ,  ).o,  .  . . ,  ).^  ou  bien  zéro)  et  «  —  i  l'ordre  de  rami- 
fication de  ce  point  P  de  la  surface  de  Riemann,  ce  qu'on  peut 
exprimer  de  la  façon  suivante  : 

a  —  1 

D(Q)=JJ(^-a/"^"^. 
p 

On  en  déduit  Tégalité  remarquable 

[D(Q)]^  =  DK^)xD,r^), 
où  D,(:;)  et  Dof--)  désignent  les  fonctions  rationnelles 

Bi(z)=Y[(=-^-)'-^,  D,(^)=JJ(^-a)«-', 

1*.  l'a 

de  sorte  que  le  premier  produit  dépend  seulement  du  diviseur  Q 
et  le  second  dépend  seulement  des  points  de  ramilîcation  de  la 
surface  de  Riemann  ai. 

On  appellera  diviseur  de  ramification  (  Verzwei gun gsteileî')  de 
la  surface  A,  le  diviseur  algébrique 


Z  = 


IlPr. 


le  produit  étant  étendu  à  tous  les  points  de  ramification  (supposés 
tous  à  distance  finie). 

Un  cas  très  particulier  mais  important  est  celui  où  le  diviseur  Q 
se  réduit  à  l'unité,  c'est-à-dire  où  l'idéal  se  compose  de  fonctions 
qui  ne  possèdent  aucun  pôle  à  distance  finie,  mais  peuvent 
d'ailleurs  avoir  un  ordre  quelconque  en  chacun  des  n  points  à 
l'infini;  ces  fonctions  sont  les  fonctions  algébriques  entières. 

Toutes  les  fonctions  algébriques  entières  ;  du  corps  iv(3,  «),  et 
elles  seulement,  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

où  t'),('2,  . . .,  r„  sont  des  fonctions  rationnelles  de  r  et  Ç).  =0,  ...,  i« 
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un  système  fondamental  qui  se  détermine  par  des  opérations  ra- 
tionnelles. 

10.  Après  cette  étude  auxiliaire,  on  peut  trouver  les  fonctions 
du  corps  K(g,  a)  qui  sont  des  multiples  de  Q.  Il  suffit  de  prendre 
dans  l'idéal  I(Q)les  fonctions  qui  satisfont  à  la  condition  nouvelle 
de  rester  finies  aux  points  de  l'infini. 

Soit  (wi,  ^27  •••,  s«)  "i^  système  fondamental  que  l'on  peut 
supposer  normal  pour  3  =  a;  on  se  place  dans  le  cas  où  il  n'y  a 
pas  de  point  de  ramification  à  l'infini;  alors,  pour  :;  =  00,  les 
facteurs  de  t^,,  uo,  .  .  .  ,  Ç/i  sont  des  puissances  de  -  qui  ont  pour 
exposants  des  nombres  entiers, 

et  l'on  a  pu  ranger  les  11  fonctions  dans  un  ordre  tel  que  ces  ejipo- 
sants  forment  une  suite  décroissante.  Si  les  s  premiers  seulement 
sont  positifs  ou  nuls  et  tous  les  autres  négatifs,  les  s  premières 
fonctions  sont  des  multiples  de  Q  et  les  n  —  s  dernières  ne  sont 
pas  des  multiples  de  Q. 

Ces  notations  fixées,  en  s'appuyant  sur  les  propriétés  d'un  sys- 
tème fondamental,  on  démontre  que  tous  les  multiples  du  divi- 
seur Q,  et  eux  seulement,  sont  donnés  par  la  formule 

dans  laquelle  T),  .  .  . ,  r.ç  sont  des  polynômes  entiers  en  z  de 
degrés  /•,,  /'o,  ...,  r,. 

Le  second  membre  de  la  formule  est  une  fonction  linéaire  et 
homogène  des  fonctions 

C<",    -C'",     ••■,    ^'•^"■'       (^■  =  i,'^,  ...,0, 

dont  le  nombre  est 

N  =  ( r,  -i-  I  )  -4-  (  /'a  -H  I )  -H . .  .  -^-  (  /-.s- -t-  I ). 

Le  problème  énoncé  comme  problème  fondamental  se  trouve 
ainsi  résolu  et  toutes  les  opérations  que  l'on  a  eu  à  effectuer  sont 
rationnelles. 

IL  La  question  des  transformations  biralionnelles  est  posée  de 
la  façon  suivante  :  Déterminer  deux  fonctions  x  ctjdu  cor|isK(::,  11) 
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telles  que  z  et  u  soient  rationnellement  exprimables  en  x  el y  et, 
par  suite,  que  les  deux  corps  K(i:,  «),  K(^,y)  soient  identiques. 

On  montre  en  détail  que,  si  x  est  une  fonction  arbitraire  du 
corps  K(::,  u),  on  peut  déterminer  les  constantes  a  et  b  de  façon 
que,  si  l'on  pose  y  z=  az  ^  bu,  le  corps  K.(x,  y)  soit  identique  au 
corps  K(:;,  u). 

Soit  Ax  la  surface  de  Riemann,  quand  on  choisit  x  comme 
variable  indépendante;  par  analogie,  on  désigne  parcR-  la  surface 
de  Riemann  considérée  quand  z  était  la  variable  indépendante. 
Les  deux  surfaces  Ax  et  A^  se  correspondent  point  par  point 
d'une  manière  univoque;  à  tout  circuit  tracé  sur  c-R.-  correspond 
un  circuit  tracé  sur  Aj-;  on  en  conclut  que  Ax  est  connexe 
comme  Az  et  que  l'équation  f[ui  relie  y  ^  x  est  irréductible.  Le 
nombre  N  des  fonctions  du  corps,  qui  sont  des  multiples  d'un 
diviseur  algébrique  et  sont  linéairement  indépendantes,  ne  change 
pas  quand  on  change  de  vaiiable  indépendante. 

12.  Les  diviseurs  algébriques,  dont  l'emploi  va  devenir  de 
plus  en  plus  fréquent  et  paraîtra  aussi  de  plus  en  plus  utile,  sont 
l'objet  d'une  étude  plus  détaillée.  On  les  distribue  en  classes  de 
la  façon  suivante  : 

On  range  d'abord  dans  une  même  classe  (classe  principale,  ou 
classe  unité)  les  diviseurs  associés  aux  fonctions  du  corps  K(^,  u). 
Puis  on  regarde  comme  équivalents  deux  diviseurs  dont  le  rap- 
port est  une  fonction  du  corps,  et  l'on  range  dans  une  même 
classe  tous  les  diviseurs  équivalents  à  un  diviseur  donné. 

Les  diviseurs  d'une  même  classe  sont  de  la  forme  Qo^i,  Qo^25 
Qo^3  .  .  . ,  où  ^1 ,  ^2î  ^3  •  •  •  désignent  des  fonctions  du  corps. 

Si  les  fonctions  X.^^  ^2,  .  .  .,'Ck  du  corps  satisfont  à  une  relation 
linéaire  à  coefficients  constants, 

Cl  V2  —  f  2  ^2  ^  .  •  •  -^  C/;.^;^  =  O, 

on  dit  que  les  diviseurs  correspondants  Q(,  Qo,  .  •  .,  Qa  tl  une 
classe  (Q)  satisfont  à  la  relation 

ciQi— CîQ.-f-.  ..-1-  caQa=  o. 

Tous  les  diviseurs  d'une  même  classe  ont  le  même  ordre;  cet 
ordre  s'appelle  F  ordre  de  la  classe. 
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Si  les  divlseui's  Q  et  Q'  d'une  pari.  Pi  el  Pt'  d'autre  pari,  sont 
équivalents,  QR  et  Q'R'  sont  équivalents,  et  il  en  est  de  même 

pour^et|p;  ceci  permet  de  définir  la   composition   des  classes 

de  diviseurs  par  multiplication  et  par  division.  En  désignant  par 
(Q)  et  (R)-deux  classes  de  diviseurs,  on  appellera  produit  de  ces 
classes  et  l'on  désignera  par  (QR)  la  classe  obtenue,  en  multipliant 
un  diviseur  de  la  classe  (Q)   par  un  diviseur  de  la  classe  (R)  ;   le 

quotient  f  -^  )  se  définit  d'une  manière  analogue. 

L'ensemble  des  diviseurs  entiers  d'une  classe  forme  ce  qu'on 
appelle  le  domaine  d'intégrité  de  celte  classe.  Soient  Qo  un  divi- 
seur choisi  une  fois  pour  toutes  dans  la  classe  (Q),  et  G  un  divi- 
seur entier  de  la  même  classe,  on  a 

G  =  Q„r,         r  =  Gx^, 

Z,  désignant  une  fonction  du  corps  ;  on  voit  que  l'élément  de  la 
classe  principale,  associé  à   un   diviseur  entier  de  la  classe  (Q), 

est  un  multiple  de  -— ;  or,  on  a  vu  que  les  fonctions  du  corps,  qui 
sont  des  multiples  d'un  diviseur  -;- >  peuvent  s'exprimer  linéaire- 
ment à  l'aide  de  N  d'entre  elles,  N  élant  un  nombre  entier  qu'on 
sait  déterminer;  on  en  conclut  qu'il  y  a,  dans  la  classe  (Q),  N 
diviseurs  entiers  linéairement  indépendants.  On  appelle  dimen- 
sion dhine  classe  (Q)  et  l'on  désigne  par  j  Q  j  le  nombre  des 
diviseurs  entiers  de  la  classe  (Q)  qui  sont  linéairement  indépen- 
dants. 

Voici  une  première  application  qui  donnera  un  aperçu  sur  la 
façon  dont  on  tire  parti  de  ces  diviseurs  algébriques.  11  y  a  beau- 
coup d'intérêt  à  trouver  une  fonction  x  du  corps  dont  le  degré  nx 
soit  aussi  petit  que  possible,  ]3uisque  nx  est  le  nombre  des  feuil- 
lets de  la  surface  Ax  qui  peut  servir  à  l'étude  des  fonctions  du 
corps. 

Dans    cette    idée,    on    considère    les    N    fonctions    du   corps 

linéairement   indépendantes   cjui  sont  des  multiples  de  pr-  et  les 

diviseurs  entiers  qui  leur  correspondent  dans  la  classe  (Q).  Soient 
y/",  t/-^,  .  .  .,  Y,'^'  ces  fonctions,  el  G,,  Go,  .  .  . ,  G;^  ces  diviseurs. 
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Si  l'on  pose 


j"  = 


Gs 


Ci,  Co,  ...,  £■>;_,,  désignant  des  constantes,  a;  est  une  fonction 
du  corps  dont  le  degré  n^  est  égal  ou  inférieur  à  l'ordre  rj  de  la 
classe  (Q);  de  plus,  on  jjeut  disposer  des  N  —  i  constantes,  de 
façon  que  le  numérateur  ait  avec  le  dénominaleur  un  di\iseur 
commun  d'ordre  N  —  2;  on  a   donc,  en  définitive, 

«X  <  ^/  -  ;  Q  I  +  2. 

En  se  reportant  au  calcul  qui  a  donné  le  nombre  entier  IN  ^  |  Q  J, 
on  trouve  l'inég:alité 


ou,-(^-4 


iv  désignant  la  somme  des  ordres  des  points  de  ramification  de  la 
surface  A^,  somme  qui  est  toujours  un  noml)re  pair,  et  n  le  degré 
du  corps  iv(;,  II).  Si  l'on  pose 

IV 

P  = 71  ~i-  i, 

p  est  justement  le  nombre  désigné  par  Piiemann  comme  donnant 
le  genre  de  la  surface  A^,  et  l'inégalité  précédente  peut  s'écrire 

Cette  inégalité  sera  remplacée  plus  tard  par  une  égalité,  traduc- 
tion du  théorème  de  Riemann-Pv.och. 

13.   On  aborde   maintenant  l'étude    des   intégrales  abéliennes 


/^ 


où  ;  est  une  fonction  du  corps  K.(:;,  w),  en  continuant  d'emplover 
comme  auxiliaires  les  diviseurs  algébriques.  Avant  tout,  on  fait 
correspondre  à  la  différentielle  ^dz  un  diviseur  qui  ne  change  pas 
quand  on  change  la  variable  indépendante,  et  qui  fait  connaître  la 

façon  dont  se  comporte   f\dz  en  tous  les  points  de  lune  des  sur- 
faces de  Riemann  servant  à  la  représentation  du  corps  K(;,  u). 
Bull,  des  Sciences  inatliein.,  3'  série.  !.  AWIl,  (Juillet  io<)-^.)  ij 
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On  y  jiarvicnt  assez  simplement  en  raisonnant  de  la  façon  sui- 
vante :  Si  ç  et  Y,  sont  deux  fonctions  quelconques  du  corps  et  si 
l'on  a  dans  le  voisinage  de  :;  =  a 

é  <'  +  I 

dr  ^^ 

le  développement  de -7^  commence  par  un  terme  en  (z  —  a)  "   , 


«ce  qu'on  écrit  symboliquement 


dl 


JJp-rf, 


3e  produit  étant  étendu  à  tous  les  points  de  cil-  pour  lesquels  e  —  d 
est  différent  de  zéro.  Le  même  diviseur  I  I  P^~'^se  présente  si  l'on 
forme  le  quotient 

N.^  ■  NI 

011  Nç  est  le  diviseur  du  dénominateur  de  la  fonction  \  du  corps, 
Zf  le  diviseur  de  ramification  quand  on  prend  \  pour  variable  indé- 
pendante, tandis  que  N^,  et  'L-t^  ont  des   significations  analogues 
relativement  à  la  variable  'f\. 
On  écrit  symboliquement 

c/r,  L,^^    _    Zs 

D'autre  part,  une  même  différenliclle  abcliennc  chù  s'écrit,  sui- 
vant qu'on  prend  ç  ou  y,  comme  variable, 

V/io  =  JIs  r/;  =  ^s  -ri  dt.  =  C,  dr, 
•^  dr, 

c'cst-à-dirc  que  le  rapport  des  coefficients  diflérenticls  u^,  t.f^ 
satisfait  à  la  condition 

X.\  _dr^ 

et,  en   tenant   compte    de    l'égalili-  symboli(pie    qui   vient   tl'êlrc 

obtenue, 

^  ^  ^  .   Z^ 

^0        N-?  •  Ni' 
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On  voit  enfin  qu'on  a  pour  deux  fondions  quelconques  ç  et  r^ 
du  eorps 

(V'w  représente  un  diviseux'  algébrique  qui  dépend  de  la  différen- 
tielle <ito,  mais  non  de  la  variable  d'intégration  :  c'est  ce  diviseur 
qu'on  nomme  le  diviseur  différentiel  {Diffcrentialteiler) 
associé  à  l'intégrale  (o  ou  à  la  différentielle  <:/o).  Quand  l'intégrale 
(0  est  donnée,  le  diviseur  différentiel  «p,,)  est  défini  sans  anibi- 
guité,  et  réciproquement,  quand  le  diviseur  (T'(,j  est  donné,  l'inté- 
grale est  définie  à  une  constante  additive  près. 

On  montre  que,  si  P  est  un  diviseur  d'ordre  Ji  de  (ï-^,  le  déve- 
loppement de  (0  au  point  correspondant  est  de  la  forme 


ou 


Le  diviseur  \\\,.,  qu'on  a  fait  correspondre  à  l'intégrale  abé- 
lienne  o>  a  donc  bien  les  propriétés  énoncées. 

14.  Une  démonstration  intéressante  de  la  conservation  du  genre 
dans  toute  transformation  birationnelle  se  rattache  aux  considé- 
rations précédentes.  On  part  de  l'égalité  symbolique 

et  l'on  remarque  que  -~  est  une  fonction  du  corj)s,  puisque  ç  et  r, , 

toutes  deux  fonctions  rationnelles  de  z  et  u,  sont  liées  entre  elles 
par  une  équation  algébrique  F  (r, ,  i)  =  o.  En  d'autres  termes,  les 

"L  Ta'- 

diviseurs  -4  et  —"-  sont  équivalents:  ils  ont  donc  le  môme  ordre, 

TV  2  A  2  1  ' 


W  —  Wq  =     'Xji  x''^^    -i- .  .  . 

pour 

h^  -I, 

(.0  —  ojo  =  a_i  log.r  -i-. . . 

pour 

A  =n   —  I  . 

et  l'on  a 

Wr.  —  2  11 


m  étant  le  degré  de  ç,  w?  la  somme  correspondante  des  ordres  de 
ramification,  et  /iy^  (V-^  ayant  des  signincalions  analogues.  Donc, 
le  nombre  (entier,  on  l'a  vu) 


P=  - 
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ne  cliani;e  pas  quand  on  change  la  variable  indépendante,  le  corps 
aigébricjLie  étudié  restant  le  même,  ou  enfin  le  genre  est  un  inva- 
riant pour  toute  transformation  birationnelle. 

Les  diviseurs  difTéi'enliels  associés  aux  difTérenliclles 

(Im  =  "Cl  d\.         (ho'  =  Z'-,  dc_, 

tpii  correspondent  à  deux  fonctions  du  corps,  sont  tleiix.  diviseurs 
éipiivalents,  puisqu'on  a 

et.  par  suite, 


Donc,  tous  les  diviseurs  difierenliels  appartiennent  à  une 
même  classe  (W)  qui  est  déterminée  par  le  diviseur  — ^  ;  on  voit 
(pie  l'ordre  de  celte  classe  est  égal  à 

ir  —  III  =^  ■>[)  —  ■>. 

On  appelle  intégrale  abélienne  de  première  espèce  une  inté- 
grale abélienne  qui  reste  finie  en  tous  les  points  de  la  surface 
de  Kiemann  à  latpielle  elle  est  attachée.  Pour  obtenir  toutes  les 
intégrales  de  première  espèce,  on  est  ramené  à  chercher  tous  les 
diviseurs  entiers  linéairement  indépendants  de  la  classe  différen- 
lielle  (W).  On  trouve,  de  celte  façon,  que  le  nombre  des  intégrales 
de  première  espèce  linéairement  indéj^endantes  est  égale  au 
genre />  du  corps  et.  de  plus,  on  apprend  à  former  efl'ectivement 
les  fonctions  algébriques  dont  les  intégrales  sont  ces/?  intégrales 
de  première  espèce. 

lo.  Le  théorème  de  Hieiiumn-lux  h  iiidicpie  avec  jnécision  le 
nombre  des  constantes  dont  dépend  la  lonclion  la  plus  générale 
du  corps  K(ô,//),  qui  devient  infinie  du  premier  ordre  en  des 
points  donnés  (ou  seulemeni  en  quelques-uns  de  ces  points")  et 
(Hii  reste  finie  en  tous  les  autres  points  de  la  surface  .il.,-.  Au  point 
de  \\\v  de  la  théorie  des  diviseurs  algébri(|ucs,  la  ([uestiou  se  pose 
(le  l;i  façon  siiivanlr  :  Dans  la  classe  dilférenticllc  (W),  combien 
\    ;i-l-il   (le   di\iscuis   lim'iiircincnl  iiid(''j)endanls  (pii  sont  des  miil- 
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liples  d'un  diviseur  donné  Q?  On  monire  d'abord  que  le  nombre 
cherclié   est  égal   au  nombre  des  diviseurs   entiers   linéairement 

indépendants  de  la  classe  (77-)'  puis  on  obtient,  par   des  calculs 

purement  algébriques  et  en  s*ap|iuvaiiL  sur  les  propriétés  d'un 
système  normal  de  base  pour  un  idéal,  le  résultat  suivant  : 

q  désignant  l'ordre  du  diviseur  donné.  On  moulrera  plus  loin 
l'équivalence  de  cet  énoncé  avec  l  énoncé  auquel  on  est  conduit, 
quand  on  part  de  la  lorniule  de  dt'^composition  d'une  fonction 
algébrique  en  éléments  simples;  mais  il  convient,  dès  mainte- 
nant, d'en  indiquer  les  conséquences  suivantes  : 

Dans  le  corps  K(r,  11)^  il  n'existe  pas  de  fonction  (  proprement 
dite)  telle  que  ses  pùles  soient  des  points  arbitrairement  choisis, 
en  nombre  moindre  que  p -r-  \  \  au  contraire,  il  existe  des  fonc- 
tions de  degré  ^  >  j^  -f-  i  dont  tous  les  ])oles  sont  des  points  arbi- 
trairement choisis,  et  la  dimension  du  système  linéaire  de  ces 
fonctions  est  q  — /?  +  1 ,  si  l'on  suppose  que  le  groupe  des  points 
choisis  comme  pôles  n'est  pas  un  groupe  spécial. 

16.  Les  théories  précédentes  permettent  defiecluer,  par  des 
procédés  algébriques,  la  décomposition  dune  intégrale  abélienne 
en  une  sonune  d'intégrales  élémentaires. 

Les  intégrales  élémentaires  sont  définies  comme  il  suit  :  On  a 
déjà  vu  qu'il  existe  p  intégrales  de  première  espèce  linéairement 
indépendantes.  On  démontre,  d'autre  part,  qu'il  existe  des  inté- 
grales ^, ,  ^o,  /:,.  ....  admettant  un  point  P  donné  arbitrairement 
sur  la  surface  A-  comme  pôle  d'ordre  i.  :>,  3,  .  .  .,  et  qui  n  ad- 
mettent pas  d'autres  pôles;  on  les  appelle  intégrales  élémen- 
taires de  deuxième  espèce;  il  existe  une  intégrale  admettant  deux 
j)oints  P,.  Po,  donnés  arbitrairement  sur  .tl.  comme  points  cri- 
tiques logarithmiques  et  qui  n'ont  pas  d'autres  infinis;  ou  l'ap- 
pelle intégrale  élémentaire  de  troisième  espèce.  L'existence  des 
intégrales  élémentaires  est  démontrée  à  l'aide  du  théorème  de 
Kiemann-rvocli.  Enfin,  en  décomposant  un  diviseur  algébrique  par 
une  suite  d'opérations  analogues  à  celles  (pii  conduisent  j)rogrcs- 
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sivement  à  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions 
simples,  on  obtient  ce  théorème  : 

Toute  intégrale  abélienne  peut  être  décomposée  en  une  somme 
d'intégrales  élémentaires,  et  cette  décomposition  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière. 

17.  Avant  d'aborder  l'étude  des  périodes  des  intégrales  abé- 
liennes,  on  expose,  d'après  Riemann,  les  principes  d'Analysis 
situs  qui  conduisent  à  tracer  sur  la  surface  cîl-  un  système  de 
coupures. 

Une  surface  limitée  par  une  courbe  est  simplement  connexe  si 
toute  coupure  allant  d'un  point  à  un  autre  de  la  courbe  limite 
partage  cette  surface  en  deux  morceaux  séparés;  elle  est  plusieurs 
fois  connexe  si  l'on  peut  la  transformer  en  une  surface  simplement 
connexe  au  moyen  d'une  coupure  ou  de  plusieurs  coupures  suc- 
cessives. 

Pour  montrer  comment  on  ramène  une  surface  cil^  à  être  simple- 
ment connexe,  les  auteurs  raisonnent  sur  celte  surface  elle-même. 
Afin  d'abréger  le  résumé  de  ce  Chapitre,  je  mappuierai  sur  cette  pro- 
position connue,  que  l'on  peut  faire  correspondre  point  par  point, 
d'une  manière  univoque,  une  surface  de  Riemann  de  genre/?  à  un 
disque  percé  de/?  trous  ('  ).  Commençant  parle  cas  de  /?  =  i ,  où  ce 
disque  peut  être  remplacé  par  un  tore,  je  suppose  une  petite  ou- 
verture faite  dans  la  surface  en  un  point  O  du  plus  grand  des  cer- 
cles situés  dans  léqiialeur;  une  première  coupure  b^  sera  le  cercle 
méridien  passant  par  O,  la  seconde  <7|  le  plus  petit  des  cercles  si- 
tués dans  l'équatciir;  ces  coupures  tracées,  je  pourrai  transformer 
le  tore  en  un  lube  cylindrique  fendu  le  long  d'une  arête,  puis 
dérouler  celte  surface  cylindrique  suivant  un  rectangle.  Soit 
maintenant  un  disque  plan  à  trois  trous;  un  plan  parallèle  aux  faces 
du  disque  et  situé  entre  ces  faces  détermine  une  coupure  autour 
de  ciiaque  trou;  soient  «i,  «o,  «3  ces  coupures;  un  fil  passant  par 
le  Irou  c/|  lendu  sur  la  surface  cl  noué  sur  le  boid  cxlcriour  du 
dis((uc  détermine  une  coupure />,  (pii  croise  la  coupure  «i,  soient 
0-2,  O3  les  coupures  analogues  cpii  correspondent  à  a-j  et  rt-,  ;  enfin 
ou  joindra   bf  à    h>   puis  0^  à  b^   par  des  coupures  C-,,   C.].    On    voit 

(')  l'icAiU).   Traite  d' Ail  tlysc.  l.  II,  |>.  iSo. 
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bien  ces  coupures  :  a,,  «o,  «3  sont  dans  le  plan  qui,  dans  le  cas  du 
tore,  est  le  plan  de  l'équateur;  ^,,  b^^  b^  sont  les  analogues  du 
cercle  méridien  du  lore,  C(,  Co  seront,  par  exemple,  dans  le  plan 
des  coupures  rt|,  «2?  «35  mais  seront  situées  sur  le  contour  exté- 
rieur du  disque.  On  vérifie  que,  si  le  corps  est  de  genre  /?,  pour 
ramener  la  surface  de  Riemannàétre  simplement  connexe,  il  faut 
tracer  yo  coupures  a  el  p  coupures  b. 

L'ensemble  de  ces  coupures  à  deux  bords  peut  être  regardé 
comme  un  contour  unique  et  fermé  formant  un  chemin  continu  C. 
On  définit  un  sens  sur  ce  chemin  en  le  supposant  parcouru  par 
un  mobile  qui  reste  à  l'extérieur  du  disque  et  c[ui  a  constamment 
à  sa  gauche  l'aire  enveloppée  par  le  contour  C;  on  constate  que 
les  bords  opposés  d'une  même  coupure  sont  parcourus  en  sens 
contraires. 

On  prendra,  à  clia(|ue  instant  dans  la  suite,  la  didérence  des 
valeurs  que  prend,  sur  les  bords  opposés  d'une  coupure,  une  fonc- 
tion attachée  à  la  surface  de  Riemann.  Pour  fixer  le  signe  de 
cette  différence,  il  convient  de  distinguer  un  bord  gauche  et  un 
bord  droit  pour  chaque  coupure.  En  vue  d'une  forme  canonique 
à  obtenir  pour  une  relalion  fondamentale,  celte  distinction  se 
fait  de  la  façon  suivante  :  On  choisit  arbitrairement  le  bord  gauche 
de  Gf  ;  pour  la  coupure  Z>| ,  le  choix  est  fait  de  façon  que  le  mobile, 
décrivant  le  contour  C,  parcoure  le  bord  gauche  de  «(,  en  allant 
du  bord  droit  au  boi'd  gauche  de  bi.  On  déplace,  comme  cela  est 
permis,  la  coupure  Co,  de  façon  qu'elle  aille  de  l'extrémité  du  bord 
droit  de  6,  à  un  point  de  a^',  le  mobile  quittant  bi  suit  un  bord 
de  Cn  qu'on  prendra  comme  bord  gauche  de  Co,  puis  un  bord  de  a^ 
qu'on  prendra  comme  bord  gauche  de  a-^-,  et  ainsi  de  suite. 

18.  Soit  c'îl'  la  surface  simplement  connexe  déduite  de  la  surlace 
de  Riemann  cil  par  le  système  de  coupures  qui  vient  d'être  défini. 
Sur  celte  surface  <'il',  on  peut  étudier  les  intégrales  abéliennes,  à 
l'aide  des  théorèmes  de  Cauchy,  sur  les  intégrales  de  fonctions 
complexes.  On  obtient  les  résultats  suivants  : 

Sur  la  surface  A\  une  intégrale  de  première  ou  de  seconde 
espèce 
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est  une  foiicllon  uniforme  de  sa  liniÏLe  supérieure;  celte  fonclion 

uniforme  sera  désignée  par  (o(P). 

Soient  i\  et  Pp,  deux  points  situés  en  face  l'un  de  l'autre  et 
pris  l'un  sur  le  bord  gauclie,  l'autre  sur  le  bord  droit  de  la  cou- 
pure ai',  la -diflerence  w(P),)  —  ^'->(f^p)  est  constante  tout  le  long 
de  la  coupure  «/;  on  désignera  par  A,  cette  différence  constante 
et  par  B^-  la  différence  correspondante  pour  la  coupure  ^/;  la  dif- 
férence correspondante  pour  une  coupure  Ci  est  nulle.  Les  2/> 
constantes  A,,  Ao,  ...,  A^^,  B,,  B2,  ...,  B^,  se  nomment  les 
modules  de  périodicité  de  V intégrale  considérée.  Une  période 
quelconque,  c'est-à-dire  la  différence  des  valeurs  que  prend  en  un 
point  P  de  la  surface  non  découpée  >'il  l'intégrale  to  pour  deux 
cbemins  d'intégration  différents,  une  période  quelconque  est  de 
la  forme 

wi  Al  -i-  nii  Ao  -1- . . .  -^  /"p  A/j  -}-  «1  Al  -I- . . . ^-  «p B^,, 

m,,  .  .  .,  nip^i  /i,,  .  .  .,  iip  désignant  des  nombres  entiers. 

Pour  étudier  une  intégrale  de  troisième  espèce,  il  faut  intro- 
duire de  nouvelles  coupures  sur  la  surface  c'iV.  On  enlève  un  petit 
cercle  x/  autour  de  chacun  des  points  criti((ues  logarithmiques  P''^ 
et  l'on  joint  ce  cercle  x/  à  la  courbe  limite  de  .il'  par  une  coupure  //. 
Sur  la  surface  <'tl"  ainsi  déduite  de  A',  l'intégrale  de  troisième 
espèce  est  une  fonction  uniforme  de  sa  limite  supérieure;  les 
modules  de  périodicité  sont  définis  par  les  égalités  suivantes  : 

\fU)  w(Px)-w(Pp)  =  A/, 

{h,)  cô(Px)-tô(Pp)=  i;,-, 

(c,-;  oi{  P>,)  —  co(  Pp)  =  o, 

(//,)  w(Px)-w(Pp)  =  ->.f-R/., 

li/,  ('tant  le  résidu  relatif  au  point  criticpic  logarithmiipie  P/;.  La 
somme  de  tous  les  résidus  d'une  dillérentiellc  abélicnne  est  égale 
à  zéro. 

lî).    Si  l'on  considère  l'intégrale   j  ud\',  où  //  et  v  désignent  la 

paitie  réelle  et  le  coeflicionl  de  /  dans  la  valeur  d'une  intégrale 
(\c  première  espèce,  et  si  l'on  étend  cette  inlégrale  au  contour  C, 
(pii  limite  la  surface  .il',  on  est  conduit  à  une  iné-galilé  fondamen- 
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laie;  A^  et  B^  désigiianL  les  périodes  de  l'intégrale  considérée  le 
long  des  coupures  a^  et  bk,  on  pose  A/^^  a;;  +  ia). ,  Byt=  ,3/^4-  i'^\, 
et  l'on  trouve 

(  a,  3;  -  3,  2',  )  +  (  a,  3;  —  3,  a'.)  ^...+  U,,V,,-  '^„  y.],)  >  o, 

le  premier  membre  ne  pouvant  èlre  nul  que  si  l'intégrale  consi- 
dérée se  réduit  à  une  conslanle. 

En  s'appuvant  sur  ce  résultat,  on  arrive  à  reconnaître,  d'après 
Riemann,  qu'une  intégrale  abélienne  est  déterminée,  à  une  con- 
stante additive  près,  si  l'on  se  donne  les  discontinuités  avec  les 
parties  principales  des  développements  correspondants  et,  en 
outre,  les  périodes  le  long  des  coupures  <7|,  «o,  .  .  . ,  a p  (ou  b^, 
b.,  .  .  .,  bp). 

On  choisit  comme  intégrales  normales  de  première  espèce  p 
intégrales  de  première  espèce  «,,  u-^^  .  .  .,  Up,  définies  par  cette 
condition  que  les  périodes  de  iii  le  long  des  coupures  a  sont 
toutes  nulles,  sauf  le  long  de  la  coupure  a/,  où  la  période  est  égale 
à  l'unité. 

S'il  s'agit  dune  intégrale  qui  nest  pas  partout  lime,  on  peut 
supposer  que  ses  périodes,  le  long  des  coupures  a,  sont  toutes 
nulles;  on  dit  alors  que  l'intégrale  est  normale  relativement  aux 
coupures  a. 

20.   La    détermination    d'une    intégrale     /  ^o^  cho-,   où    Wi   et  a>2 

sontdeux  intéirrales  abéliennes  attachées  à  la  surface  A',  lintéijrale 
étant  prise  le  long  du  contour  G  de  A',  donne,  par  une  mélhode 
uniforme,  les  résultats  suivants  qui  sont  très  importants. 

Entre  les  périodes  de  deux  intégrales  de  première  es[)èce,  on  a 
la  relation 

P 

on  en  conclut  que  le  déterminant  formé  des  périodes  des  intégrales 
normales  de  première  espèce  ^^^,  «j,  .  .  .,  iip  le  long  des  cou- 
pures 6,,  bi-  .  .  .  bp  est  un  déterminant  svmétrique. 

Une  intégrale  de  deuxième  espèce,  normale  relativement  aux 
coupures  «,  admettant  un  seul  pôle  du  premier  ordre  (^  avec  \\n 
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résidu  égal  à  i,  a  [)Our  périodes  le  long  des  coii[)iircs  h  : 

"a(Q)  désigiiulîL  la  valeur  que   prend,  au  polnl  Q,  la  dérivée  de 
l'intégrale  de  première  espèce  U/;. 

Une  intégrale  de  troisième  espèce,  normale  relativement  aux  cou- 
pures a,  admettant  comme  discontinuités  les  deux  points  critiques 
logarithmiques  Qi,  Q^.  avec  les  résidus  — i  et  +  i ,  a  pour  période 
le  long  de  bk 

Uh  désignant  la  A''^''"'^  intégrale  normale  de  première  espèce. 

Soit  t.^y  une  intégrale  normale  de  seconde  espèce  avec  le  seid 
pôle  (^  et  l'^^  la  dérivée  de  cette  intégrale,  on  a 

^ûn')-^'.(Q).  ,    • 

Soit  (Op  ,,^  une  intégrale  normale  de  troisième  espèce  admettant 
les  deux  points  P,,  P^  comme  points  critiques  logarithmiques  avec 
les  résidus  —  i  et  +  i,  on  a 


Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  théorème  de  l'échange  du 
païamètrc  et  de  l'argument. 

21.  On  va  maintenant  se  servir  des  intégrales  normales  de 
seconde  espèce  pour  décomposer  en  éléments  simples  une  fonction 
algébrique,  et  de  la  formule  de  décomposition  déduire  le  théorème 
do  lliemann-Roch. 

Soit  t  une  fonction  algi'îbrique  avant  comme  pôles  simples 
P,,  l\>,  ...',  IV,  et  soient  ^j,^,  /p.,  ...,  /p^.,  les  intt'-gralcs  normales  de 
seconde  espèce  ayant  respectivement  comme  pôles  simples 
P,,  IV,  ...,  1^;-,  avec  nn  résidu  égal  à  i.  On  peut  déterminer  les 
constantes  G| ,  Co,  ...,  CV,  de  façon  ([ue  la  dillérencc 

t  —  Gi/|.,  —  GW|.,  — . ..  — C,./,.,. 

soit  partout  finie;  or  cette  dillVrcnce  est  une  intégrale  abélienne 
d(!  picmièrc  espèce  et  ses  périodes,  le  long  des  coupures  rt,  sont 
toutes  nulles;  elle  doit  donc  se  réduire  à  une  constante.  Si  l'on 
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désigne  par  Cq  cette  constante,  on  aura 

/  =  Cq-^  Cl  tp^-r-  Co^P.-i-.  .  .-7-  Cr  tl'r- 

C'est  la  formule  annoncée  de  décomposition  en  éléments  simples. 
Les  constantes  C( ,  Co,  ...,  Cr  sont  assujetties  à  p  conditions  que 
Ton  oijtient  en  écrivant  que  les  périodes  de  t  pour  les  cou[)ures  b 
sont  toutes  nulles  : 

C,  4(P,)+  Cw4(P2)-.  .  .-  CrU';,(l\.) 
Ik  =1,2, p). 

Les  auteurs  insistent  sur  la  nouvelle  solution,  fournie  par  les 
propriétés  des  intégrales  normales,  à  la  question  :  Trouver  la 
dimension  de  la  classe  (Q)  déterminée  par  le  diviseur 

^  P,P2...Pr 


Q1Q2...Q/ 


en  supposant  pour  simplifier  que  tous  les  facteurs  du  numérateur 
et  du  dénominateur  sont  des  facteurs  simples. 

Soit  G  un  diviseur  entier  de  cette  classe,  on  a  G  =  Q^,  ^  étant 

une  fonction  du  corps  ou  ^  =  (j  -- ?  de  sorte  que  la  question  revient 

à  trouver  toutes  les  fonctions  du  corps  ¥^\z,u)  qui  sont  des  nuil- 

ti[jles  de  ^  »  c'est-à-dire  qui  admettent  P, ,  Po,  ...,  [',■  comme  pôles 

simples  et  Qi,  Q2,  ...,  Q^-  comme  zéros  simples.  Pour  cela,  on  se 
sert  de  laformule  précédente  de  décomposition  en  éléments  simples; 
aux/;  relations  déjà  écrites,  entre  les  constantes  C(,  Co,  ...,  C/-, 
il  faut  joindre  s  relations  exprimant  que  Qi,  Qo,  •••,  Q^  annu- 
lent t]  il  n'y  a  plus  qu'à  discuter  un  système  d'équations  linéaires 
et  à  interpréter  les  dilTérents  cas  qui  se  présentent  dans  la  discus- 
sion :  Si  les />  H- 5  relations  linéaires  sont  distinctes,  la  fonction 
algébrique  t  dépend  de 

r  —  { — p  —  s  =  q — /> -^- '        {'^l  ~  f'  —  ^) 

constantes;  dans  le  cas  général,  on  trouve 

;Q.-7-/>-i---        et         ^  =  JQ-^- 

C'est  l'énoncé  déjà  donné  du  théorème  de  Riemann-Roch  ;  les  au- 
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leurs  expliquent  les  raisons  qui  leur  font  préférer  la  première  tlé- 
monstralion  donnée  sans  l'aide  des  transcendantes  abéliennes. 

L'élude  des  intégrales  abéliennes  est  reprise,  au  point  de  vue  de 
Weierstrass,  avec  des  développements  dus  aux  auteurs  de  ce  livre, 
développements  qui  sont  indiqués  à  la  page  645.  Pour  rapprocher 
l'exposé  des  idées  de  Weierstrass  de  la  théorie  précédente  de 
Iliemann,  je  passe  de  suite  à  l'anal^jse  de  la  sixième  Partie. 
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KELATIONS  ALGÉBRIQUES   KNTUli  LKS   IXTÉliUALKS  ABKLIEN.NKS. 

2l2.  On  supposera,  à  partir  de  maintenant,  que,  au  point  à  l'in- 
fini, les  n  feuillets  se  réunissent  en  un  point  de  ramification 
d'ordre  n —  i,  ce  qui  peut  toujours  être  obtenu  par  une  transfor- 
mation birationnelle. 

L'ensemble  des  fonctions  du  corps  K(;,  u)  qui  ne  deviennent 
infinies  qu'au  point  à  Tinfini,  P„,  forme  un  idéal  I  (i).  On  consi- 
dère un  système  fondamental  pour  cet  idéal  ;^*",  ç^'^,  .  .  .,  i^"~'^, 
qui  soitnormal  pour  :;  =  ce,  puis  les  Ji  fonctionsr/"^,"//'^,  ...,t/"~'\ 
qui  correspondent  au  système  complémentaire.  Ces  deux  systèmes 
serviront  dans  tout  ce  qui  suit  pour  représenter  les  fondions  de 
l'idéal  1  (i)  et  les  intégrales  abéliennes. 

On  obtient  d'abord  ce  résultat  qui  est  fondamental  : 

Si  l'on   considère    les  fonctions  du   corps  cpii    ne   deviennent 

infinies  qu'au  point  P^  et,  pour  chacune  d'elles,  le  terme  de  degré 

1 
le  plus  ('levé  en  z"  rpii  figure  dans  le  développement  en  série  rela- 
tif au  |)oiut  1*^,  le  degré  de  ce  terme  ne  peut  pas  prendre  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  :  Le  nombre  des  entiers  qui 
nianqnenL  est  exacienient  égal  au  nombre  p  des  intégrales  de 
premii're  espèce.  Soient  p,,  p^,  .  .  .,  p,,  les  entiers  cpii  manquent 
rangés  par  ordre  de  grandeur;  on  peut  choisir  des  intégrales 
iioiinales  de  jjrcmière  espèce  tVi,  (p^,  .  .  .,  Wp  telles  que,  dans  le 

développement  de  <\'/ suivant  les  puissances  de  i-\  ,  le  premier 

terme  soit  de  degré  o/;  on  peut  même  obtenir  que  les  termes  de 
degré    p/+i,  .••,  P/j  aient   tous   des  coeflicieiits  nuls;  il  y  a   une 
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seule  mlégrale  de  première  espèce  (Vi  ré|>ondant  à  loules  ces  con- 
dilions. 

On  peut  définir  p  intégrales  de  seconde  espèce  /,,  /j.  .  .  .,  t., 
fpii  deviennent  infinies  au  point  P„,  de  telle  façon  que  le  pro- 
iluit  tiWi  prenne  en  ce  point  une  valeui-  finie  et  différente  de 
zéro;  les  intégrales  ti,t.^,...,tp  ne  sont  définies  de  celte  façon 
qu'à  une  combinaison  linéaire  près  des  intégrales  de  première 
espèce. 

Toute  intégrale  attachée  à  la  surface  ^^z  et  n'ayant  que  des  dis- 
continuités polaires  peut  être  représentée  par  la  somme  d'une 
fonction  du  corps  et  d'une  combinaison  lin<''aire  et  homogène 
des    ip    intégrales    fondamentales    de    première   et    de    seconde 

espèce 

/],     /.,     ...,     t,,:     u'i,     ...,     »'/,. 

Pour  arriver  à  une  re|)résentation  des  intégrales  de  troisième 
espèce  qui  va  jouer  le  rôle  principal  dans  toute  cette  théorie,  on 
considère  la  fonction 


0(I\F,)=  '^-^ '—^ -^.^^ -, 

où  Pet  P  désignent  deux  points  diflerents  de  la  surface  .il-  et  où 
les  lettres  désignant  des  fonctions  sont  surmontées,  ou  non,  d  une 

barre  horizontale  suivant  quelles  correspondent  au  point  P  ou  au 
j)oint  P. 

L'intégrale  élémentaire  de  troisième  espèce  admettant  comme 
points  logarithmiques  les  points  i)^  et  Qo  avec  les  résidus  — i 
et  H- I  peut  être  représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  expressions 

CTQ,^.,=  r;fj(P,Q, )-fj(P,o,);./3=  f ,iz  f  'J!liJ^dl. 

J  J  i  (),  dz 

Dans  le  cas  particulier  où  le  corj)s  est  défini  par  ré(pia- 
lion  /^-=:^(;j,  p;  {'^^)  désignant  un  polvnome  entier  de 
degré  'xp-\-\,  les  p  nombres  entiers  désignés  plus  haut  par  p,, 
Oo,  ...,  O/j  sont  I,  o,  ...,  1  p  —  i;  les  intégrales  normales  de 
première  et  de  deuxième  espèce  sont  des  combinaisons  linéaires 
des  int('grales 


r-J'dz 

/ (//  =  ().  I.  •>.,  ....  ■'// 
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enfin  Ton  a 

23.  Le  lliéorème  de  l'échange  du  paramèlre  et  de  l'argument 
résultera  ici  d'une  identité  algébrique  qui  peut  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

Si  l'on  détermine  d'une  mani«''re  convenable  les  intégrales  de 
deuxième  espèce  ^i,  ^o,  ...,  tp  qui  n'étaient  encore  définies 
qu'à  des  intégrales  près  de  j^i'emière  espèce,  l'expression  dilTé- 
rcnticlie 

D(P,P)=  4  0(P,  ^)dzch-^y  chvi(V)dfi{v) 

dz  -^^ 

i  =  l 

ne  change  pas  (juand  on  échange  P  et  P. 

Cette  identité  vérifiée,  on  intègre  l'expression  différentielle 
D(P,  P)  en  supposant  que  les  points  variables  P  et  P  décrivent 
deux  chemins  qui  ne  se  rencontrent  pas,  le  premier  chemin  s 
allant  de  P)  à  Po,  le  second  chemin  t  allant  de  Qi  à  O2  et  l'on 
obtient  le  théorème  suivant  : 

L'intc  ivraie 


( 


=   r  ';0(P,Q3)-0(P,Q,)y--t-y    f  '  chvi   f'dti 

ne  change  pas  quand  on  échange  P,  cl  Po  a^'cc  Qi  cl  Q2  ou  en 
abrégé 

C'est  le  théorème  de  l'échange  du  paramètre  et  de  l'argument. 

2i.  Ce  théorème  doit  èlre  modifié  comme  il  suit  dans  le  cas  où 
les  deux  chemins  (i'Inlégralion  .v  et  1  se  croisent,  s  allant  de  P| 
à  V-,  et  7  d(;  Qj  à  (^2?  d'après  la  notation  adoj)lée  nu  numéro  pré- 
cédent. 
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Si  Ion  pose 

p 
I   dmo,Q,=    /^;0(P,Q.,-0(r\Q,)^/--V    1^  dix;    f  r/f,; 


on  a  la  lelalion 


/    dwQ.  Q.  —     /    <fe|.,  p.  =  y,  / -  (  5,  7  j, 


OÙ   (5, -j)  désigne    l'excès    du  nomljre    des   passages    positifs  sur 
le  nombre  des  passages  négatifs   de  s  sur  7,    un   passage  étant 
regardé  comme  positif  quand  le  chemin  s  va  du  bord  gauche  au 
bord  droit  du  chemin  s,  comme  négatif  dans  le  cas  contraire. 
On  vérifie  de  suite 

Le  nombre  entier  (5,  7)  s'appelle,  d'aprt'S  Kronecker,  la  carac- 
téristique des  deux  chemins  s  et  t;  l'importance  du  théorème 
précédent  dans  la  théorie  actuelle  résulte  de  ce  qu'il  exprime  la 
caractéristique  des  chemins  s  et  t  au  moven  d'intégrales  prises 
suivant  1  un  ou  l'autre  de  ces  chemins  et  qu'il  donne  ainsi  un 
moyen  de  parvenir  aux  propriétés  des  surfaces  ^z  relatives  à  leur 
connexion,  sans  faire  intervenir  V Analysis  silus. 

Si  l'on  considère  en  particulier  un  chemin  fermé  s  qui  ne  se 
croise  pas  et  pour  lequel  les  périodes  des  2/)  intégrales  <|, 
^2,  ••.,  tp,  a',,(T-o,  ...,  iVp  sont  toutes  nulles,  puis  un  chemin 
non  fermé  a-  ^  Q,  Qo,  on  trouve 

ii-(s,  V=    f  ['HP,  Q2)  -  0(P,  Q,)]  dz, 

et  l'on  en  peut  déduire  que  la  coupure  s  partage  la  surface  lil- en 
deux  morceaux  séparés. 

Si  deux  chemins  a  et  b  tracés  sur  la  surface  sont  tels  ({ue  b 
commence  au  point  où  a  se  termine,  le  chemin  qui  va  du  com- 
mencement de  a  à  l'extrémité  de  b  est  par  définition  la  somme 
a  -\-  b  des  deux  chemins  donnés;  on  définit  de  même  la  dilTérencc 
a  —  b  et  une  combinaison  xa-^yb  où  x  et  y  désignent  des 
entiers  positifs  ou  négatifs. 


l'iG  PRKMii: lu-  PAiî  riK. 

On  dit  que  deux  clieir.ins  a  et  b  sont  é(|iilva]ents  si  Ton  a 

jiniir  f  =  1 ,  2,  ...,/>  et  l'on  écrit  pour  rappeler  ces  relations 

a  r^  h         ou  a  —  h  r^  <>. 

Dans  les  questions  relatives  à  1  équivalence  on  peut  se  bornera 
considérer  des  chemins  fermés;  c'est  ce  cpi'on  fera  à  partir  de 
maintenant  et  l'on  enijjloiera  le  mot  clieniia  de  périodes  {l^crio- 
deinveg). 

On  dit  que  ni  chemins  de  p('riodes  i",,  5o,  .  .  .,  s,„  sont  linéai- 
rement dépendants  si  Ion  a  la  relation 

.r,,  .ro,  .  .  .,  x„i  désignant  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

On  peut  (d'une  infinité  de  manières)  trouver  sur  la  surface  ,'fl; 
2  p  chemins  de  périodes  5i ,  50,  .  •  • ,  s-^p  linéairement  indé|)endants, 
et  tels  que  tout  autre  chemin  de  périodes  s  peut  (d'une  seule 
manière)  se  mettre  sous  la  forme 

.r,,  ,T-2,  •  •  •,  3'2p  désignant  des  nombres  rationnels;  on  dit  que  le 
système  (s^ ,  .ç^,  .  .  . ,  s-.p)  est  un  svstème  fondamental  de  chemins 
de  périodes. 

25.  Si  l'on  considère  les  deux  chemins  de  périodes  5  el  t  s'ex- 
primant  à  l'aide  du  système  fondamental  par  les  égalités 


■x.2,,s,,„ 


s  =  .ri  .ç,  -I-  x-iS-,-^. 
cr  =  ;-,.<r,-f-Vo  .<(.,+ 

où  les  X  et  les  j^  désignent  des  nombres  rationnels,  on  aura 

( a,  S/,  )  =  .r ,  ( .V, ,  S/,  )  -h  X.2 (  .«f. ,  s/,  )  4- .  . .  -t-  x^,, ( s,,,,  x/,  )• 
Donc 

( -S  ' )  =  ^  (•'•'a-t  S/, )  x^,yi,  (  g,  h  -  \,  •>.,  .  .  . ,  vyj  ). 


et 
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On  voit  que  (.s-,  t)  s'e\;|)riinc  |);ir  une  forme  bilinéaire  à  coeffi- 
cients entiers,  des  nombres  Xg,  r/;  ;  celte  forme  l)ilinéaire,  ainsi 
associée  au  système  fondamental  (a"i  ,  ^j,  .  .  . ,  5^^,),  se  nomme 
forme  caractéristique.  L'étude  des  systèmes  fondamentaux  de 
chemins  de  périodes  va  être  ramenée  à  celles  de  leurs  formes 
caractéristiques. 

On    dit    que    deux    systèmes    fondamentaux    (.ç,,.s\,, ç^/,) 

et  (.ç, ,  5.,,  ...  1  •?!,    )  sont  équivalents  si  Ton  a 

les  coefficients  /.v^p  étant  des  nombres  entiers  tels  que  le  détermi- 
nant I  /i5j|î  I  =  ±:  I ,  de  sorte  que,  si  l'on  résout  les  équations  pré- 
cédentes par  rapport  à^i,  5o  ....  s-;>p-  les  coefficients  de  .v', ,  5.',,  .  .  . , 
sont  encore  des  nombres  entiers. 

Un  système  fondamental  de  chemins  de  périodes  (5, ,  .ç^,  .  .  . ,  s-^p) 
donlla  forme  caractéristique  admet  comme  diviseurs  élémentaires 
i^Elenientar telle r  d'après  la  définition  de  Weierstrass)  les 
nombres  f|,  e^,  .  .  ..,  Cp  est  équivalent  à  un  autre  système  fonda- 
mental (^'i,  s'.,,  .  .  .,  .s',    )  dont  la  forme  caractéristique  est 

eiiXiy,,+  :  —  -ri,+iyi  )  -^-.  .  .-i-  c,,(x,,y.,,—  Ti,,y,,). 

Dans  le  cas  où  tous  les  diviseurs  élémentaires  de  la  forme 
caractéristique  sont  égaux  à  l'unité,  le  système  fondamen- 
tal (i',,  5.',,  ...,  5'.,  )  jouit  de  celte  propriété  que  tout  autre  chemin 
est  donné  par  une  égalité 

où  tous  les  coefficients  .r, ,  .  .  . ,  x-,p  sont  entiers. 

En  s'appuyant  sur  ces  propositions,  on  trouve  un  système  cano- 
nique de  coupures  «,,  a-,^  ...,  ap,  6),  ^o,  ...,  ùp  pour  la 
surface  .tl-  et  l'on  établit,  pour  une  intégrale  de  première  ou 
seconde  espèce,  la  formule 

/   (//  =  (  s,  r(  1  )  A 1  H- .  .  .  -i-  (  v,  r/^,  )  A  /,  -f-  (  .s-,  A ,  I  B ,  -^ .  .  .  -I-  (  .V,  f>,,  )  15,, 
où  l'on  a  |)osé 


X"--   .( 


Hiill.  des  Scic/icfs  mat  hem.,  t.'  sérii;.,  l.  XWII.  (.luillcl  lyoj.) 


I9.S 
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Celte  formule  définit  avec  précision  l'intégrale  /  (//  prise 
suivant  un  chemin  fermé  s. 

26.  On  \a  maintenant  retrouver  les  relations  entre  les  périodes 
des  inti'grales  fondamentales  de  premirre  et  de  seconde  espèce. 
Pour  plus  de  svmétrie  dans  les  notations,  on  désignera  par 

/,,        /.,         /,„         /,,^,         ....         /o/„ 

les  intégrales  désignées  jusqu  ici  par 

/,.     /.,,     /,,.     (i-i,     »■/„ 

et  par 

•S'i,        So,         Sp^        Sp~l-         ■•••        •^•2/); 

les  coupures  du  système  canonique  qu'on  avait  dabord  appelées 
«i.     (7,,     a,,,     bi,     ....     b,,; 

enfin,  pour  représenter  le  SASlèine  des  périodes  des  2/>  intégrales 
fondamentales,  on  posera 

'a?  ^    f    -it'Ji  (a.  3  =  I.  ■;>.  ...,  xp). 

En  considérant  une  substitution  rpii  transforme  en  elle-même 
la  forme  caracléristicpie 


\  { Ti^Vp^h  —  ■^/.H-/.  y/,  )        "  "         >  t 


ac^-a^a  T'^, 


on  trouve  entre  les  périodes  /.^<5  le  système  des  relations  suivantes  : 

/' 

/.  =  I 

(  a,  3  =  1  ,  » •),/'  ), 

cl    Ton    montre    que   ces   relations   ))euvenl    être    rem|)lacccs   par 

celles-ci  : 

/' 


Sous    cellr     (Icrnièrc    fcu'mc    cliacuiic     des     r('lali()n>     l'onlicul 
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les  -^p  périodes  de  deux  intégrales  ^a,  ^p,  tandis  que  sous  la 
forme  précédente  les  ip  intégrales  interviennent,  mais  pour  deux 
chemins  de  périodes  seulement. 

La  première  forme  est  habituellement  désignée  sous  le  nom  de 
forme  (le  JVeierst/rtss,  la  seconde  sous  le  nom  (\c  forme  de  Rie- 
ma/ui  pour  les  relations  bilinéaires  entre  les  périodes  des  s>/>  inté- 
grales fondamentales  de  première  et  de  seconde  es[)èce. 

Un  changement  dans  le  svslème  canonique  des  2/7  coupures  est 
relié  à  une  substitution  qui  transforme  en  elle-même  la  forme 
caractéristique. 

127.  L'étude  des  périodes  de  l'intégrale  normale  de  troisième 
espèce  est  rej)rise  au  point  de  vue  de  la  lluorie  actuelle  et  l'on 
parvient  à  la  formule  de  décomposilion  d'une  fonction  du  corps 
en  produit  de  fonctions  primaires  {Piimfunctionen). 

Si  le  diviseur  correspondant  à  cette  fonction  "Q  est 

Q  =  Q^Q^•  •  -Q)!"      ([^1  +  -a,  +  . .  .^  ixu  =  o), 
on  a 

l  =  e^'  ^Qo  Q, "^  '^■■-  ^Qu  Qi '^- ■  -^  "■'' ^s>.. U/.  +  ^'  "''"*" ^'  "'- "*"•  •  -"^  ^f  "'/• 

C, ,  C2,  .  .  . ,  Cy,  désignant  des  constantes  convenablement  choisies 
et  Qo  un  point  arbitraire. 

Puisque  J^  est  une  fonction  uniforme  sur  la  surface  ^R^,  il  faut 
(pie  ses  modules  de  périodicité  relatifs  aux  ip  coupures  soient 
nuls;  p  des  égalités  ainsi  obtenues  déterminent  les  cons- 
tantes C|,  les  p  dernières  donnent  les  relations  qui  existent  entre 
les  zéros  et  les  infinis  d'une  fonction  algébrique  de  genre/». 

28.  J^e  théorème  d'Abel  est  énoncé  sous  la  forme  suivante,  en 
considérant  successivement  une  intégrale  de  première,  de  seconde 
ou  de  troisième  espèce. 

Soient  A  =  A,  Ao  .  .  .  A,.,  B  ^  B,  B^.  .  .  .  B,-  deux   diviseurs  en- 

,      .      ,  ,        Ij 

tiers  équivalents  et  a;  :=  Y* 

i"  Si  (T'  désigne  une  intégrale  quelconque  de  première  espèce, 
on  a 

,11,  ^li.  /.Iv 


A,  ''a,  '^■X, 


ihv  =  o, 


iuo  i'i{i:.\iiEiu-:  PAiiTiK. 

en  supposant  que  les  chemins  d  inlégiation  sont  superposés  sur 
la  surface  .fl^.-. 

li"  Si   /jj,   est  une  intégrale    élémentaire    de    deuxième    espèce 
admettant  Q  comme  pôle  multiple  d'ordre  |j.,  la  somme 

est  une  fonction  entière  de  linverse  de  la  valeur  rj  que  prend  x'  au 
point  G,  en  supposant  que  les  chemins  d  intégration  sont  super- 
posés sur  la  surface  Ax'- 

3"   Si  Wy,y.  est  une  intégrale  normale  de  troisième  espèce,  la 
somme 

•^  A,  «-  A;  •    A, 

est  égale  au  logaritlime  du  quotient  des  valeurs  que  prend  x'  en  Q,  et 
en  Qo,  les  cliemins  d'intégration  étant  superposés  sur  la  surface  t'R^-. 

Enfin,    la    théorie  des  intégrales   abéliennes    vient   aboutir  au 
problème  d'inversion  de  Jacobi  : 
Les  équations 

/      div,—     /       </ir,— ...—    /       <r/ir,=  i-,  (  i  =  i , -i ,  .  .  . ,  p  ), 

où  les  intégrales  fpii  ont  même  limite  supérieure  sont  supposées 
prises  suivant  le  même  chemin,  font  correspondre  à  tout  diviseur 

Q  =  P,  l%_ . . .  P,, 

des  valeurs  de  t) ,  r^,  .  ..,  ^p  qui  sont  définies  à  des  midti|>les 
près  des  périodes.  Inversement  r,,  r^,  .  .  .,  Vy,  étant  donnés,  on 
demande  de  trouver  P,,  Po,  .  .  .,  P^. 

C'est  ce  problème  posé  par  Jacobi  fjui  est  lorigine  de  la  théorie 
des  fonctions  abéliennes. 

polir  rapprocher  la  théorie  des  intégrales  abéliennes  exposée  en 
dernier  lieu  de  celle  qui  avait  été  donnée  d'abord,  d'après  Hie- 
Miann,  j'ai  laissé  de  côlé  la  cpiatrième  et  la  cinquième  jiartie  qui 
contieniKînt  une  exposition  rigoureuse  de  jiiopriétés  impor- 
tantes. Je  me  liornciai  à  iii(li<|iirr  les  |)riiiei|)aii\  sujets  cpii  s  v 
Irdiivent  traité>. 
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QUATRIÈME  PARTIE. 

LES    COUUBES    ET    LES   FORMATIONS   ALGÉBRIQUES    (  ALGEBRAISCIIE    GEBILDEj. 

29.   On  étudie  dans    cette   Partie  les    points    multiples    d'une 

courbe  algébrique  F(.r,j')  =  o,   le  diviseur  des  points  doubles, 

c'est-à-dire  le  dénominateur  du  diviseur  différentiel  associé  à  la 

différentielle 

,         dx         dv 

«CD   = =   ^ > 

'      f;,      -f:,' 

la  résolution  des  singularités,  le  tbéorème  du  reste,  les  groupes 
de  points  corésiduels. 

Les  formules  de  Pluckersont  rattachées  aux  diviseurs  de  rami- 
fication i^Verziveigungsclivisofen)  :  Les  coordonnées  bomo- 
gènes  Xq^  .r,,  x-,  d'un  point  d'uue  courbe  étant  supposées  des 
ionctions  d'une  variable  u  du  corps  K,  les  deux  premiers  divi- 
seurs de  ramification  sont  définis  en  considérant  les  diflerentielles 

Xidx-2  —  .Tjc/.ri,     x-idXii  —  x^dx-^,     x^fdxy  —  x^dx^, 


du). 


On  cherche  ensuite,  pour  les  courbes  gauches,  à  généraliser  les 
résultats  précédents  et  l'on  détermine  en  particulier  le  nombre  de 
conditions  que  doit  remplir  une  surface  pour  contenir  tout 
entière  une  courbe  gauche  donnée. 


^0) 

^v, 

CC^i 

dxn 

dxx 

dx.2 

du 

du 

du 

d'^xç, 

d-Xi 

d'-x. 

du^  ' 

da^  ' 

du- 

CINQUIEME  PARTIE. 

LES    CLASSES    l)E    TRANSFORMATIONS    ALGÉBRIQLES. 

30.   On  étudie  la  courbe  principale  ou  courbe  des  dillérentielles 
de  première  espèce  définie  par  les  formules 


■^1 

dw  I 


dn-. 
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puis  les  points  de  Weierstrass  qui  sont  délînis  à  1  aide  des  divi- 
seurs de  ramification  et  qui  jouent  un  rôle  important  dans  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  faite  d'après  les  idées  de 
Weierstrass. 

On  établit  que  le  nombre  des  transformations  qui  transforment 
en  elle-même  une  formation  algébrique  de  genre  p  >>  i  est  toujours 
(ini,  tandis  qu'il  existe  un  nombre  infini  de  ces  transformations 
quand  le  genre />  est  inférieur  ou  égal  à  un. 

On  range  dans  une  même  classe,  d'a|)rès  Riemann,  deux  équa- 
tions algébriques  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  ])ar  une  trans- 
formation l)irationnelle.  Parmi  toutes  les  courbes  appartenant  à 
la  même  classe,  on  en  choisit  une  pour  servir  de  courbe  normale 
à  la  classe  considérée  et  celte  courbe  est  obtenue  en  partant  de  la 
courbe  principale  correspondante  et  en  faisant  une  suite  de  pro- 
jections qui  abaissent  chacune  d'une  unité  le  nombre  des  dimen- 
sions de  l'espace  auquel  appartient  celte  courbe  princi[)ale. 

Riemann  a  cherché  oe  combien  de  paramèli'es  dé|)end  essentiel- 
lement une  classe  de  courbes  algébriques,  de  façon  qu'à  des 
valeurs  déterminées  de  ces  paramètres  corresponde  une  classe  ou 
un  nombre  limité  de  classes;  la  solution  de  ce  problème  est  difle- 
renle,  on  le  monlre  sur  des  exemples,  suivant  que  le  corps  R  est 
le  plus  général  de  son  genre  ou  qu'il  possède  des  propriétés  parti- 
culières. 

On  démontre  que,  si  le  corps  K  est  le  cor|)S  le  plus  général  de 
genre  />,  le  nombre  de  ces  paramètres  que  Riemann  appelle  des 
modules,  est  égal  à  6 p  —  3. 

Comme  exemples  de  corps  [)arliculiers,  on  étudie  les  corjis 
lijperelli[)li(pies  et  les  corps  qui  contiennent  des  fonctions  du 
troisième  ordie.  E.   L. 


MRLANGKS.  2o:i 


MELANGES. 


SUR  LA  REPRÉSENTATION  PROPORTIONNELLE. 


MOJVSIF.UIÎ     L'EniTEUR, 

Dans  son  article  récent  sur  la  Représentation  proportionnelle, 
M.  La  Chesnais  dit  :  «  On  voit  donc  que  le  système  belge  favorise 
les  partis  les  plus  forts  :  c'est  même  pour  celte  raison  qu'il  a  été 
adopté  [Bulletin,    i '"  Partie,  p.  loo)  ». 

Non,  le  système  de  feu  le  Professeur  Dhondt  a  été  adopté  en 
Belgique,  parce  que  le  nombre  des  suffrages  inefficaces  y  est 
moindre  cjue  dans  aucun  autre  système. 

Soient,  en  effet,  n  députés  à  élire  et,  pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  trois  partis  A,  B,  C,  sur  un  nombre  total  de  .?  suflVages, 
en  recueillent  respectivement  a,  ^,  c.  Soit  A  un  nombre  tel  que 

<^/  =  />  A  -f-  a,  6  =  ^  A  -f-  ^,  f  =  /•  A  -i-  Y, 

p  -^  q  -^  r  =  n, 

a,  [B,  Y  étant  les  restes  de  la  division  de  <7,  /?,  c  par  A,  et  l'un  de 
ces  restes  étant  au  plus  égal  à  2;  un  ou  doux  des  nombres  />,  y?  '" 
peut  d'ailleurs  être  nul. 

Dans  le  système  belge  ou  système  Dhondt,  les  partis  A,  B,  C 
auront  respectivement  droit  à />,  </,  /'députés. 

Or,  la  répartition  des  sièges  de  députés  entre  les  trois  partis  eût 
été  la  même  si  a  électeurs  du  parti  A,  |j  du  parti  B,  y  flu  parti  C 
n'avaient  pas  volé.  Il  y  a  donc 

a  -1-  [î  +  Y  =  «  -^  /->  H-  r  —  (  /}  -I-  (7  -K  r  )  A  =  .s-  —  /?  A  su//'r//^r^   i/irj/icacex. 

Considérons  un  autre  système  quelconque  de  répartition 
des  n  sièges.  Supposons,  par  exemple,  tpie  Ton  eu  allribuc  //  au 
parti  A,  q'  au  parti   B,  /'  au  parti  C.  Comme 

Il  =  p' -^  (j  -^  ]■'  =  p  -1^  q  -^  /•, 
l'un  au  moins  des  nondjrcs  //,  </'  ou  /'  sei-n  -supérieur  nu   nombre 
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correspondant  p,   q  ou   /•  de   la   première  réparti  lion.  Soil,   par 
exemple. />'>/>.  On  aura,  en  divisant  a  par  p\ 

a  =y?'A'-f-  a', 

a'  étant  au  pins  éojal  à// —  i.  On  déduit  de  là,  puisque 

a=/5A-^a,  a<A, 

p  \'  —  'j.'  =  p\  -h  a  <  ( /j  -^  I ) -^i 

et  comme  p'yp  -ri,  A  <<  ■^• 

Dans  le  second  mode  de  répartition,  il  v  aura  au  moins 

s  —  n  \'  =  (a  —  «  A  )  H-  /?  (  A  —  A)  su  ()'raf;es  inefficaces, 

c'est-à-dire,  /?  (A  —  A')  de  plus  que  clans  le  système  Dhondi. 

Au  point  de  vue  du  moindre  nombre  des  suffrages  inefficaces, 
le  s\stème  belge  ou  système  Dbondt  l'emporte  donc  sur  tous  les 
autres  et,  en  particulier,  sur  le  système  des  plus  gi'ands  restes, 
appelé  s\stème  /ationnelpar'Sl.  La  Cliesnais. 

Malheureusement,  ni  ce  dernier  système  (qui  est  le  plus  propor- 
tionnel de  tous),  ni  le  système  Dliondt  (qui  favorise  pourtant  le 
parti  qui  a  la  majorité  dans  chaque  circonscription)  n'assurent  une 
majorité  dans  le  Parlement  au  parti  qui  aura  recueilli  la  majorité 
des  suffrages  dans  le  pays,  comme  on  peut  le  prouver  aisément. 
En  particulier,  dans  le  système  des  plus  grands  restes,  un  parti  en 
minorité  dans  ie  pavs.  s'il  se  divise  habilement  en  deux  ou  trois 
sous-paitis  dans  cha([ue  circonscription  électorale,  augmente  ses 
chances  et  peut  conquérir  la  majorité  au  Parlement.  Dans  le  sys- 
tème belge,  un  parti  n'a  jamais  intérêt  à  se  diviser. 

Veuillez  agréer.  Monsieur  l'Editeur,  l'expression  de  ma  consi- 
dération disiingnée.  P.  Ma>siok. 

Gniid,   II)  mai   i()o3. 
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JOUFFRET  (E.).  —  Traité  élémentaire  de  géométrie  a  quatre  dimensions. 
j  vol.  in-8"  do  xxx-212  pages.  Paris,  Gauthier- Villars,  ujoS. 

Le  livre  de  M.  le  lieutenant-colonel  JoufTret  rendra  de  grands 
services  à  ceux  qui  veulent  s'initiera  la  Géométrie  à  quatre  dimen- 
sions et  étudier  en  particulier  l'un  des  problèmes  les  plus  curieux 
qu'elle  traite,  celui  des  polyèdres  réguliers. 

Il  est  écrit  d'une  façon  claire,  alerte,  et  l'enthousiasme  que 
l'auteur  éprouve  pour  le  sujet  qu'il  traite  nest  pas  pour  déplaire. 

M.  JoufTret  s'est  borné  à  l'espace  euclidien.  Quelques-uns  regret- 
teront peut-être  cette  limitation  et  se  demanderont  pourquoi,  du 
moment  qu'on  sort  de  la  réalité  pour  entrer  dans  le  domaine  de  la 
pure  abstraction,  on  n'aborde  pas  de  suite  le  sujet  dans  toute  sa 
généralité. 

Tout  d'abord,  il  faut  bien  se  limiter,  et  l'étude  générale  de  la 
notion  d'espace,  des  groupes  qu'elle  implique,  aurait  demandé  à 
l'auteur  de  longs  développements  qu'il  voidait  sans  doute  éviter. 

Il  a  pu  juger  aussi  que  la  difficulté  qui  consiste  à  passer  de  la 
Géométrie  ordinaire  à  la  Géométrie  à  quatre  dimensions  était  suf- 
fisante, et  qu'il  ne  fallait  point  obliger  le  lecteur  à  rompre  avec 
toutes  ses  habitudes. 

On  ne  doit  pas  oublier  non  plus  que  le  terme  de  son  Ouvrage 
était  ce  beau  problème  des  polyèdres  réguliers,  qui  occupe  plus 
du  tiers  de  son  Livre,  et  qu'il  avait  toute  raison  de  choisir  pour  le 
traiter  en  détail,  en  raison  de  son  importance,  de  son  intérêt  et  de 
sa  difficulté. 

Enfin,  je  soupçonne  un  peu  M.  Jouffret  de  penser  qu'il  ne  sor- 
tait pas  de  la  réalité  en  faisant  de  la  Géométrie  à  quatre  dimen- 
sions :  il  s'est  arrêté  avec  quelque  complaisance  sur  le  parti  que 
les  physiciens  et  les  chimistes  peuvent  tirer  de  la  quatrième  dimen- 
sion pour  l'explication  des  phénomènes  réels.  On  sait  assez  que 
de  très  grands  esprits  n'ont  pas  reculé  devant  celte  conception 
hardie;  mais,  après  tout,   est-elle   si  hardie?  (Qu'importe  le  nom 

Bull,  des  Sciences  inathéni.,  1"  série,  t.. XXVII.  (AoiU  iyo3.)  ij 
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qu'on  donne  à  une  variable  de  plus?  Si  ce  nom  et  les  interpréla- 
tions  qu'il  comporte  permettent  un  meilleur  groupement  de  l'en- 
semble de  signes  que  nous  su])stituons  à  la  réalité,  et  que  nous 
avons  bien  le  droit  d'appeler  notre  science^  puisqu'il  nous  permet 
de  nous  reconnaître  dans  cette  réalité  et  de  la  tourner  à  notre 
profit,  qui  "ne  s'en  réjouira?  La  clarté,  la  simplicité,  la  cohérence 
de  cet  ensemble  désignes  et,  avant  tout,  sa  bonne  adaptation  aux 
phénomènes,  voilà  ce  qui  importe;  il  est  absurde  de  se  demander 
si  des  signes  sont  vrais,  puéril  de  croire  que  les  signes  sont 
plus  vrais,  parce  que  nous  y  sommes  plus  habitués.  De  son  côté, 
M.  Joulfret  reconnaîtra  sans  doute  volontiers  que  l'explication  du 
monde  extérieur,  au  moven  d'une  quatrième  dimension,  n'est  pas 
encore  très  avancée. 

M.  JoufTret  conserve  le  nom  d'espace  à  l'espace  ordinaire,  et 
donne  le  nom  délendue  à  l'espace  à  quatre  dimensions.  Après 
avoir  donné  les  définitions  essentielles  (droite,  [)lan,  espace,  etc.), 
il  étudie  les  intersections  et  le  parallélisme  des  espaces,  des  plans 
et  des  droites,  développe  les  notions  de  distance  et  de  perpendi- 
culai'ité  :  ces  sujets  remplissent  les  trois  premiers  chapitres. 

Le  chapitre  suivant  traite  de  diverses  questions,  dont  la  plus 
importante  concerne  les  rotations.  L'Auteur  passe  ensuite  à  l'étude 
des  systèmes  de  coordonnées,  et  en  particulier  du  système  de 
coordonnées  rectangulaires.  Le  Chapitre  W  est  consacré  à  la 
notion  d'angle  :  l'Auteur  expose  les  notions  essentielles,  sans 
développer  les  formules  de  la  tétragonoinétrie  :  c'est  dans  ce 
même  chapitre  qu'il  expose  les  principes  de  la  Géométrie  des- 
criptive à  quatre  dimensions,  et  comment  un  objet  quelconque  de 
V étendue  peut  être  représenté  par  ses  projections.  Le  Chapitre  VII 
est  une  étude  rapide  des  lignes,  surfaces  et  hjpersurfaces,  en 
particulier  de  l'hypersphère. 

Ainsi  que  je  l'ai  déjà  dit,  le  clia|nlre  le  plus  important  de 
l'Ouvrage  est  consacré  aux  six  polvédroïdes  réguliers,  pour  lesquels 
l'Auteur  adopte  les  dénominations  de  M.  Slringham:  octaédroïde, 
i)entaédroïde,  hexadécaédroïde ,  hexacosiédroïde ,  icosatélraé- 
droïde,  hécatonicosaédroïde  ;  les  six  corps  sont  étudiés  successi- 
vement :  les  nombreuses  ligures  qui  illustrent  ce  chapitre  ne 
m;ni(]ueront  pas  d'intéresser  vivement  le  lecteur. 

Le  (.Chapitre   1\,  intitulé   Appliciidons,  se   rapporte  à  diverses 
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considérations  philosophiques,  et,  en  particulier,  au  rôle  possible 
de  la  Géométrie  à  quatre  dimensions  dans  les  Sciences  ])hvsiques. 
Enfin,  pour  terminer,  l'Auteur  conduit  le  lecteur  hors  de  retendue^ 
pour  lui  donner  quelques  rapides  et  importantes  indications  sur  la 
Géométrie  à  «  dimensions.  J.  T. 


BURKHARDT  (H.)  —  Algebraische  Analysis.  i  vol.  in-8"; 
XH-ig-î  pages.  Leipzig,  Voit  und  Co.,  igoS. 

Ce  petit  livre  prend  les  choses  au  commencement,  à  la  défini- 
lion  des  opérations  arithmétiques,  et  conduit  le  lecteur  jusqu'à 
la  représentation  des  fonctions  circulaires,  au  moyen  de  séries 
entières,  de  produits  infinis  ou  de  séries  de  fractions  rationnelles. 
Déjà,  dans  ses  ElUptische  Funktioncn  et  dans  ses  Funktlonen 
tlieovedsche  ro/'/e5«/?i?e/2,  dont  le  présent  Livre  forme,  en  quelque 
sorte,  les  préliminaires  indispensables,  M.  Burkhardt  avait  montré 
le  rare  talent  qu'il  a  de  dire  l'essentiel  et  de  ne  dire  que  l'essentiel  : 
il  fallait  ce  talent  pour  faire  tenir,  en  moins  de  200  pages,  tout 
ce  qu'il  y  a  dans  cette  Algebraische  Analysis,  car  ce  n'est  assu- 
rément pas  les  éléments  qu'il  est  le  plus  aisé  d'exposer  d'une 
façon  claire  et  systématique. 

Quatre  chapitres  sont  consacrés  aux  nombres  rationnels,  dans 
l'ordre  suivant  :  nombres  entiers  positifs,  nombres  entiers  nuls  et 
négatifs,  fractions  rationnelles,  fonctions  ratioanelles  entières. 
On  noiera  l'introduction,  dès  le  premier  Cliapitre  de  la  formule 
du  binôme,  fondée  sur  la  considération  du  triangle  arithmétique, 
et  dans  le  quatrième,  des  trois  paragraphes  relatifs  à  l'inlerpola- 
tion,  au  calcul  des  différences,  à  la  sommation  des  suites  arithmé- 
tiques. Dans  le  chapitre  suivant,  l'Auteur  traite  des  systèmes  de 
deux  ou  de  trois  équations  linéaires,  non  homogènes  ou  homogènes. 

11  introduit  ensuite  les  nombres  irrationnels,  dans  le  sens  de 
M.  Dedekind,  développe  la  théorie  des  opérations  sur  ces  nombres, 
définit  les  racines,  les  exposants  fractionnaires,  négatifs,  irration- 
nels, enfin  les  logarithmes.  On  remarquera,  dans  ces  deux  Cha- 
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pitres,  les  utiles  indications  fiul  concernent  les  calculs  numé- 
riques. 

Dans  le  Chapitre  VIII,  il  traite  des  séries  (simples  et  doubles). 
Pour  les  critèi-es  de  convergence  des  séries  à  termes  positifs,  il 
se  borne  aux  règles  de  Cauchy  et  de  Raabe,  ce  qui,  dans  l'ordre 
d'idées  où  il  s'est  placé,  semble  très  raisonnable. 

L'étude  de  la  continuité,  du  passage  à  la  limite,  de  l'inversion 
des  fonctions  continues  et  monotones,  de  l'uniformité  dans  la  con- 
tinuité et  dans  la  convergence  est  faite  avec  le  soin  qu'exige  cet 
important  sujet. 

Le  Chapitre  Xest  consacré  au  développement  des  fonctions  en 
séries  entières  (formule  du  binôme,  fonction  exponentielle,  loga- 
rithmes, fonctions  circulaires).  Les  propriétés  essentielles  qui 
résultent  des  développements  en  série  sont  naturellement  mises 
en  évidence.  Notons  encore  l'heureuse  idée  qu'a  eue  l'auteur  de 
placer  dans  ce  Chapitre  la  notion  si  importante  du  retour  des 
suites. 

Enfin,  le  Chapitre  XI  et  dernier  contient  les  formules  qui 
donnent  cos  a:  et  sin  ^  sous  forme  de  produits  infinis,  tang.r  et 
cot.r  sous  forme  de  séries  dont  les  termes  sont  des  fractions 
rationnelles. 

Ce  petit  Volume  ne  peut  manquer  d'avoir  du  succès  auprès  des 
étudiants,  pour  lesquels  il  sera  un  guide  sur  et  commode. 

J.  T. 


LIUBOW.!  SAPOLSKY.  —  Ueber  die  Théorie  der  relativ-Abel'sciien 
cuBisciiEN  Zahlkorper.  Iiiaugural  Dissertation.  4^1  pages  et  35  Tableaux. 
Gottingen,  1902. 

M.  llilhert,  dans  son   compte  rendu  de  la  Théorie  des  corps 
algébriques  ('),  a  traité  la  théorie  du  corps  de  degré  /(/ —  i)que 

l'on  obtient  en  adjoignant  au  corps   K(v)\i^  =  e  '  /,  le  nombre 


(')  Jalircsbericht  (1er  detitsc/ien  Matlicinalikcr  Vereinigung,  l.  IV,  if^97 
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0  =  ^u.,  |Ji  étant  un  entier  de  ce  corps.  En  particulier,  il  étudie  le 
corps  K(^,  0)  par  rapport  au  corps  K(S:^)  considéré  comme  fonda- 
mental; K(î^,  B)  est  alors  un  corps  abéiien  (identique  à  ses  conju- 
gués et  dont  les  substitutions  sont  échangeables);  il  étudie  aussi 
la  façon  dont  les  idéaux  premiers  de  K(Q  se  décomposent  en 
facteurs  dans  K((^,  0). 

M"^  Ljubowj  Sapolsky,  dans  la  première  partie  de  sa  Thèse, 
reprend  cette  étude  pour  le  cas  de  /=3,  et  la  pousse  jusque 
dans  ses  détails,  en  se  bornant  à  un  cas  particulier  :  celui  oùlecorps 
K(w,  0)  est  un  corps  galoisien  (identique  à  ses  conjugués)  (par 
rapport  au  corps  des  entiers  rationnels,  bien  entendu).  Cela  exige 
que  jx  ait  une  des  deux  formes  particulières  suivantes  : 

1°  jjL  =  (tj,,  )^  P,  [ji,  étant  un  entier  quelconque  du  corps  K(i^), 
P  étant  un  entier  rationnel  qui  peut  contenir  en  facteur  3  mais 
non  3-.  Dans  ce  cas  le  corps  K(^,  0)  est  seulement  galoisien,  mais 
non  abéiien. 

2'*  a  =  (tj(.|  )^  PQ.  .  . ,  [j.,  ayant  la  même  signification  que  plus 
haut;  P,  Q,  ...  étant  de  la  forme  £/>",  £  étant  une  unité  du 
corps  K(S^)  (s  =  ±  I ,  zb  !^,  dr  Ç-),  p  étant  un  nombre  premier 
rationnel  ^i(mod3);  enfin  tï  étant  l'un  des  deux  facteurs  dans 
lesquels  se  décompose  p  dans  le  corps  K.((!^).  Dans  ce  cas  le 
corps  K(i^,  8)  est  abéiien. 

L'Auteur  cherche  successivement  dans  ces  deux  cas  :  les  groupes 
de  substitutions  du  corps  K(^,  0);  la  valeur  du  déterminant  de  ce 
corps  par  rapport  au  corps  K(l:^)  et  par  rapport  au  corps  des 
entiers  ordinaires;  la  décomposition  en  facteurs  des  nombres 
premiers  du  corps  K(^)  dans  le  corps  K((:^,  0).  Enfin  elle  résout 
les  mêmes  questions  pour  les  sous-cor|)s  de  K(J^,  0). 

Dans  la  seconde  partie  de  la  Thèse,  l'Auteur  s'occupe  d'un  corps 
du  douzième  degré,  K(^m,  ^,  f)  ),  obtenu  en  adjoignant  au  précé- 
dent la  racine  carrée  d'un  entier  rationnel  m,  qui  n'est  pas  de  l'une 
des  formes  :  7n=^n-  ou  //i  =  —  3 /i-  [cas  auxquels  ce  corps  se 
confondait  avec  K(^,  0)].  Elle  résout  des  questions  analogues  aux 
précédentes  mais  naturellement  plus  compliquées. 

Ce  n'est  pas  arbitrairement  que  l'Auteur  a  choisi  les  corps 
objets  de   ses    études.   Les   corps  K(s,  0)   sont  les   plus  simples 
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dont  les  nombres  jieuvent  servir  à  exprimer  rationnellement  les 
racines  des  équations  cubiques,  binômes  ou  abéliennes.  Les 
corps  K(y/m,  J^,  O)  jouissent  de  la  même  propriété  relativement 
aux  équations  cubiques  non  binômes  ni  abéliennes. 

L'Ouvrage  se  termine  par  35  Tableaux  de  formules.  Malgré  son 
aspect  un  peu  rébarbatif  il  est  rédigé  d'une  façon  très  claire  et 
pourra  être  très  utile  à  celui  qui  désire  préciser,  sur  un  exemple 
particulier,  les  généralités  de  la  théorie  des  corps.         E.   C. 


ROST  (D'  Georg),  privat-docciit  an  der  Universilat  VVïirzburg.  —  Théorie 
DER  HlEMA^N'sc^EN  TiiETA-FLNCTioN.  I  vol.  in-4°  dc  66  pBgos.  Lcipzig, 
Teubncr,  1901.  v 

M.  Kost  s'est  proposé  de  combler  certaines  lacunes  de  cette 
difficile  théorie,  en  insistant  sur  les  caractères  particuliers  que 
peuvent  présenter  les  systèmes  de  points  que  l'on  y  considère,  à 
propos  de  l'évanouissement  des  fonctions  thêta.  C.  Neumann  avait 
déjà  signalé  la  nécessité  de  reprendre  la  démonstration  d'un  théo- 
rème de  Riemann  sur  les  zéros  de  sa  fonction  thêta  :  ce  théorème 
sera  rappelé,  plus  commodément,  à  la  fin  de  ce  résumé. 

Le  Livre  de  M.  Rost,  rédigé  avec  beaucoup  de  méthode  et  de 
j)récision,  est  divisé  en  deux  parties  dont  la  première  forme  comme 
une  introduction  à  l'étude  proprement  dite  des  fonctions  tlicla  de 
Riemann. 

PHIÎxMlÈRE  PARTIE  (pages  i-3o). 

SUR    LA    TUliORIE    DES   FONCTIONS  ALGÉHRIQtES    LNU'-QRMES 
SIR    UNE   SURFACE    DE    RIEMANN    T. 

L'aulcur  suj>pose  que  la  surface  de  Riemann  T  est  à  deux 
feuillets  et  qu'elle  est  ip  -+-  1  fois  connexe.  l\  reprend  la  définition 
des  coupures  «,  h,  c  à  l'aide  desquelles  on  transforme  la  surface  T 
en  une  surface  simplement  connexe  T';  il  rappelle  l'existence  et 
les  propriétés  fondamentales  desy>  intégrales  normales  de  piemière 
espèce,  //^  . .  .,  ft.J,^  des  inlégrales  normales  de  seconde  ou  de  Iroi- 
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sicinc  espèce,  puis  les  formules  de  décomposition  en  élénienls 
simples  011  en  produit  de  factevirs  primaires.  De  ces  formules,  il 
déduit,  sous  deux  formes  différentes,  les  conditions  que  doit 
remplir  un  système  de  points  s,,  So?  •  •  •?  'm  pi'is  sur  T,  pour  qu'il 
existe  une  fonction  algébrique  uniforme  sur  T,  qui  devienne  infinie 
en  ces  points,  ou  en  quelques-uns  d'entre  eux. 

Un  système  de  points  e,,  £0,  ...,  £,„  sera  dit  remplaçable 
{ersetzbares  Punktsysteme)  si  les  p  congruences  représentée.-, 
avec  une  notalion  abrégée,  par 

m  III 

a  =  1  ji  =  1 

sont  vérifiées  par  un  SYSlème  de  points  r,,,  r,o,  .  .  .,  r,,„  non  iden- 
tique au  système  s,,  Zo,  ...,  î,«  (il  faut  concevoir  la  congruence 
précédente  écrite  successivement  pour  chacune  des  p  intégrales 
normales  de  première  espèce;  les  deux  sommes  doivent  dilférer 
seulement  par  une  somme  de  multiples  entiers  des  périodes,  la 
période  relative  à  une  coupure  b^  étant  multipliée  par  un  entier  ^v 
qui  reste  le  même  pour  les/?  intégrales). 


DEUXIEME  PARTIE  (pages  3o-C.i). 

SUR    LA    THÉORIE    DES    FOXCTIOXS    THETA    Dt:    RIEMAXN. 

La  série  qui  sert  de  définition  à  une  fonction  ihela  de  p 
variables  Ci,  Ç21  •■■i^p  6st  déterminée  par  une  forme  quadraliquc 
de  p  variables  entières  ;  les  coefficients  de  celte  forme  quadratique 
étant  supposés  égaux  aux  modules  de  périodicité  des  intégrales 
normales  de  première  espèce  m^,  ...,  11^  le  long  des  coupures  ^, 
on  remplace  ('( ,  ...,  Vp  par  ?^[-i-e,,  ...,  Up-\-ep,  en  supposant 
que  e,,  ...,  Cp  désignent  des  constantes;  la  fonction  de  :;  ainsi 
obtenue  est  la  fonction  thêta  delliemann,  on  la  désignera  par  la 
notalion  Xj((u^  -{-  e)). 

Parmi  les  propositions  relatives  à  cette  fonction,  dont  M.  Rost 
a  repris  la  démonstration,  je  citerai  les  suivantes  en  leur  laissant 
le  numéro  qu'elles  ont  dans  son  livre. 

I.  Si  la  fonction  'b({u--r-  e))  n'est  pas  identiquement  nulle,  elle 


P  H  E  .M  1 E  H  E    P  A  l\  T I  E . 


possède  sur  la  surface  T'p  zéros  r, ,,  ■/■,.2,  .  • .,  'f,p'-  ces  zéros,  dont  la 
position  est  inconnue,  sont  reliés  aux  constantes  e,.  e-2,  •  ■  •  Cp  par 
les  p  congruences 


V  =1 


où  les  quantités  k  sont  des  constantes  indépendantes  des  e  et  des  y,. 

IF.   L'équation 

/. -1 


\  \  1  /  / 


a  lieu  quelles  que  soient  les  positions  des  points  ;,....,  Zp_i  sur 
la  surface  T'. 

IV.   iSon  seulement  les  zéros  r.i?  'tm  ••  •?  '/-.y,  satisfont  aux/^con- 

ijruences 

/' 
i-e) 

\    1 


=(i«'..-^). 


mais   ils   forment   la    solution    unique   du   système  de   ces  p  con- 
jjruences. 

1' 


\llf.    Pour  crue  la  fonction 


„---;^  "-.-/. 


s'annule  en  tout  point  c  de  T',  il  faut  et  il  suffit  (pic  c,,  c^,  . . .,  ;^, 
forment  un  s\slèmc  remplarable. 

La  difficulté  (pie  signale  C.  ]!^ei\mdinn  {Vorlesungeti  iiber 
Riemann's  TUcorie  der  Abclschen  Intégrale,  -i^  édition,  p.  334  ) 
est  la  suivante  :  dans  le  iNIémoirc  célèbre  de  Kiemann,  on  est 
obligé  d'admettre  bruscpicment  (pie  les  zéros  r,,,  r.j.  . .  .,  '(,p  de  la 
fonction  !^((m-+<?))  peuvent  être  amenés  en  des  positions  arbi- 
trairement fixées  si  l'on  disjiose  d'une  manière  convenable  des 
valeurs  attribuées  aux  constantes  e,,  Co, . . .,  ep. 

INL  Rosi  dit  que  le  nœud  de  ces  questions  se  trouve  dans  le  théo- 
rème II  cité  plus  haut.  Il  ajoute  dans  une  note  que  la  démonstra- 
tion  donnée   dans   le   texte   ne  diderc  pas  essentiel lemcnt  d'une 
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démonsiralion  donnée  autrefois  par  C.  Neumann  et  qu'il  semble 
difficile  d'établir  ce  théorème  sans  faire  intervenir  des  considé- 
rations de  continuité.  E.   L. 


MELANGES. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DE  LA  CROISSANCE  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES 
DÉFINIES  PAR  UN  DÉVELOPPEMENT  DE  TAYLOR; 

Par  Ernst  LINDELOF. 

Certains  travaux  récents  relatifs  à  ce  sujet  (')  nous  donnent 
l'occasion  de  revenir  sur  la  méthode  que  nous  avions  développée 
dans  le  troisième  Chapitre  de  notre  Mémoire  sur  la  théorie  des 
fonctions  entières  de  genre  fini  (-),  et  dont  M.  Borel,  de  son 
côté,  s'était  servi  dans  ses  leçons  au  Collège  de  France  (^).  11 
nous  semble,  en  effet,  que  cette  méthode,  par  son  caractère  à  la 
fois  élémentaire  et  intuitif,  se  recommande  tout  spécialement  à 
renseignement,  en  même  temps  qu'elle  comporte  toute  la  préci- 
sion qu'exige  la  théorie  asyniptotique  des  fonctions  entières. 

1.   Soit  une  fonction  entière 

et   désignons    par    M(/-)   le    maximum    de    son    module    sur    le 
cercle  |a;|  =  /•.  On  sait  que  V inégalité 

(2)  M(;-)>|c„|/-« 


(')  A.  Prixgshei.m,  Zar  Tlieorie  cler  ganzen  Iransceiidciitcn  Funktioncn 
{Silzungsberichte  cler  bayerischen  Akademie  cler  Wissenschaften,  t.  XXXII, 
1902).  —  E.  Maillet,  Sur  les  fonctions  entières  et  quasi-entières  à  croissance 
régulière  et  les  équations  différentielles  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  2"=  série,  t.  IV,  1902). 

(-)  Acta  Soc.  Scient.  Fenn.,  t.  XXXI. 

(')  Leçons  sur  les  séries  à  termes  positifs.  (jaulliicr-\  illars.  1902. 
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est  vérifiée  pour  tontes  les  valeurs  de  r  et  de  Vindlce  n  cl, 
d'autre  part,  que  M(/')  est  une  fonction  croissante  de  r. 

Il  s'agit  de  trouver  des  limites  supérieure  et  inférieure  de  M(/'). 
Comme  limite  inférieure  nous  choisirons  tout  simplement  le  plus 
grand  des  termes  |c„]r";  en  le  désignant  par  T(/'),  nous  avons 
donc  cette  première  inégalité 

(3)  M(r)>T(/-). 

A  chaque  valeur  donnée  de  r  faisons  maintenant  correspondre 
un  entier  nr-,  tel  qu'on  ait  y^|c«| /•  ■< /k(-<  i)  pour  «  ^ /?,.  (  ce  qui 
est  possihle  puisqu'on  a  lim  y/|c,;|  =  oV  et  écrivons 

n  =  x  I 

;ir  — 1  » 

M(r)l2  |c„|/-«^2|c„l/-". 

0  H,-  * 

Pour  la  seconde  somme,  on  aura  l'inégalité 

>.  k j  /•"  <  >, A"  =  - — j  <  - — j  • 


La  ])remière  somme  est  inférieure  au  terme  maximum  multiplié 
par  le  nombre  des  termes 

0 

et  la  difterence  entre  ces  deux  expressions  augmente  d'ailleurs 
indéfiniment  lorsque  ;•  croît.  On  obtient  ainsi  pour  M(/)  la  limite 
supérieure  suivante 

(4)  M(/-)<",.T(/-), 

en  supposant  que  /'  dépasse  une  certaine  limite  linie. 

Les  inégalités  (3)  et  (4),  obtenues  comme  on  voil  par  les  moyens 
les  plus  élémentaires,  suffisent  complètement  pour  le  calcul  asym- 
ptoliquc  de  M(/'). 

2.  Pour  faire  voir  combien  cette  méthode  est  facile  à  manier, 
nous   allons   traiter  en  détail  un   cas  particulier  qui   se  présente 
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souvent  dans  les  applications,  à  savoir  celui  où  l'on  a,  pour  toute 
valeur  positive  de  s, 

1 

(5*^)  '\/\ca\  <  (     .        )       à  partir  d'un  certain  indice  «o, 

et,  d'autre  part, 

1 

(5*)       v^|c„|>|-- — ^  j'      pour  une  infinité  d'indices  «I ,  «2,  ... , 

A  désignant  une  constante  positive. 

Nous  ferons  d'abord  observer  que,  ).  étant  une  quantité  posi- 
tive quelconque,  l'expression 


considérée  comme  fonction  de  n,  atteint  son  maximum  pour 


/•P 
n  =  , — } 
he 


d'où 


et  que  ce  maximum  est  égal  à 


e'-^'P. 


En  vertu  des  inégalités  (2)  et  (5*),  et  en  faisant  ).  ^  :?  nous 

pouvons  en  tirer  cette  conclusion  qu'on  a 


(6) 
pour 


M(7"_)  >  e**^? 


/•  =  /•,,  = 


A  e/«v 


(V^l,    -2,     ...). 


D'autre  part,  comme 


(  l  n  )? 
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dès  que 


I   /r\Ç 


les  inégalités    (4)  et  (5^^)   nous   donnent,  en    faisant   celle   lois 
).=  ^,- 

(7)  -^I(0  <  P<  '■)  -  ^(Q^^^"' 

P(r)  étant  un  polynôme. 

Les  inégalités  (6)  et  (■-)  impliquent  le  théorème  suivant  : 

Si  les  coefficients  Cn  vérifient  les  conditions  (5),  on  aura, 
([uelque  petit  que  soit  s, 

L±J,f 
à  partir  cV une  valeur  finie  de  /",  et  cV autre  part 

(8*)  l\U/-)>e^'"' 

pour  une  infinité  de  valeurs  r  dépassant  toute  limite  donnée. 

II  résulte  d'ailleurs  de  notre  démonstration  que  réciproque- 
ment : 

Si  le  module  maximum  de  la  fonction  (i)  vérifiie  les  condi- 
tions (8),  les  coefficients  c,i  satisferont  aux  inégalités  (5). 

3.  Cherchons  maintenant  la  condition  pour  que  )M(/")  soit  à 
croissance  régulière,  en  ce  sens  que  l'inégalité  (8*)  soit  vérifiée, 
comme  (8"),  à  partir  d'une  valeur  finie  de  /?,  de  sorte  qu'on 
puisse  écrire  ('  ) 

(9)  M(/-)  =  e~Â7p~''  . 

Nous  démontrerons  à  cet  égard  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  le  module  maximum  de  la  série  (i)  obéisse  à  l'éga- 


(')  Pour  éviter  des  redites  inccssanlcs,  nous  conviendrons  de  désigner  indiffé- 
rciiimenl  par  £(/•)>  ^('0-  •■■  loulc  foiiclii)n  Iciidaut  vers  zéro  lorsque  /•,  «,  ... 
tendent  vers  l'infini. 
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lité  asymplotique  (g),  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  toute  valeur 
positive  de  s,  l' inégalité  (5")  soit  vérifiée  à  partir  d'un  cer- 
tain indice  n.o,  et  l'inégalité  (o^) pour  une  infinité  d'indices  /?, , 
n.2,  •  . . ,  /'vj  •  •  •  ?  isls  que 

(10)  lini/^^')  =  i. 

Je  dis  d'abord  que  ces  conditions  sonl  suffisantes.  Soit,  en  effet, 
/■v<^/-<<  /'v^^i,  en  posant  comme  plus  haut 

/Ae«v\P 


Comme  M(/")  croît  avec  /•,  on  aura 

.M(;-j>M(rv), 
OU  bien,  d'après  (6), 

1  — £     0 

Or,  la  condition  (10)  entraîne  Tégalité 


1-  'V4-1 

lim 

=  30  '"V 


d'où  résulte 

et  par  suite,  à  plus  forte  raison, 

/•P>(i-£)rP, 

si  l'on  prend  v  suffisamment  grand.  On  trouve  ainsi,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  /■, 


M(/-)  >  e  *<-?       , 

et  comme  d'ailleurs  l'inégalité  (8'^)  est  vérifiée,  d'après  n"!2,  il  est 
donc  prouvé  que  M(/')  peut  se  mettre  sous  la  forme  (9). 

Reste  à  démontrer  que  la  condition  (10)  est  nécessaire.  Supposer 
que  cette  condition  n'est  pas  vérifiée  (pour  toute  valeur  positive 
de  s),  c'est  admettre  l'existence  de  deux  nombres  positifs,  7  et  7, 
tels  qu'on  ait 
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pour  une  infinité  d'intervalles,  /?.',•<  n  <<  n[,  (v  =  i,  2,  .  .  .),  exté- 
rieurs les  uns  aux  autres  et  satisfaisant  à  la  condition  n[,'^{\  +  -i)n.,. 
En  nous  plaçant  dans  cette  hypothèse,  nous  allons  faire  voir  que 
l'égalité  (9)  ne  saurait  avoir  lieu. 

A  cet  effet,  après  avoir  fixé  convenablement  le  nombre  t,  parla-  * 
geons  les  termes  de  la  série  donnée  (i)  en  quatre  groupes,  corres- 
pondant respectivement  aux  valeurs  suivantes  de  l'indice  n  : 

Le  polynôme  formé  par  les  termes  du  premier  groupe  n'aura 
évidemment  aucune  influence  sur  le  résultat. 

L'hjpotlièse  (11)  nous  donne,  d'après  le  n"  2,  pour  la  somme  des 
termes  du  troisième  groupe,  une  limite  supérieure  de  la  forme 

con?t. /■pe-^'^P 

Les  coefficients  des  termes  des  deux  autres  groupes  vérifient 

l'inégalité 

1 


d'où 


INous  pouvons  écrire  cette  dernière  expression  sous  la  forme 


[m\^^-'°'^^' 


a  désignant  la  valeur  de  /?, 


1  -!-  z 

a  =  — - —  /-P, 

Ac 


pour  laquelle  l'expression  en  question  atteint  son  maximum, 
(^ela  posé,  déterminons  /•  par  la  condition  a  =  (  1  -f-  -  )«!,,  d'oi 


il  suit 


M  EL  AN  G  li  s.  219 

On  aura,  pour  le  deuxième  des  groupes  envisagés  ci-dessus, 


I  c„  j  /■"  <  e 
cl,  pour  le  quatrième  groupe, 

!  cn  I  /•"  <  e  P  L 
l\   et  k"  désignant  les  quantités 


^  I  \    ^   ^.Vc-P 


<e 


A'  = 


m 


k"  = 


loK 


(^) 


Or  ces  quantités  sont  toutes  les  deux  inférieures  à  l'unité,  et, 
sans  insister  davantage  sur  les  détails  du  raisonnement,  nous 
pouvons  en  tirer  celte  conclusion  ([ue,  dans  l'hypothèse  admise 
tout  à  l'heure,  le  module  maximum  de  la  fonction  (i)  vérifie,  pour 
une  infinité  de  valeurs  /'indéfiniment  croissantes,  une  inégalité  de 
la  forme 

M(/-)<eAep      ^ 

où  7)  désigne  une  quantité  positive  fixe,  et  que,  par  suite,  l'éga- 
lité (9)  ne  saurait  avoir  lieu.  Notre  démonstration  est  donc 
achevée. 

Par  un  raisonnement  analogue  on  établit  cet  autre  théorème  : 

Si,  pour  toute  valeur  positive  de  e,  l'inégalité 

1 


est  vérifiée  à  partir  d'une  valeur  finie  de  n,  et  L' inégalité 


pour  une  infinité  d'indices  /?i,  n-_ 


I  \P 


r.) 


,  /iv,  .  •  .-,  tels  (]u< 


lognv    ' 


(')  Dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  (page  455),  M.  Maillet  avait  ilcinonlrc  que 
cctti'  condition  est  nécessaire,  mais  non  pas  qu'elle  est  suffisante. 
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on  aura 


^{r)=e''^'^\ 


et  réciproquement. 


4.  La  méthode  précédente  s'étend,  sans  modification  aucune, 
aux  fonctions  entières  d'ordre  zéro  ou  de  genre  infini,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  voir  dans  notre  Mémoire  (page  3c))  sur  des 
exemples  particuliers.  D'une  manière  générale,  elle  sera  appli- 
cable toutes  les  fois  que  l'ordre  de  grandeur  de  y  |cn|  est  indiqué 

par  une  expression  de  la  forme  »   '^{ti)   étant  une  fonction 

1  i  o{n)      '  ^     ■^ 

croissante  quelconque  composée  de  puissances,  d'exponentiels  ou 
de  logarithmes  superposés  en  nomhve  Jî ni.  Dans  tous  ces  cas,  il 
suffira  de  recourir  aux.  formules  suivantes  (loc.  cit.,  p.  36) 


(i2)  Q(r)  =  eÇ(a)    ,         r  =  o  (a)  e  ?  i  «'  , 

OÙ  ù  (r)  désig-ne  le  maximum  de  l'expression  ( )  ,  considérée 

comme  fonction  de  n,  et  a  la  valeur  de  n  pour  laquelle  ce  maximum 
est  atteint. 

Soit  par  exemple  z>  [n)  =  e/<{nP)  (').  Les  formules  précédentes 
deviennent  : 

Q{r)  =  epa'"*"'e,(a?)e.(a?)...et_,(aî)^ 

et,  dans  une  première  approximation,  on  en  tire  pour  0(/)  l'ex- 
pression 

1 

iî(r)  =  ell-t-eCrlllog/Mlogir)?^ 

si  A"  >>  1 .  Pour  /i  :=  I ,  on  aura  exactement  : 

/logrX   e 

9.(r)  —  e^\p-*-^'      . 


(')  A  l'exemple  de  M.  Maillet,  nous  ferons  usage  de  la  notatiou  abrégée 

Nous  écrirons  de  même 

lo;;(loga;)  =  lognj:,  lc)g(|ogj  _,a-)  =  logj  J-, 
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Par  un  raisonnement  analogue    à   celui  des   n"^  2  et  3,  nous 
déduisons  de  ces  expressions  les  résultats  suivants: 

Si  les  inégalités 

V\c^\  <       ,     ._.  ,  et  v^l Cil '  > 


sont  vérifiées,  quelque  petit  que  soit  t.  la  première  à  partir 
d'une  valeur  finie  de  n  et  la  seconde  pjour  une  infinité  d'in- 
dices, «(,  no,   .  .  . ,  /?v tels  que 

lim      -j =  1, 

on  aura  Végalité  asympjtotique 

1 

et  réciproquement . 

Si  les  inégalités 

V\c7\  <  ^  r,.  —, — n        ^^        V\cZ\  > 


eu[ii  —  Z)n?\  "^  '  e/,[ii^z)  n?] 

sont  vérifiées^  quelque  petit  que  soit  s.  la  première  à  partir 
d'une  valeur  finie  de  n  et  la  seconde  pour  une  infinité  d'in- 
dices. /?,,  /?o,  .  .  .,  n.,.  .  .  .,  tels  que 


le  module  maximum  M(/-)<r/e  la/onction  (i)sera  de  la  forme 


suivant  que  k  >-  i  ou  k  =  i  ,•  et  réciproquement. 


Soit  en  second  lieu  'j;  (//):=  (log^ /?)?■;  les  formules  (^^12)  nous 
donnent 


î>(/)  =  e?ioijaiogia...iogtx. 


/•  =  (  log/, a  jP  e?  '"8  * '"Sî  a  . . .  log;  a^ 
j5w//.  des  Sciences  malhëni.,  2'  scrie,   t.  XXVII.  (Voùt  igoj.) 
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et,  par  un  calcul  asymptotique  très  simple,  nous  en  lirons 

On  en  déduit  facilement  les  résultats  suivants,  que  nous  réuni- 
rons, pour  abréger,  dans  un  seul  énoncé,  et  qui  serviront  à  pré- 
ciser et  à  compléter  le  théorème  qu'a  fait  connaître  M.  Maillet 
dans  une  Note  récente  ('). 

Si  ^expression  \'\c,i\,  pour  toute  valeur  positive  de  s,  est 
inférieure  à 


ou       (l-!-s)  j 


Iog,«. .  .\ogu'i/  V'og/,-/; 


I  -1- 


lognlog2n  ...  log/,n/  Vlog;t« 


à  partir  d'une   valeur  finie  de  n,  et  en  même  temps    supé- 
rieure à 


{û^ï     """■  "--"{< 


fgA'i 


( 


log,/i  .  .  .  iOg/t///    VlogA-n/ 

\ i ^,  /   '  Y 

log/ilug.//  ...  logA/i/  VlogA-/i/ 


pour  une  infinité  d'indices,  /li^  /?o,    ....  n.,.  ...,  tels  que  le 
rapport 

tende   vr/s    r unité  lo/-S(/uc  v  c/'oît    indéjinimcnt,  le  module 
maximum  M(/)  de  la  fonction  (i)  pourra  se  mettre  sous  ht 


(')  Compter  rcidiis  du  ()  f('\ri<'i'   ii|o3. 
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forme 


\^Z    r)  eil  I- 


La  réciproque  a  lieu  également. 

o.  Dans  notre  Mémoire  nous  avons  déjà  fait  voii'  sur  plusieurs 
exemples  que  la  méthode  exposée  ci-dessus  est  susceptible  d'être 
précisée  de  manière  à  fournir  des  résultats  aussi  exacts  que  la 
méthode  de  ^1.  Le  Roj  ('),  avec  laquelle  elle  présente  d'ailleurs 
de  grandes  analogies. 

En  voici  un  nouvel  exemple  d'un  caractère  assez  général.  Sup- 
posons les  coefficients  de  la  série  (i)  positifs  et 

1 
n, —       /  ,  loï/î        B        ■Jn\\l\\'? 

\Jc„  =        I  -H  A  — ^ ; \ ' 

\  n  n  II     I   \n  J 

A  et  B  étant  des  constantes.  Dans  ces  conditions  on  trouve  ( Cf.  la 
démonstration  p.  4o-4i  <Je  notre  Mémoire),  pour  les  valeurs 
positives  de  x, 


pp 


(i3)  ^c„x"={\^t{x)]i/'^^e^-^  X 


Appliquons  ce  résultat  à  la  fonction  de  Bessel 

/.7-\2" 

^   '     \7j  ^«!r(7-i-/i-i-i) 


La  formule  de  Stirlins^  nous  donne 


e-  /         ,  .  lop:/i        Io<i;(2-)        z(n) 


\  n'.Y  {■/  ^  /i  -^  i 
Nous  devons  donc,dansrégalité(i3),  faire  p  =  -,  A=  — ('^-t-  •)» 

(')  Bulletin  des  Sciences  malhéniatiques.  novembre  ifjoo. 
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e  .r 


13  =  —  Iog(27L),    et  remplacer  x  par  ( -— )  ,  et  nous   retrouvons 
ainsi  le  résultai  connu 


Jiv;  (ix)  --=^\l-^  z(x)]  r- 


v/'I^ 


où  X  est  supposé  réel  et  positif. 
Soit  encore  la  fonction 


(i4; 


y     ■'■" 

Ji^  r  (I  -+-  a/^ 


dont  M.  jMittag-Lefller  a  fait  connaître  récemment  des  propriél('> 
intéressantes  (' ).  La  fornude  de  Stirling  nous  donne 


lop-/?  Infî\/,). -3         -.(ii\\     I 


et,  à  l'aide  de  l'égalité  (i3),  on  en  conclut 


ex'  . 


Cette  forme  plus  précise  de  notre  méthode  s'applique  également 
aux  fonctions  d'ordre  zéro  ou  de  genre  infini.  Soit,  par  exemple, 
la  fonction  de  genre  infini 

"'■^       ■'■'■'■'=2[ib^Vjî7pr' 

II 

^j  (;t  7  désignant   des  paramètres  réels,  dont  cr  positif;  on   trouve 
{^loc.  cil.,  p.  4>3) 

/(.r)  -  lu-  î(.r)]  i/  —•r-'''  '■  '        ii(-r), 
il  (  .r)  élanl  d('l(iininé  |)nr  les  ('(piations 


(')   Coniplis   rendus  du    >  m.ir>   i;in:;. 
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d'où  résulte,  dans  une  première  approximalion, 

I 

6.  En  terminant  nous  ferons,  relativement  à  la  fonclion  (i5), 
quelques  remarques  intéressantes,  suggérées  en  partie  parla  Note 
citée  ci-dessus  de  M.  Mittag-Lcffler.  En  posant  ;=pe''T',  on 
trouve  : 

La  fonction  de  z  figurant  au  premier  membre  est  holomorphe  sur 
Taxe  imaginaire  et  à  droite  de  cet  axe,  si  l'on  suppose  |j^i,  et 
tend  vers  l'unité  lors(:[ue  7  s'évanouit.   L'expression   du   second 

membre  est  inférieure  à  e-P,  pour  —  -  <  •!(  ^  +  -,  dès  que  p  dépas- 
sera une  certaine  limite  finie,  quelque  petit  qu'on  donne  le  nombre 
positif  £. 

D'après  un  théorème  général  que  nous  avons  établi  dans  une 
Note  récente  (  '),  il  s'ensuit  d'abord  que.  s-  tendant  vers  zéro,  la 
fonction  (i5\  où  l'on   suppose  , j  >  i  [^ainsi  que  cV ailleurs  la 

fonction  (i4)]>  tend  uniformément  vers  dans  tout  domaine 

fini  n'ayant  aucun  point  commun  a^-ec  la  partie  -^  \ ^  co 

de  l'axe  réel. 

Des  considérations  développées  dans  la  Note  citée  il  résulte, 
d'autre  part,  que  la  fonction  (i5)  tend  vers  zéro  lorsfjue  x  tend 
vers  l^ infini suiicini  un  rayon  quelconque  autre  que  Caxe  réel 
positif.  Cette  propriété  découle  d'ailleurs,  comme  conséquence 
immédiate,  d'un  théorème  général  relatif  aux  séries  de  la  forme 
S-5  (/?.)a:",  oîi  'j  est  une  fonction  analvtique  de  ri{'-). 

Si  |j  >>  2,  les  mêmes  considérations  conduisent  à  l'égalité 

f(X)=  —  ' : '■ — ! , 


(  '  )  Comptes  rendus  du  29  décembre  1902. 

(-)  Cf.  p.  29  de  notre  Mémoire  :  Quelques  applications  d'une  formule  som- 
matoire  générale  (Acta  Soc.  Scient.  Fenn.,  t.  \X\I,  1902  ).  Sous  une  forme  moins 
précise,  ce  théorème  avait  été  démontré  par  M.  Le  Koy  {Annales  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Toulouse,  2*  série,  l.  IL  1900). 
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^{x)  lendanl  uniformément  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  l'infini 
avec  un  argument  quelconque  compris  entre  e  et  2-  —  s,  et  cela 
quelque  petit  que  soit  0.  Donc,  pour  ^  >  2,  les  arguments  des 
racines  de  la  fonction  (i5)  tendent  vers  zéro  lorsquon  s^  éloigne 
indéfiniment  de  V origine. 

Si  l'on  donne  au  paramètre  a-  une  valeur  complexe  d'argument  w 

compris  entre  —  —  et  +  -j  et  qu'on  suppose  d'ailleurs  [î  >  i ,  la 

fonction  entière  (i5)  tendra  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  l'infini 
suivant  l'une  quelconque  des  spirales  logarithmiques 

7- =  const.  e^'^oto)         (.p=re''?), 

excepté  celle  qui  passe  par  le  point  x  =  \ .  Enfin,  si  ^  ^  2,  on  peut 
affirmer  en  outre  que  les  zéros  de  la  Ibnclion  (lo),  à  partir  d'un 
certain  d'entre  eux,  sont  tous  compris  entre  les  spirales  logarith- 
miques 

/' =  gf?  — £)  cotw  et,  ^  ^:;  g(y +  e)  cot  0) 

quelque  petit  qu'on  donne  le  nombre  positifs.  Pour  la  démonstra- 
tion de  ces  dernières  propriétés,  nous  nous  contenterons  de  ren- 
voyer au  Mémoire  que  nous  venons  de  publier  dans  le  Journal 
de  Mathématiques . 

Ilelsingfors,  avril  igoS. 


SUR  QUELQUES  DÉVELOPPEMENTS  DE  — ^.  EN  SÉRIES  DE  POLYNOMES. 
Par  m.  E.  COURSAT. 

Les  recherches  récentes   sur  le   proloiigenienl  iinal\li(|ue  ont 
montré    toute    l'importance    des    développemcnis   de    la   fraction 

simple en  séries  de  polynômes,  uniformément  convergentes 

dans  des  régions  de  forme  variée.  Les  travaux  de  jMAf.  Kunge, 
llilbcrt,  Painlevé  |)crniellcnt  d'obleuir  de  pareilles  séries.  On  y 
arrive  aussi,  d'une  faron  Ucs  sini])lc,  en  a[)pliquant  la  méthode 
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d'intégration  de  Caiichv-l^ipschitz  à  l'équation  y  =  y-.  D'après 
une  remarque  fondamentale  de  M.  Picard,  cette  méthode  conduit 
à  un  développement  de  l'intégrale  en  série  uniformément  conver- 
gente dont  tous  les  termes  sont  des  polvnomes.  Ces  mêmes  séries 
peuvent  être  obtenues  par  une  voie  entièrement  élémentaire, 
n'empruntant  rien  au  Calcul  intégral,  et  qui,  par  cela  même,  pré- 
sente peut-être  quelque  intérêt  au  point  de  vue  didactique. 

1.   Posons 

U/"  =  i,        U';'=i--:,        u.,"-  =  i- —  4-^  +  =--. 

et,  en  général, 

(I)  Ui;^,  =  U/'+^(U/n^         {Pi.n-1)- 


II 


il  est  clair  que  U^f  sera  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  2"  —  i . 
Nous  allons  trouver  une  limite  supérieure  du  module  de  la  diffé- 
rence Uj'" >  en  supposant  que  x  n'est  pas   une  quantité 

réelle  supérieure  à  l'unité. 

Soit 


u.^  =  —^ 


.r  >■  px  ■-  l  —  x 

I I  —   — 

n  n 

si  X  n'est  pas  réel  et  supérieur  à  un,  le  module  de  la  fonction -_ 

reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  M  lorsque  la  variable  z  décrit  le 
.segment  de  ligne  droite  allant  du  point  >-  ^  o  au  point  z  =  x,  el 
il  est  clair  que  M  est  supérieur  ou  au  moins  égal  au  module  de  // "', 
quels  que  soient  les  nombres  entiers  n  et  p. 

Entre  deux  fractions  consécutives  11  "^  et  ?/o+i5  nous  avons  la 
relation 

(2)  u'^^,  =  u\r'+~^{u,rr-+%iu\?'r-n'/^:,- 

Retranchons  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (2);  il  vieni, 
en  posant  0;'  =z.U;;  _,,;", 
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Soit  p  le  module  de  a:;  le  module  de  U  '''  -^  i/'l^''  est  inférieur 
à  2M-i-|o^'  |,  et  nous  avons  encore 

(4)  15,;^.  I  <  ,;a^fM('  +  |<>M  - 1^^;"! :>)  +  Ç,-- 

En  même  temps  que  les  difTérences  o"\  considérons  une  suite 
de  quantités  positives  ^i,  So,  ..  ..  z„,  liées  par  la  relation  de  récur- 
rence 

(5)  £/.+,  =  z,,(i-  l(  iM  ^  I  i)  -^  '^-^^ ,-         (p^n  —  n, 

que  Ton  peut  écrire 

'  «  (  2  M  -1-  I  )  \  /l  /\'  «  (  2  M  —  I  )  / 

Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  immédiatement  que  lexpreâ- 
sion  générale  de  Zp^i  est,  en  fonction  de  £,, 


«  (  2  -M  -T-  I  )  /        n  (  -2  M  -f-  I  )  ' 
le  nombre  entier/;  étant  inférieur  à  /?,  on  a  évidemment 

"''^'^''  V'^  «(2M-M)y'         /H2M-M)' 

Supposons  que  I  on  ait  pris  Si  =  ' — ^;  nous  aurons 

Si  l'on  a  pris  le  nombre  /?  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

p. M  3 


*"'  \     «-  «(2M^I)/  «(2M 


0 


tous  les  nombres  £|,  e^i  •  •  •?  '«  seront  «  fovUorl  inférieurs  à  un. 
Le  nombre  /i  avant  été  cboisi  de  cette  façon,  comparons  les 
deux  suites  S',"',  o!,"\  ...,  o,"'  cl  £,,  s.,  ..  .,  s,,.  On  a  d'abord 


ÎV"  =  I  +  - 


\ 
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et  par  suite 

loi^'K-^  ou  |o/'M<^i<l. 

En  faisant />=  i  dans  les  relations  (4)  et  (5),  on  voit  que  Ton  a 
aussi 

et  l'on  démontre  de  même,  en  continuant  de  proche  en  proche, 
que  l'on  a 

Le  module  de  la  différence  U^^"' — est  donc  plus  petit  que 

l'expression  trouvée  plus  haut 

R„  =  6' 


ni  -iM  -^  i } /        /i (  2 .M  -i-  1  ) 

pourvu  que  la  condition  (-)  soit  vérifiée.  Cette  quantité  P».„  tend 
évidemment  vers  zéro  lorsque  le  nornhre  enlier  n  augmente  indé- 
finiment; le  polynôme  U,"   a  donc  pour  limite  la  valeur  de  

lorsque  n  augmente  indéfiniment,  pounu  que  x  ne  soit  pas  un 
nombre  réel  supérieur  à  l  unité. 

Dans    toute    région    finie   du    plan    A    limitée    par  un   contour 
fermé  C,  n'avant  aucun  point  commun  avec  la  partie  i x  de 

l'axe  réel,  le  polynôme  \j 'il\x')  tend  unifoj- nié  ment  vers 

Soit,  en  effet,  p'  le  rayon  d'un  cercle  décrit  de  l'origine  comme 
centre    et   renfermant   la  région    A,    et   M'    la    valeur   maximum 

I  lorsque  x  reste  dans  la  région  A'  balavée  par  le  rayon 

vecteur  qui  joint  l'origine  à  un  point  du  contour  C.  D'après 
1  expression  précédente  de  R/^,  on  voit  immédiatement  que,  pour 
tout  point  de  la  région  A,  on  a 

cette  différence  sera  moindre  qu'un  nombre  positif;  pourvu  que 
1  on  ait 


o'^/i.M'^' 
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On  pourra  donc  former,  au  moyen  des  polynômes  L''"'(:r),  une 

série   de   polynômes  ayant   pour  somme ^>   et   uniformément 

convergente  dans  la  région  A. 

Remarqu.e.  —  On  peut  obtenir  tous  les  polynômes  succes- 
sifs U^,"  (^),  ^a^^  {jc)^  .  .  .  par  une  seule  loi  de  récurrence.  Consi- 
dérons, en  effet,  les  polynômes  V,,  (or),  V,  (a;),  ...,  V,i(:r),  ... 
définis  par  les  conditions 

Vo=l,  Vi=i  — 2-,  ...,  V,,_Hi=  V;, -H  arV^,  ...; 

il  est  clair  que  le  polynôme  V ,'p{x),  considéré  tout  à  Theure,  se 
déduira  du  polvnome  V„(.r)  en  y  remplaçant  x  par  "— •  La  suite 
des  polynômes 

^"    V,.    v,(£) v,(r).    ... 

converge  doue  uniforuiémenl  vers dans  la  région  A  ('). 

(*  )  La  loi  de  récurrence  entre  tlciix  polynômes  conséculifs, 

peut  être  remplacée  par  une  autre.  Observons  pour  cela  que  si  une  fonction  /{x) 
satisfait  à  la  cundition 

(i-t- J?)/[-r(i  -h  X )]  =  /{x )[i  ^  X  f{x)]. 

il  en  est  de  même  de  la  fonction 

F{x)  ^f{x)[i-^x/{x)], 

comme  on  le  vérifie  immédiatement.  Or  le  polynôme  V,  =  i  +  a;  vérifie  la  condi- 
tion précédente;  il  en  est  donc  de  même  des  polynômes  successifs  \\{x), 
V,(a7),  ...,  V  (j),  ...  et  l'on  peut  remplacer  la  loi  de  récurrence  considérée 
par  la  suivanti" 

V,,4.,(^)  =  (i  -h  x)\^,[x(  i  -h  x)]. 

Posons 

Q,  — -  I -f- X,         0.=  i-^x{t^x),         .... 

et,  en  général, 

Q,(-r)-Q,,.->[-r('-^^)]; 

le  polvnome  V  (j;)  a  pour  expression   générale 

V,.(x)  =  Q,0,...Q^.. 
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2.  La  méthode  précédente  petit  être  aisément  généralisée.  Soit 
L  un  arc  de  courbe  de  forme  arbitraire,  et  de  longueur  finie,  joi- 
gnant dans  le  plan  de  la  variable  x  l'origine  au  point  x  ^^  \ .  Pre- 
nons sur  cet  arc  de  courbe  un  certain  nombre  de  points  6^  =  0, 
0, ,  .  . .,  ("),,_i ,  0«  ^  I ,  se  succédant  dans  l'ordre  des  indices  quand 

on  décrit  la  ligne  L  à  partir  de  l'origine.  La  transformation  a.'=  - 

fait  correspondre  à  la  courbe  L  une  courbe  A  allant  du  point  x  =  i 
à  l'infini,  et  nous  supposerons  cpie  le  point  x  n'est  pas  situé  sur 

cette  courbe  A,  de  telle  sorte  que  le  module  de  reste  infé- 

'  '  I  —  xz 

rieur  à  un  nombre  fixe  M  lorsque  la   variajjle   z   décrit  l'arc    de 

courbe  L. 

Cela  étant,  posons,  comme  pbis  haut, 

U[,"'=i,        Ui"  =1  —  0,0-, 
et  d'une  manière  générale 

(9)  u^"J,  =  U)f' +  (e,,+,-0/,):^.(u;"jî      (^<„_i), 

puis 

wj,"^  =  I ,    «'«)  =  . — 1 — ,     . . . ,     ,,'"1  =  . — ' ,     . . . ,     iv;>'  =  _L— . 

Nous  avons  encore  la  relation 

(10)     li'l^l,  =  u,r-\-  (  0/,+,  -  0/,  ).r  (  «/  f  -H  (  0/.+  1  —  0/,  j2^5(  »;,"i)^  u\',\ ,  ; 

en  retranchant  les  égalités  (9)  et  (10)  membre  à  membre,  il  vient 

S)f+',  =  ^''  +  (ep+i -  <d,)xi;i  ( \]\r  +  u\r)  -  ( 0/.+1  - «/. )-^'=  ( u;rf  u;;u . 

Soit  p  le  module  de  x^  y.,,  une  limite  supérieure  de  |©/7+i  —  ^p\', 
il  est  clair  que  |//''"|  et  \u^pl^  \  sont  inférieurs  à  M,  et  l'on  a  aussi 

( H  )  1  5,;V,  I  <  1  5/;'>  I  [ r  +  a,,  ?  { 9.  M  -1-  I  0/  ;  )J  -  a,^  o2  .M3. 

On  peut  toujours  prendre  les  nombres  0/  de  façon  que  le  pro- 
duit noL/i  soit  inférieur  à  un  nombre  fixe  Rquel  que  soit  n;  si,  par 
exemple,  les  points  0/  sont  les  sommets  d'une  ligne  brisée  avant 
ses  côtés  égaux,  le  produit  n  y.„  sera  inféiieur  à  la  longueur  de 
l'arc  L.  Les  points  0,  ayant  été  pris  de  façon  que  cette  condition 
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soit  satisfaite,  nous  aurons  encore 

lo;;'A  1  <  lo7' I (i -  -^(2M -  ,5-  I ,)  -^  ^!^^^. 

En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  de  la  même  façon  que, 
si  Ton  a  choisi  le  nombre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

..,  ,.,    ,  /K-'^-^I  Ko  M' 


Il  (  -2  .M  -7-  1  ) 


le  polynôme    L,"  (:r)   tend   uniformément  vers    dans    toulo 

région  finie  du  plan  A  limitée  par  une  courbe  C  qui  n'a  aucun 
point  commun  avec  la  ligne  A. 

Si,  par  exemple,  la  ligne  L  est  une  demi-circonférence  décrile 

sur  le  segment  o i   de  Taxe  réel  comme  diamètre,  A  est  une 

demi-droite  menée  par  le  points  ^  i  ])erpendicu]airement  à  l'axe 
réel.  On  peut  prendre  pour  les  points  0^,  les  sommets  d'un  poly- 
gone régulier  de  in  côtés  situés  au-dessous  de  l'axe  réel,  ce  qui 
revient  à  poser 
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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES 
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I. 

L'emploi  de  la  fonction  poleniielle,  iocideinment  indiquée  par 
La^range  et  conslamment  usitée  par  Laplace,  a  singulièrement 
facilité  les  recherclies  rpii  ont  pour  objet  les  forces  attractives  ou 
répulsives  inversement  proportionnelles  au  carré  de  la  distance. 
Vers  1823,  cet  emploi  avait  déjà  donné  aux  physiciens  une  riclie 
moisson  de  résultats.  Poisson  en  avait  tiré,  d'abord,  les  lois  de  la 
distribution  électrique  sur  les  corps  conducteurs,  puis  les  lois  de 
l'aimantation  du  fer  doux.  Les  fonctions  Y//,  instrument  puissant 
forgé  par  Laplace  et  si  heureusement  appliqué  par  lui  à  la  solu- 
tion des  problèmes  de  Mécanique  céleste,  avaient  permis  d'inté- 
grer les  équations  aux  dérivées  partielles  dont  dépend  l'équilibre 
électrique  ou  magnétique  |iour  un  corps  sphéricpie  ou  pour  la 
couche  que  comprennent  entre  elles  deux  sphères  concentriques; 
elles  avaient  également  conduit  Poisson  à  la  détermination  de  la 
distribution  qu'afTecte  l'électricité  sur  deux  sphères,  distantes  ou 
contiguës,  et,  par  l'accord  des  résultats  de  l'analyse  avec  les 
observations  de  Coulomb,  elles  avaient  assuré  à  la  théorie  nou- 
velle le  contiôle  de  l'expérience. 

Systématiser  les  principes  épars  dans  les  écrits  de  Laplace  et 
de  Poisson,  en  tirer  des  théorèmes  généraux  sur  la  fonction  po- 
tentielle, transfoimer  les  problèmes  de  l'élcctrostaticpie  et  du 
magnétisme  et,  par  cette  transformation,  ouvrir  des  voies  nou- 
velles à  leur  intégration,  tel  est  l'objet  que  se  proposa  George 
Green  (').  Les  résultats  de  ses  méditations  furent  publiés  en  i8a8, 

(')  George  Green  était  né  en  1798  à  Sneinton,  prés  Notlingliani.  Il  niouriU  en 
i8'|i. 

HuU.  des  Scicnce.t  nia/liem.,  ■>'■  série,  t.  WVII.  (  Seplemiiri'  1908.)        t- 


238  PlUvMIÈUK    l'AlMIlL 

à  Nottinghani,  dans  un  petit  Livre  intitulé  :  Essai  sur  l' applica- 
tion de  l'Analyse  inathémaiique  aux  Théories  de  VElectricitc 
et  du  Magnétisme. 

Ce  Livre  demeura  longtemps  inconnu.  Lorsque  Gauss,  en  i84o, 
publiait  ses  Allgemeine  Lchrsàtze  in  Bezieliung  auf  die  im 
verkehrten  Verhdllnisse  des  Ouadrats  der  Entfernung  wir- 
henden  Anzieliungs-  und  Abstossungskratfe,  lorsque,  à  la  même 
époque,  Chasles  et  W.  Thomson  trouvaient,  dans  la  solution  de 
problèmes  électrostatiques,  l'occasion  de  prouver  leur  merveilleux 
talent  de  géomètres,  il  leur  arrivait  de  plagier  Green  à  leur  insu; 
et  Faraday,  en  découvrant  par  les  expériences  les  plus  ingénieuses 
les  lois  de  l'induction  électrostatique,  ignorait  l'écrit  où  Green 
avait  annoncé  d'avance  les  résultats  qu'il  observait. 

Exhumé  plus  tard  par  W,  Thomson,  VEssay  de  Green  de- 
meurait introuvable  lorsque  les  membres  du  Gonville  and  Caius 
Collège  de  Cambridge,  dont  Green  avait  été  felloiv,  chargèrent 
l'un  d'eux,  M.  Ferrers,  de  le  rééditer.  Par  les  soins  de  M.  Ferrers, 
un  Volume  fut  publié  en  18-1,  qui  contenait  non  seulement 
VEssay,  mais  encore  les  autres  écrits  mathématiques  de  George 
Green.  Ce  Livre,  un  des  classiques  de  la  Physique  mathéma- 
tique, était  depuis  longtemps  épuisé.  M.  A.  Hermann  a  rendu 
aux  géomètres  et  aux  phvsiciens  le  grand  service  de  publier  une 
édition  fac-similé  que  nous  allons  (euillcter,  en  nous  arrêtant 
particulièrement  à  certains  passages. 


II. 

Le  plus  connu  des  écrits  de  George  Green  est  assurément 
celui  (pii  fut  j>ublié  on  i8.>8,  à  Notlingham,  sous  le  titre  :  uin 
Essay  0/  t/ie  yipplication  of  malhemalical  Analysis  to  llie 
Théories  of  Elcctricity  and  Magnetisni.  Là  se  trouve,  en 
effet,  la  formule  célèbre  qui  domine  la  théorie  des  intégrales 
triples  et  qui  a  reçu  le  nom  de  formule  de  Green;  là  est  étudiée 
la  fonction  de  Green,  dont  la  connaissance  permettrait  de  ré- 
soudre tous  les  problèmes  d'équilibre  électrique  sur  les  corps 
conducteurs. 

L'cmjdoi    régidicr  de  formules  générales  et,   particulièrement. 
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de  celle  qui  poile  habituellement  le  nom  de  Green,  impose  un 
ordre  systématique  et  rigoureux  à  cet  Ouvrage  où  les  propositions 
nouvelles  complètent  heureusement  les  résultats  obtenus  par 
Poisson.  L'innovation  de  Green  est,  d'ailleurs,  bien  plutôt  dans  cet 
emploi  régulier  d'une  formule  générale  que  dans  l'invention 
même  de  cette  formule,  facile  à  tirer  des  Mémoires  de  ses  prédé- 
cesseurs. 


«  La  formule 

f{  u  A^■  -  V  AU  j  dw  =  -  Hu  ^  —  V 


Oiii 


dS, 


dit  Emile  Mathieu  ('),  est  celle  qui  sert  à  déterminer  les  coeffi- 
cients de  la  série  qui  donne  le  refroidissement  d'un  corps;  elle  a 
donc  été  employée  dans  difierents  cas  par  Fourier  et  Poisson 
longtemps  avant  l'apparition  du  INIémoire  de  Green.  » 

De  cette  formule,  Green  tire  d'emblée  une  conséquence  des 
plus  remarquables  :  La  détermination  de  la  distribution  qu'affecte 
l'électricité  sur  un  conducteur  soumis  à  des  actions  quelconques 
se  ramène  à  la  déterjnination  prise,  en  chaque  point  M  de  l'es- 
pace, par  une  fonction  qui  dépend  de  la  forme  de  la  surface  du 
conducteur  et  de  la  position  qu'occiq^e  un  certain  pôle  P;  cette 
fonction  à  son  tour  est  connue  si  l'on  sait  déterminer  l'influence 
qu'une  charge  électrique  concentrée  en  P  exercerait  sur  le  conduc- 
teur uni  au  sol;  enfin,  pour  un  conducteur  donné,  la  valeur  au 
point  M  de  la  fonction  de  Green  de  pôle  P  est  égale  à  la  valeur  que 
[)rendrait  au  point  P  la  fonction  de  Green  de  pôle  M. 

Ces  beaux  théorèmes  ont  pris,  dans  la  physique  mathénicitique 
actuelle,  une  grande  extension;  F.-E.  JNeuniann,  M.  F.  Klein, 
M.  Hadamard.  ont  trouvé  des  fonctions  analoçrues  à  la  fonction  de 

o 

Green  en  divers  problèmes  relatifs  à  l'induction  magnétique  ou  à 
l'hvdrodvnamique  des  fluides  incompressibles. 

Green  ne  se  borne  pas  à  établir  ces  propositions  algébriques  ;  il 
en  tire,  touchant  la  théorie  des  phénomènes  électriques,  des  con- 
séquences d'une  grande  portée. 


(')  Kmile  Mathieu,  Théorie  du  potentiel  et  ses  applications  à  l'Eiectrosta- 
lifjuc  et  au  Ma^nc'tisDie.  Preiniore  Partie  :  Théorie  du  Potentiel.  Paris,  i885, 
p.  1',. 


■i\o  Pin- .Ml  EUE    PAHTIE. 

La  lliéorie  de  la  Ijouleille  de  Leyde  l'occupe  tout  d'abord  ; 
laissant  à  l'armalure  interne  une  forme  quelconque,  il  la  suppose 
séparée  de  l'armature  externe  par  une  couche  isolante  d'épaisseur 
constante  et  infiniment  petite;  il  remarque  alors  que  les  éléments 
superficiels  correspondants  de  ces  deux  armatures  portent  des 
charges  électriques  égales  et  de  signes  contraires.  Chasies  devait 
plus  lard  énoncer  ce  théorème  sous  une  forme  entièrement  géné- 
rale. 

De  celte  proposition  se  déduit  cetie  autre  : 

Si  r armature  externe  entoure  complètement  l'armature  in- 
terne, les  deux  armatures  portent  des  charges  totales  égales 
et  de  signes  contraires. 

Green  sij^nale  ce  que  ce  théorème  a  d  inattendu;  il  ajoute  qu  il 
serait  sans  doute  aisé  d'en  obtenir  la  preuve  expérimentale;  cette 
|)reiive,  en  effet,  devait  être  donnée  par  Faraday. 

Du  reste,  VEssay  renferme  la  démonstration  complète  des 
propositions  que  Faraday  devait,  plus  tard,  prouver  expérimenta- 
lement. \  oici,  en  eflet,  l'énoncé  (p.  49)  dont  Green  établit  la 
légitimité  : 

«  Supposons  (prune  enveloppe  creuse,  formée  par  une  matière 
parfaitement  conductrice,  soit  limitée  par  deux  surfaces  quel- 
con(jiies^  imaginons  que  des  corps  électrisés  en  nombre  quel- 
conque soient  placés  où  Ton  voudra,  aussi  bien  à  l'intérieur  de 
l'enveloppe  qu'à  l'extérieur;  la  surface  interne  de  l'enveloppe  et 
les  corps  intérieurs  seront  appelés  le  système  intérieur^  la  surface 
externe  de  l'enveloppe  et  les  corps  électrisés  extérieurs  seront 
appelés  le  système  extérieur.  Tous  les  phénomènes  électriques 
relatifs  aux  attractions,  aux  répulsions,  aux  distributions,  qui  ont 
leur  siège  dans  le  svstème  inlc'rieur  se  produiront  comme  si  le 
système  extérieur  n'existait  pas  et  que  la  surface  interne  de  l'enve- 
loppe appartînt  à  un  conducteur  |)arfait  en  communication  avec  le 
sol.  Tous  les  phénomènes  qui  ont  leur  siège  dans  le  système  exté- 
rieur sont  les  mêmes  que  si  le  système  intérieur  n'existait  pas,  et 
que  la  surface  externe  de  l'enveloppe  fut  la  surface  d'un  conduc- 
teur parfait  chargé  d'une  (pianlilé  d'électricité  égale  à  la  charge 
priiniti\('  de  rcn\('lopp(>,  iini^nicnli'c  de  la  charité  des  corps  élec- 
trisés iiilf'i  leurs.   » 
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Cet  énoncé  était  publié  en  1828;  c'est  seulement  en  i843  {|ue 
Faraday  ('),  sans  connaître  ÏEssay  de  Green,  l'obtint  à  son  tour 
par  une  expérience  célèbre. 

Mais,  si  Faraday  avait  été  devancé  par  Green,  Green,  à  son  tour, 
avait  été  précédé  par  Poisson  ;  dans  une  note  (-)  bien  remarquable, 
et  cependant  bien  peu  connue,  publiée  dès  1824,  Poisson,  qui,  au 
moven  des  fonctions  Y„  de  Laplace,  savait  résoudre  le  problème 
général  de  l'électrostatique  pour  les  espaces  limités  par  une  sur- 
face sphérique,  avait  étudié  complètement  le  [problème  de  lélectri- 
sation  d'une  spbère  creuse  sous  l'action  de  charges  données,  tant 
extérieures  qu  intérieures.  Il  avait  énoncé,  avec  une  grande  préci- 
sion, dans  ce  cas,  restreint,  il  est  vrai,  les  théorèmes  que  l'on  devait 
nommer  plus  tard  Théorèmes  de  Faraday.  Citons  ici  ces 
énoncés  : 

«  ...La  distribution  de  1  électricité  sera  connue  sur  les  deux 
faces  de  la  sphère  creuse.  On  peut  remarquer  : 

»  1°  ()ue  l'épaisseur  de  la  couche  électrique  sur  la  surface  inté- 
rieure est  indéjiendante  des  forces  extérieures. .  .  et  du  ravon  a  de 
la  surface  extérieure  ; 

»  2"  Que  l'épaisseur  relative  à  cette  dernière  surface  ne  dépend 
que  de  son  ravon,  des  forces  extérieures,  et  de  la  totalité  E  -|-  E'du 
fluide  appartenant  à  la  partie  pleine  de  la  sphère  et  aux  corps 
compris  dans  son  intérieur.  Si,  par  exemple,  les  forces  extérieures 
étaient  toutes  nulles,  ...  elle  resterait  la  même  quelles  que  fussent 
l'épaisseur  de  la  sphère  creuse  et  la  disposition  des  corps  électrisés 
placés  dans  son  intérieur;  elle  ne  changerait  pas  si  l'électricité 
passait  par  étincelle  de  l'un  de  ces  corps  dans  un  autre,  ou  dans  la 
partie  pleine  de  la  sphère. 

M  ...Les  actions  totales  exercées  sur  les  points  extérieurs  ne 
dépendront,  comme  l'épaisseur  de  la  couche  électrique  à  la  sur- 
face extérieure,  que  du  rajon  de  cette  surface,  des  forces  exté- 

(')  Faraday,  On  the  electrical  inductive  action  {London  and  Edimburg 
Philosophical  Magazine,  vol.  XII  ;  i843.  —  Faradays  expérimental  liesearches 
on  Electricity,  l.  II,  p.  2-9). 

(-)  Poissox,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  dans  une  sphère 
creuse  électrisée  par  influence  {Bulletin  de  la  Société  philomathique,  1824, 
p.  %).■ 
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rieiircs,  et  de  la  lolallLé  du  fluide  appartenant  à  la  sphère  et  aux 
corps  jdacés  dans  son  intérieur;  elles  seront  indépendantes  de  la 
distribution  de  l'électricité  dans  ces  corps,  et  les  mêmes,  abstrac- 
tion faite  des  forces  extérieures,  que  si  les  deux  fluides  étaient 
réunis  au  centre  de  la  sphère. 

))  L'action  exercée  sur  les  points  situés  dans  1  intérieur  de  la 
sphère  creuse  ne  dépendra  que  de  son  ravon  intérieur  et  des 
forces  intérieures.  Si  toutes  ces  forces  étaient  nulles,  il  n'y  aurait 
aucune  action  exercée  sur  ces  points:  de  manière  qu'un  électro- 
mèlre,  place  quelque  part  que  ce  soit  dans  l'intérieur  de  la  sphère 
creuse,  n'indiquerait  aucun  signe  d'électricité,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  l'épaisseur  de  la  sphère  et  la  grandeur  des  forces  exté- 
rieures. Comme  un  plan  peut  être  regardé  comme  une  sphère  de 
rayon  infini,  il  en  résulte  qu'une  feuille  métallique  d'une  très 
grande  étendue  et  d'une  épaisseur  quelconque  et  partout  la  mpme 
doit  empêcher  l'action  de  ces  corps  de  se  transmettre;  ou,  pour 
parler  plus  exactement,  son  action  devra  neutraliser  celle  de  ces 
corps;  de  telle  sorte  que  les  corps  légeis  n'éprouveront  ni  attrac- 
tion, ni  répulsion,  lorsqu'une  feuille  métallique  sera  interposée 
entre  eux  et  les  corps  électrisés,  pourvu  que  les  uns  et  les  autres 
soient  très  éloignés  du  bord  de  cette  feudle. 

»  Il  serait  à  désirer  que  les  théorèmes  que  nous  venons  de 
démontrer  fussent  vérifiés  par  l'expérience.  » 

Un  géomètre  illustre  se  plaisait,  au  déclin  de  sa  vie,  à  railler 
la  Physique  mathématique,  à  laquelle,  plus  jeune,  il  avait  dû 
(pielques-uns  de  ses  plus  beaux  Mémoires  : 

«  Faradav,  comme  Coulomb,  a-l-il  écrit  (').  a  devancé  les 
géomètres,  non  plus  par  l'accord  du  calcul  avec  des  mcsui'cs 
numériques,  mais  jiar  la  découverte  de  théorèmes  généraux  qu'ils 
auraient  dû  prévoir,  » 

En  fait,  ces  théorèmes.  Poisson  et  Green  les  avaient  énoncés, 
et  dans  les  moindres  détails;  l-aradav  n'avait  guère  lu  leurs  écrits, 
que  son  absence  d  inslruclion   malhcmatifpic  lui  rentlail   iiiacccs- 


(')  J.  Bkutp.and,  Leçons  sur  la  théorie  niat/ié/ncitit/iie  fie  l'éleclricile,  p.  71». 
l'iiris,  iS()o. 
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sihlcs;  il  n'ea  résulte  pas  qu'il  soit  équitable  d'attacher  son  seul 
nom  à  une  découverte  si  complètement  achevée  avant  qu'il  la  refît. 
L'importance  des  théorèmes  dits  de  Faraday  et  les  idées 
erronées  que  l'on  professe  à  l'endroit  de  leur  invention,  nous  ont 
engagea  insister  sur  cette  partie  de  VEssay;  il  nous  faudra  glisser 
plus  rapidement  sur  le  reste  de  cet  Ouvrage  dont  maint  para- 
graphe mériterait  cependant  une  plus  longue  attention.  Citons, 
en  particulier,  ce  beau  théorème  : 

Loisqae,  à  l  extérieur  d' un  corps  éleclrisé,  on  connaît  la 
fonction  potentielle  de  ce  corps,  on  peut  immédiatement  déter- 
miner la  distribution  qu'affecterait  V électricité  sur  un  con- 
ducteur limité  par  une  des  surfaces  de  niveau  de  cette  fonction. 

Ce  ihéorème  fut  retrouvé  presque  simultanément  par  Cliasles, 
par  Gauss  et  par  W.  Thomson,  vers  i84o;  à  ces  trois  auteurs, 
\Essay  de  Green  était  alors  inconnu. 

Nous  glisserons  sur  les  applications  des  théorèmes  généraux 
au  Magnétisme  ;  la  plupart  de  ces  applications  reproduisent  des 
résultats  déjà  obtenus  |)ar  Poisson;  en  terminant,  Green  s'essaye 
à  déterminer  la  distribution  de  l'aimantation  sur  une  aiguille 
d'acier;  les  lois  physiques  qui  réagissent  l'aimantation  d'un  corps 
doué  de  force  coercitive  étaient  alors  trop  mal  connues  pour  que 
celte  tentative  ne  fût  pas  prématurée;  elle  ne  le  serait  guère 
moins  aujourd'hui. 


III. 


Les  actions,  attractives  ou  répulsives,  qui  varient  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  mutuelle  des  masses  qu'elles  solli- 
citent, fournissent  aux  géomètres  l'occasion  de  développer  leurs 
méthodes  les  plus  élégantes  et  les  plus  fécondes.  Ne  pourrait-on, 
par  des  méthodes  analogues,  étudier  des  actions  qui  procéderaient 
suivant  d'autres  fonctions  de  la  distance,  notamment  suivant  une 
puissance  autre  que  —  2?  Cette  question  ne  |)eut  manquer  de 
s'imposer  à  l'attention  de  l'algébriste  ;  l'étude  des  forces  propor- 
tionnelles à  —  sollicite  invinciblement  ses  elTorts. 
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Celle  étude  a  souvenl  été  tentée  depuis  Mac-Laurin  qui,  déjà, 
avait  considéré  rattraction  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
tance; elle  s'est  toujours  montrée  stérile;  elle  oblige  le  géomètre 
à  surmonter  de  grandes  diflicullés  sans  le  récompenser,  ni  pfar 
la  beauté  algébrique  des  théorèmes  obtenus,  ni  par  leur  utilité 
physique.  De  nos  jours  seulement,  M.  Cari  Neumann  ('),  en 
sortant  des  sentiers  battus,  en  considérant,  non  plus  une  fonc- 
tion potentielle  inversemenl  proportionnelle  à  une  certaine  puis- 
sance de  la  dislance  /•,  mais  une  fonction  telle  que — —,  a  pu 
recueillir  une  riche  moisson  de  théorèmes  élégants. 

Ces  remarques  nous  sont  suggérées  par  lécrit  que  Greeu  com- 
muniqua, le  12  novembre  1882,  à  la  PliilosopJiical  Sociely  de 
Cambridge  (-),  écrit  qui  a  pour  titre  :  Mathematicai  I investiga- 
tions concerning  the  Lcnvs  of  the  Equilibrinm  of  F  laids  ana- 
logoiis  to  the electric  Fluil,  with  other  siniilar  Researches. 

Aux  actions  mutuelles  des  fluides  (|u"il   étudie,  Green  attribue 

une  fonction    potentielle  de   la    forme    /  •  Lexislence  même 

1  j   ,-«-1 

d'une  telle  fonction  en  un  espace  continûment  remj)li  \yAv  le  fluide 
agissant,  l'existence  de  ses  dérivées,  les  relations  de  ces  dérivées 
avec  les  composantes  de  la  force,  ne  peuvent  être  admises  qu'après 
de  sévères  démonstrations,  et  ces  déujonstrations  limitent  singu- 
lièrement le  champ  des  valeurs  que  l'on  peut  attribuer  à  rex|)o- 
sant  11.  Green  ne  semble  pas  avoir  eu  souci  de  ces  précautions 
indispensables;  et  ce  manque  de  rigueur  diminue  notablement 
l'intérêt  de  son  écrit,  où  l'on  ne  [)eut  guère  admirer  que  l'habileté 
des  transformations  algébriques. 

Les  mêmes  remarques  peuvent  èlre  failes  an  sujet  de  l'écrit 
intiuilé  :  On  the  Delerniinalion  of  the  exlerior  and  interior 
Attractions  of  EUipsoids  of  variable  Densities,  que  Green 
communiquait  à  la  même  Société  le  6  mai  i833  (^).  C'est  encore, 
en  effet,  selon  la  puissance  —  n  de  la  distance  que  procède  rattrac- 
tion dont  Green  traite  en  cet  écrit. 


(  '  )  (IvRL  Nkumann,  Allgemeine  Vntersuchungen  iiber  dus  \cwtons'clic  l'ri/icip 
der  Fernwirlcungen.  Leipzig,  i8()G. 

(-)   Transactions  of  tlie  Cambridge  l'Iiilusojihical  Society,  iS8j. 
(■';   Transactions  of  tfie  Cambridge  l'Iiilosophical  Society,  iSjj. 
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IV. 


L'Hjdroclvnanii(jue  doit  à  Grecn  plusieurs  beaux  Mémoires.  Le 
premier  intitulé  :  Resecuxlies  on  the  ]  ihralion  of  Penduluins 
in  fliiid  niedia^  fut  communiqué  à  la  Société  lloyale  d'Edim- 
bourg le  16  décembre  i833  ('). 

Un  ellipsoïde  solide  est  jilougé  au  sein  d'un  iluide  incompres- 
sible parfait,  qui  glisse  sans  résistance  à  la  surface  du  corps  qu'il 
baigne;  en  outre,  le  mouvement  de  ce  fluide  dépend  tl'un  poten- 
tiel des  vitesses;  c'est  ce  mouvement  que  Green  se  propose  de 
déterminer,  soit  dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  est  immobile,  soit  dans 
le  cas  où  il  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne;  en  outre,  Green 
suppose  que  ce  mouvement  est  très  lent. 

La  solution  de  ce  problème,  conduite  parnne  méthode  rapide  et 
élégante,  montre  cjue  la  résistance  opposée  par  le  (luide  indéfini  au 
mouvement  de  l'ellipsoïde  équivaut  à  un  certain  accroissement  de 
la  masse  de  ce  corps.  Get  accroissement  dépend,  d'ailleurs,  de  la 
direction  dans  laquelle  se  meut  l'ellipsoïde;  sa  détermination 
exige,  en  général,  le  calcul  de  trois  certaines  intégrales  définies; 
les  trois  transcendantes  ainsi  introduites  se  réduisent  à  nue  seule 
lorsque  la  direction  du  mouvement  de  l'ellipsoïde  est  celle  de  l'un 
des  axes  principaux;  pour  un  ellipsoïde  de  révolution,  ces  inté- 
grales définies  se  ramènent  aux  fonctions  logarithmiques  et  circu- 
laires. 

Il  ne  parait  pas,  Stokes  en  a  fait  la  remarf|ue  (-),  que  Green  ait 
eu  connaissance  d'un  mémoire  sur  le  même  sujet  publié  peu  de 
temps  auparavant  par  Poisson  (■');  les  écrits  des  deux  géomètres 
présentent  nne  étroite  parenté.  Le  mémoire  de  Poisson,  moins 
général  que  celui  de  Green,   se  borne  à  considérer  le  mouvement 


('  )   Transactions  of  the  Royal  Society  0/  Hdimbiirgh,  vol.  XIII,  iS3(3,  p.  54. 

(-)  G.  Stokes,  fteport  on  récent  lîesearches  in  Hyclrody nanties  (lieporl  of 
the  British  Association  for  1840.  Paît.  I,  p.  1.  —  Stokes  muthcmalical  and 
physical  Papers.  vol.  I,  p.   171)}. 

(')  S.-D.  Poisson,  Mémoire  sur  les  nioin-enients  simultanés  d'un  jicndulc  et 
de  l'air  environnant  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences.  L.  I\,  p.  021. 
Addilion,  p.  5-jG,  i8ji). 
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d'une  sphère  dans  nn  Quidi^;  ce  lluide,  il  est  vrai,  Poisson  le 
regarde  comme  compressible;  jnuis,  au  cours  de  ses  calculs,  il 
néglige,  à  cause  de  leur  pelilesse,  les  termes  qu'avait  introduits 
la  compressibilité;  aussi  les  résultats  auxquels  il  parvient  con- 
cordent-ils avec  ceux  que  l'on  [)eut  tirer  des   formules  de  Green. 

L'application  de  ces  résultats  au  problème  physique  des  oscil- 
lations du  pendule  dans  Tair  donne  prise  à  bien  des  doutes;  ce 
n'est  pas  à  un  lluide  parlait,  glissant  librement  à  la  surface  du 
pendule,  que  l'air  est  assimilable,  mais  à  un  lluide  visqueux  qui 
demeure  adhérent  au  solide  oscillant;  le  problème  qu'il  convien- 
drait de  résoudre  pour  serrer  d'un  peu  près  la  réalité  est  beaucoup 
plus  compliqué  que  le  problème  traité  par  Poisson  et  par  Green. 

La  propagation  des  ondes  dans  un  canal  est  l'un  des  principaux 
objets  (pie  l'Hydraulique  ait  à  considérer.  Déjà  Lagrange,  dans  la 
Mécanique  analytique^  avait  posé  les  équations  aux  dérivées 
partielles  dont  dépend  cette  propagation  ;  mais  l'intégration  de  ces 
équations  n'a  ])u  être  abordée  jus(ju'ici  qu'au  moyen  de  certaines 
ap|)roximations. 

Dans  sa  pièce  :  On  tlie  Motion  of  Jl'awes  in  a  variable  Canal 
of  sniall  Deplh  and  Wiclth,  comniut)iquée  (*)  le  i5  mai  1887  à  la 
Philosophical  Society  de  Cambridge,  Green  suj)pose  que  la  hau- 
teur de  l'onde  est  très  petite  par  rapport  aux  dimensions  de  la 
section  du  canal  rectangulaire,  tandis  que  la  longueur  de  celle 
onde  est  comparable  à  ces  mêmes  dimensions;  enfin,  sans 
demeurer  rigoureusenïent  constantes,  ces  dimensions  \orient  très 
lentement  le  longdu  canal.  L'intégration  des  écjualions  de  Lagrange 
se  poursuit  alors  aisément;  elle  conduit  aux  lésidtats  suivants  : 

Si  [i  et  r  sont  la  longueur   et  la  |)r()(()n{leur  du  canal,   si  g  est 

l'intensité  de  la  pesanteur,   la  hauteur  de  rinlumcscence  est  pro- 

II  _  I  ^ 

|M)il  ionnclle  à  [j   '"'    '  ;  la  longueur  de  l'onde  à  y   "  ;  la  \itesse  d'une 

|)arti(ulc    lluide    à    [i   'y    '  ;  eiilin    la    vitesse    de    propagation    de 

l'onde  est  égale  à  v/^'y. 

J^a  théorie  élégante  dé\rloppèe  par  (ireen  ne  s'accordait  pas 
entièrement  avec   les  obscrvalions  des  h\drauliciens  cl,  en  parti- 

(')    'l'iuinsdclinns    nf  thc    Ciniilirid :^<'    f'/ii/o^ny/iicti/    Siicicfr.    \nl.    \  1.     iS;î,S, 
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culier,  avec  les  expériences  si  remarquables  de  Scoll  IWissel. 
Green  avait  posé,  à  la  base  même  de  son  analyse,  cpie  la  profon- 
deur du  canal  variait,  le  long  de  ce  canal,  beaucoup  moins  \ileque 
la  liauleiir  de  1  intumescence;  selon  Scott  Russel,  au  contraire,  la 
dénivellation  produite  par  Vonde  solitaire  varie  beancoup  moins 
vite  que  la  profondeur  du  canal  où  celte  onde  se  propage.  Cette 
divergence  n'écliappa  pas  à  Green  ;  mais  il  ne  cbercba  pas  à  la 
lever;  dans  une  nouvelle  Note  on  llte  motion  of  JJ  cuves  in  Canals, 
communiquée  à  la  Pliilosophical  Society  de  Cambridge  le  18 
février  1889  ('),  il  se  borne  à  étudier  la  propagation  des  ondes 
de  très  grande  longueur  dans  nn  canal  de  section  Invariable.  Il 
intègre,  en  particulier,  les  équations  pour  le  cas  d'une  section 
triangulaire.  Les  résultats  de  son  analvse  s'accordent  d  une  manière 
satisfaisante  avec  certaines  observations  de  Scott  Russel. 

L'étude  de  la  réflexion  du  son  à  la  surface  de  séparation  de 
deux  fluides  a  été  inaugurée  par  Poisson.  Dans  un  premier  Mé- 
moire (-),  rillustre  géomètre  a  traité  cnmplèlement  les  ellets  qui 
se  produisent  lorsqu'une  onde  sonore  plane  tombe  normalement 
sur  la  surface  plane  qui  sépare  deux  fluides  différents.  Dans  un 
second  ^lémoire  (''),  il  a  abordé^,  dans  son  entière  généralité, 
l'étude  de  la  propagation  d'un  ébranlement  issu  d'un  centre,  au 
sein  d'un  svstéme  formé  par  deux  fluides  superposés. 

A  ce  degré  de  généralité,  le  problème  devient  des  plus  ardus; 
l'extrême  babdeté  acquise  par  Poisson  dans  le  maniement  des  for- 
mules algébriques  compli(|uées  et  dans  la  transformation  des  inté- 
grales multiples,  lui  permit  seule  de  mener  à  bien  des  calculs  aussi 
épineux  et  d'en  taire  sortir  ce  beau  ibéorème  : 

Si  les  deux  Jlaides  superposés  se  compriment  et  se  dilatent 
suivant  les  lois  cjui  régissent  les  gaz  parfaits,  les  formules  dont 
dépendent  la  réflexion  et  la  réfraction  du  son  ont  même  forme 


(')  Transactions  of  the  Cambridge  Philosopliical  Society,  vol.  VII.  18.J9, 
p.  87. 

(-)  Poisson,  Mémoire  sur  le  mouvement  des  fluides  élastiques  dans  des 
tuyaux  cylindriques  et  sur  la  théorie  des  instruments  à  vent.  (Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  II,  1819,  p.  372). 

(■')  Poissoy.  Mémoire  sur  le  mouvement  de  deux-  fluides  élastiques  supcr- 
l'osés  (Uiid.,  l.  X.  i8>î.  p.  317.) 
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(]ue  celles  doiiL  dépendent  la   réjlexion  et  la  réfraction  de  la 
lumière  polarisée  perpendiculairement  au  plan  d' incidence. 

Ce  tliéoicme,  ainsi  que  les  résultats  les  plus  intéressants  de 
l'analyse  de  Poisson,  peut  s'obtenir  très  aisément  si  l'on  se  borne 
à  traiter  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  ondes  planes;  c'est 
ce  c^ue  Green  montra  en  l'élégant  Mémoire  :  On  the  Reflexion  and 
Refraction  of  Sound,  qu'il  communiqua,  le  1 1  décembre  18--,  à 
la  Pliilosophical Society  de  Cambridge  ('). 

Les  calculs  compliqués  (]ue  Poisson  avait  dû  développer  lui 
avaient  donné,  dans  le  cas  où  le  son  éj)rouve  la  réflexion  totale, 
des  résultats  visiblement  inadmissibles.  Green  parvint  heureuse- 
ment à  résoudre  ce  problème  de  la  réflexion  totale  dans  le  cas  où 
le  petit  mouvement  du  fluide  a  la  l'orme  pendulaire  qui  convient 
à  un  son  simple.  Cette  solution  consistait  essentiellement  à  repré- 
senter le  mouvement  engendré  dans  le  milieu  où  le  son  se  propage 
le  plus  vite  par  la  lormule  qui  convient  à  une  onde  évanescente. 

Coïncidence  étrange  !  Cette  forme  d'intégrale  de  l'équation  des 
petits  mouvements  se  présentait  simultanément  en  France,  en 
Angleterre,  en  Allemagne  et  en  Iilande,  à  quatre  géomètres  dont 
les  méditations  se  poursuivaient,  indépendantes;  elle  leur  appa- 
raissait comme  la  clé  des  eflets  de  réflexion  totale  en  Acouslitpie 
et  en  Optique. 

En  i836,  dans  une  lettre  à  Ampère,  Cauchy  (-)  l'ornuilait  le 
premier  cette  hypothèse  :  Une  lumière  qui  se  réfléchit  totalement 
engendre  une  onde  réfractée  évanescente;  cette  onde,  il  la  sup- 
posait longitudinale.  En  i83-,  tandis  que  Green  introduisait  cette 
même  onde  en  Acoustique,  F.-E.  Neumann  [^)  restituait  la  Irans- 
versalité  à  l'onde  optique  évanescente.  Dans  de  courtes  Noies 
présentées  (')  à  l'Académie  de  Dublin  de  i84i  à  iS^;),  Mac 
Cullagh  développait  des  vues  semblables. 


(')  l'raiisactions  of  l/ie  Canihiid l;c  l'hilosophical  Society,  vol.  VI,  iS38, 
p.  4(JJ. 

(-)  Cauoiiy,  Coin pU's  rendus,  t.  II,  iS:i6,  p.  3(i'|.  —  Poggcndorjf's  Annalcn, 
Bd.  1\,  iS3<i,  p.  39. 

(•■')  l'.-E.  Neumann.  l'oggcndarlfs  An/uitcn,  lui.  \,  iS.!-,  p.  .uo. 

(')  Mac  Culi.auii,  l'ioccedings  of  tlic  /to\(d  /ris/i  Acailcniy.  \nl.  Il  ol  III. 
—   Cullccled   \Voil,s.  p.   1S7.   jiS  cl  ■•'.w. 
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L'élude  tie  la  réllcxion  el  de  la  réfraction  du  son  conduisait 
Green,  par  un  passage  naturel,  de  l'Hydrodynamique  à  l'Optique. 
En  effet,  le  i  i  décembre  i83-,  en  même  temps  quil  donnait  à  la 
PliilosopJiical  Society  de  Cambridge  son  Mémoire  sur  l'Acous- 
tique, il  lui  communiquait  (')  un  autre  écrit  intitulé  :  On  ihe 
Icuvs  of  rejlexion  and  refraction  of  llght  at  the  comnion 
surface  of  Iwo  non  cristallizccl  média. 

Cauclij  avait  déjà  tenté  d'analjser  la  réflexion  et  la  réfraction 
d'une  onde  jilane  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  élas- 
tiques isotropes,  et  de  comparer  les  résultats  obtenus  aux  for- 
mules, découvertes  par  Fresnel,  qui  régissent  la  réllexion  et  la 
réfraction  de  la  lumière;  mais  les  conditions  quïl  avait  imposées 
à  la  surface  de  contact  des  deux  milieux  élastiques  ne  saccor- 
daient  évidemment  pas  avec  les  lois  habituelles  de  1  Elasticité. 
Cauchv,  il  est  vrai,  avait  annoncé  un  Mémoire  où  serait  établi  un 
nouveau  principe  de  Mécanique  applicable  à  ce  problème;  mais 
ce  Mémoire  n'avait  jamais  vu  le  jour. 

L'étude  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  à  la  commune  surface 
de  deux  milieux  élastiques,  étude  si  essentielle  à  la  critique  des 
théories  optiques,  devait  donc  être  précédée  d'une  revision  des 
principes  admis  dans  la  théorie  de  lElaslicité  et,  particulière- 
ment, des  conditions  vérifiées  à  la  limite  de  deux  milieux. 

Or,  lorsqu'on  veut  écrire  à  coup  sûr,  sans  omission  ni  répéti- 
tion, toutes  les  conditions  dont  dépend  le  mouvement  du  sys- 
tème, nue  seule  méthode  offre  toute  garantie;  c'est  la  méthode 
qui  consiste  à  |)rendre  pour  point  de  départ  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  et  le  principe  de  d'Alembert,  et  à  en  tirer  toutes 
les  équations  du  mouvement  par  le  calcul  des  variations;  c  est, 
en  un  mot,  la  méthode  créée  par  Lagrange  et  dont  la  Mécanique 
analytique  est  l'admirable  développement. 

C'est  de  cette  méthode  que  Green  fait  usage  j)Our  établir  les 

(  '  )    Transarliojis  of  Ihe  ranibrid-^c  PhilnsnjiJiical  Society,  i838. 
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('•cjualions  de  l'équilibre  et  du  inouvenieiiL  des  corps  élastiques 
isotropes  et  très  peu  déformés. 

Le  potentiel  iuterne,  dont  il  regarde  l'existence  comme  liée  à 
l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel,  est  une  intégrale  triple 
dont  l'élémeiTt  varie  avec  les  dilatations  et  les  glissements  en 
chaque  point;  ce  potentiel  dépend,  pour  chaque  milieu  élastique 
isotrope,  de  deux  constantes  distinctes,  qui  caractérisent  les  pro- 
priétés de  ce  milieu;  ces  deux  constantes  se  retrouvent  naturel- 
lement dans  toutes  les  équations,  équations  indéfinies  et  condi- 
tions nuK  limites,  que  fournit  la  méthode  de  Lagrange. 

Tout  n'était  pas  nouveau,  il  s'en  faut  bien,  dans  celte  analyse 
de  Green.  Créant  la  théorie  de  l'Elasticité,  et  la  fondant  sur  cer- 
taine hvpolhèse  relative  aux  actions  moléculaires,  Navier  (') 
avait,  tout  d'abord,  obtenu  les  équations  de  l'Elasticité  par  une 
méthode  bien  distincte  de  celle  de  Lagrange;  mais,  dans  une 
seconde  partie  de  son  INIémoire,  il  avait  formé  le  potentiel  des 
forces  dont  il  supposait  l'existence  et,  par  l'emploi  du  calcul  des 
variations,  il  en  avait  tiré  non  seulement  les  équations  indéfinies 
(|ue  lui  avait  fournies  sa  première  méthode,  mais  encore  les  con- 
ditions aux  limites  c[u'elle  ne  lui  avait  pas  données.  Malheureuse- 
ment, celte  seconde  |)artie  du  Mémoire  de  Navier  (la  plus  belle) 
demeuia  plongée  dans  un  oubli  profond. 

Les  hypothèses  de  Navier  faisaient  dépendre  l'élasticité  d'un 
corps  isotrope  d'un  seul  coeflicient,  variable  avec  la  nature  du 
corps;  de  même,  selon  Poisson  et  Cauchj,  l'élasticité  d'un 
ensemble  de  points  matériels  soumis  à  des  attractions,  fonctions 
delà  distance  mutuelle,  qui  deviennent  insensibles  à  des  dislances 
sensibles,  dépend  seulement,  en  général,  de  quinze  coefficients, 
(pii  se  léduisent  à  un  seul  lorsque  l'ensemble  est  isotiope.  JNhtis, 
dès  i8'.>,8,  Cauchv  observa  (-)  (|ue  l'élasticité  d'un  milieu  continu 
et  isolrojx'  dépcntlait  de  deux  coefficients  distincts;  il  a  donc,  sur 


(')  Navikh,  Mémoire  sur  tes  lois  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps 
solides  élastiques  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  YII,  1S27,  p.  .J^lj; 
Exliciil  du  liullclin  Je  la  Société  pliilomathique,  iG"  année,  iS-iS,  p.  177.) 

(-)  Cauciiy,  Sur  les  équations  qui  c.r/>/iment  les  conditions  d'équilibre  et 
les  lois  du  mouvement  intérieur  d'un  corps  solide,  élastique  ou  non  élastique 
{Anciens  exercices  de  Mathé>natiques,  'y  anm-c.  iS.>8;  Œuvres  de  Cauchv. 
'.>"  sriir.  I .   NUI.  |i.   M)-')  ). 
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ce  point,  devancé  Green,  comme  Xavier  Tavait  préci'clr-  dans 
l'emploi,  en  Élasticité,  de  la  méthode  de  Lagrange. 

Les  conditions  vérifiées  à  la  commune  surface  de  deux  milieux 
isotropes  étant  connues,  il  devient  très  facile  d'anal  vser  la 
réflexion  que  des  ondes  planes  et  transversales  éprouvent  en  une 
telle  surface. 

Lorsque  la  vibialion  incidente  est  normale  au  plan  d'incidence, 
il  est  possible  de  satisfaire  aux  conditions  limites  en  sup[)osant 
que  les  vibrations  réfléchies  et  réfractées  sont  toutes  deux  trans- 
versales et  normales  au  plan  d'incidence;  les  foruiules  cpii 
i-égissent  leurs  amplitudes  coïncident  avec  celles  rpie  Fresnel  a 
données  pour  la  lumière  polarisée  dans  le  plan  d'incidence.  L'ex- 
périence exige  donc,  si  l'on  veut  adopler  l'explicalion  élaslifpre 
des  phénomènes  lumineux  et  mesurei-  l'inlensilé  lumineuse  par  le 
carré  de  l'anqjlitude.  que  l'on  place  la  vibration  normalement  an 
plan  de  |)olarisation. 

Lorsque  l'on  veut  traiter  de  même  la  réflexion  et  la  léiraction 
d'une  onde  plane  vibrant  dans  le  plan  d'incidence,  nne  difficullé 
surgit  ;  pour  vérifier  les  conditions  limites  il  faut,  à  l'onde  réfléchie 
transversale  et  à  l'onde  réfractée  transversale,  associer  nne  onde 
réfléchie  ]oni;itudinale  et  nne  onde  réfractée  longitudinale. 

Pour  faire  disparaître  ces  ondes  parasites,  qui  rendraient  impos- 
sible toute  comparai-^on  entre  les  vibrations  d'un  corps  élaslirpic 
et  les  phénomènes  lumineux.  Green  suppose  que  les  deux  milieux 
élastiques  ont  sensiblement  les  mêmes  constantes  d'élasticité, 
tout  en  étant  de  densités  difl'érenles,  et  qu'ils  sont  sensiblement 
incompressibles.  Alors  une  onde  transversale  vibrant  dans  le  plan 
d'incidence  fouinit  une  onde  réfléchie  et  une  onde  rélraclée, 
toutes  deux  transversales,  pour  lesquelles  les  formules  de  Fresnel, 
relatives  à  la  lumière  polarisée  perpendictilairemenl  au  plan  d  in- 
cidence, jouent  le  rôle  de  loi  lunite. 

En  considérant  ainsi  des  milieux  isotropes  qui  oui  tous  la 
même  élasticité,  tout  en  avant  des  densités  diflerenles,  tpii  sont 
Ions  incompressibles,  Green  a  repris,  sans  qu'il  paraisse  s'en  être 
douté,  les  suppositions  par  lesquelles  Fresnel  avait  défini  les 
éthers  propres  aux  divers  milieux  transparents  et  sur  lesquelles 
il  avait  édihé  ses  formules  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction.  La 
lliéorie   de   Green   n'est,    en    somme,   que   la    théorie   de   I- rcsnel 
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développée  selon  les  mélliodes  rigoureuses  de  la  Mécanique  ana- 
lytique. 

L'étroite  parenté  de  celle  théorie  avec  les  vues  de  Fresnel  a 
été  mise  en  évidence  par  M.  H.  Poincaré  ('),  qui  a  repris  les  con- 
ceptions de  Green  sans  connaître  la  priorité  du  géomètre  anglais. 

J^e  dernier  travail  de  Green  fut  communiqué  par  lui  à  la  Philo- 
sophical  Society  de  Cambridge,  le  20  mai  i83q  [-)  ;  il  est  intitulé  : 
On  the  Propagation  of  Light  in  cryslallizecl  Media;  l'impor- 
tance de  ce  ^lémoire  pour  la  théorie  de  l'élaslicilé  n'est  pas 
moindre  que  pour  la  théorie  de  la  lumière. 

Green  développe,  tout  d'abord,  l'anal_yse  des  déformations  finies 
d'un  milieu  continu^  cette  analvse,  qu'il  tire  de  la  considération 
du  carré  d'un  même  élément  linéaire  avant  et  après  la  déformation, 
le  conduit  à  caractériser  cette  déformation  par  six  expressions 
qu'une  transformation  de  coordonnées  avait  déjà  fournies  à 
Cauchy  (■').  (>es  expressions  des  dilatations  et  des  glissements  en 
une  déformation  finie,  il  en  fait  usage  pour  établir  les  équations 
générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps  élastiques, 
selon  la  méthode,  imitée  de  Lagrange,  qu'il  avait  appliquée,  dans 
son  précédent  travail,  aux  milieux  infiniment  peu  déformés.  11 
reujarque  que  le  potentiel  interne  dépendra  par  là  des  dérivées 
partielles  des  élongatalions  w,  r,  w  de  chaque  point  matériel  par 
rapport  aux  coordonnées  initiales  oc^y^  3  de  ce  même  point  maté- 
riel. Mais  il  restreint  le  développement  de  ce  potentiel  aux  termes 
qui  contiennent  seulement  les  premières  cl  les  secondes  puis- 
sances de  ces  dérivées;  en  regardant  les  autres  termes  coiiime 
négligeables,  il  bornait  implicitement  aux  déformations  infiniment 
petites  son  analvse,  qui  aurait  pu  être  entièrement  générale;  il 
laissait  à  M.  Houssines([  (  '  )  Thonneur  d'écrire  le  premier  les  for- 
mides  (pii  régissent  l'équilibre  et  le  mouvement  d'un  milieu  con- 
tinu, alléclé  de  déformations  limes. 


(')  II.  PoiM'.Ar.r:,  Leçons  sur  la  Ihcoric  mutticinati<iue  de  la  lumière,  n" '20X. 
Pdfis,  iS8<). 

(-)    7'raiisarlioiis  0/  ihe  Canibriilge  l'iiilosn/iliiecil  Socielj',  i83[). 

{^ )  G.VLCiiv,  Sur  f/uelipies  (lieorè/iies  relalifa  à  la  condensation  ou  à  la  dila- 
tation des  cnrj>s  {Anciens  exercices  de  niattieinalif/ues/.i"  aiincc,  p.  ■-''■^-,  1^*28). 

(^)  IJoLssiNKSQ,  Tfiéorie  des  ondes  lii/uides  périodiques,  Noie  III  {Mémoires 
des  .S(7iv////.v  elraniicrs.  I.   \\,  ]).   ">i)i). 
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Des  formules  obtenues,  Green  déduit,  par  une  analyse  très 
élégante,  les  lois  de  la  propagation  d'une  onde  plane;  voici  le 
beau  théorème  auquel  il  parvient  : 

Une  même  onde  plane,  dont  on  se  donne  l'orientation  dans 
V espace  formé  par  les  positions  initiales  (x,  y,  z)  des  points 
matériels ,  peut  propager  des  vibrations  orientées  suivant 
trois  droites  distinctes;  lorsqa  on  les  rapporte  à  ce  même  état 
initial  du  milieu,  ces  trois  droites  sont  rectangulaires  entre 
elles;  elles  sont  dirigées  suivant  les  axes  principaux  d'un 
certain  ellipsoïde  qui  dépend  de  V élasticité  du  milieu  dans 
son  état  initial  et  de  l'orientation  de  l'onde  considérée.  Chacune 
des  trois  directions  de  vibrations  a  une  vitesse  de  propagation 
particulière  et  le  carré  de  cette  vitesse  est  inversement  pro- 
portionnel à  r axe  principal  selon  lequel  s^ oriente  cette  vibra- 
tion. 

L'année  même  où  Green  communiquait  à  la  Philosophical 
Society  de  Cambridge  le  ^lémoire  où  se  trouvait  ce  beau  lliéo- 
l'ènie,  l'Académie  des  Sciences  entendait  la  lecture  du  dernier 
Mémoire  de  Poisson  ('  ). 

Dans  le  troisième  [)aragraphe,  dont  la  maladie  et  la  mort  n'ont 
pas  permis  l'achèvement,  le  grand  géomètre,  auquel  la  théorie  de 
l'élasticité  doit  peut-être  ses  progrès  les  plus  étonnants,  consacrait 
les  dernières  lueurs  de  son  génie  à  l'établissement  du  théorème 
même  par  lequel  Green  couronn;iit  sa  courle,  mais  brillante  car- 
rière. L'analyse  de  Poisson  était  moins  élégante  que  celle  de 
Green;  elle  était  aussi  un  peu  moins  générale,  car  elle  se  bornait 
tout  d'abord  aux  vibraticjns  infiniment  petites;  Green,  il  est  vrai, 
et  nous  l'avons  dit,  perdait  par  une  hypothèse  restrictive  intro- 
duite dans  la  formation  du  potentiel  la  généralité  première  de  ses 
formules.  En  reprenant  le  problème  de  la  propagation  des  ondes 
dans  les  milieux  affectés  de  déformations  finies  par  les  puissantes 
méthodes  qu'ont  inaugurées  Christoffel  et  Hugoniot,  ^L  Hada- 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  léqiiitibre  el  le  mouvement  des  corps  cristallises, 
lu  à  rAcadéniie  le  28  octobre  i83r),  §  III  :  Lois  de  la  propagation  du  mouve- 
ment dans  un  corps  cristallisé  {Mémoires  de  l'Académie  des  Science^,  l.  W'III, 
p.  i3',). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  l.  WVII.  (  Sc|iIciii1iil-   "joi.;  iS 
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mard  (')  a  pu,  lout  réceiiniienl,  donner  une  enlière  généralilé  et 
une  rigoureuse  précision  au  théorème  de  Green  et  de  Poisson. 
Après  les  recherches  de  M.  Hadamard,  une  seule  restriction  pesait 
encore  sur  ce  théorème  :  l'invariabililé  de  hi  température  pendant 
la  durée  du  iiiouvement  étudié.  Cette  restriction,  Laplace  en  avait 
délivré  l'expression  de  la  vitesse  du  son  au  sein  des  fluides 
qu'avait  donnée  Newton;  les  méthodes  de  la  Thermodvnamiquc 
nous  ont  permis  de  la  lever  ('-)  dans  le  problème  plus  général  que 
nous  analysons  ici. 

L'objet  de  Green,  en  résolvant  ce  problème,  était  d'établir  un 
lien  solide  entre  la  théorie  de  l'élasticité  et  l'élude  des  phéno- 
mènes lumineux  au  sein  des  milieux  biréfringents. 

Fresnel  admet  qu'au  sein  d'un  cristal,  chaque  onde  jdane  pro- 
page deux  vibrations  exactement  situées  dans  l'onde.  Prenons  donc 
un  milieu  élastique  dans  un  état  d'équilibre  où  aucune  force 
étrangère  ne  le  sollicite  ;  supposons  qu'une  onde  plane  s'y  propage 
et  assujettissons  le  milieu  à  des  conditions  telles  que  deux  des 
trois  vibrations  propagées  par  l'onde  se  trouvent  assurément  dans 
cette  onde,  la  troisième  lui  étant  alors  normale.  Ces  conditions 
restreignent  étroitement  les  lois  de  Tc-laslicité  de  notre  milieu  ani- 
sotrope;  tandis  (pie  l'élasticité  d'un  milieu  cristallisé  dépend  en 
général,  selon  l'analyse  de  Green,  de  vingt-sept  coefficients,  qui  se 
réduisent  à  vingt  et  un  si  l'état  d'équilibre  initial  correspond  à  des 
pressions  nulles,  le  milieu  que  nous  venons  de  caractériser  ne  dé- 
pend plus  que  de  six  coefficients  d'élasticité  distincts.  D'ailleurs, 
au  sein  d'un  tel  milieu,  les  vibrations  élasticpies  se  propagent  sui- 
vant des  lois  semblables  de  lout  point  à  celles  qui,  selon  Fresnel, 
régissent  les  vibrations  lumineuses  au  sein  d'un  milieu  cristallisé. 
Ce  milieu  élastique  à  six  coefficients  d'élasticité  distincts  fournit 
donc  une  saisissante  image  de  1  éllier  (pu  propage  la  lumière  dans 
des  substances  biréfringentes. 


(')  .).  IIadamaiu),  Bulletin  de  la  Sucic/c  ina//ic/iia/itjtic  de  France,  séance 
(lu  II)  (lé<-cinl)rc  if)O0,  t.  \\\,  |).  'm.  —  Leçons  sur  la  jiropa galion  des  ondes. 
j>.  •.!Ji.  Paris,  i()0.'5. 

(■-)  Sur  la  propa galion  des  ondes  dans  an  milieu  parfoitenienl  elasli(/ae 
aO'ecté  de  defornialions  finies.  {Comptes  rendus,  séance  du  8  juin  igoiJ, 
l.  (;\\\VI,  |).  iS-i).)  —  La  propagation  des  ondes  dans  les  milicu.v  élas- 
tiques, selon  qu'ils  conduisent  ou  ne  conduisent  pas  la  chaleur  {Ibid.,  séance 
(lu  2J  juin   i()().i,  t.  C\\\\  I,  p.   ■'>37). 
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Celle  belle  ihéon'e  de  la  double  réfraction  demeura  peu  connue; 
longtemps  après,  Lamé  la  retrouva  par  une  analvse  moins  éléganle 
et  la  pidjlia  dans  ses  Leçons  sur  l'élasticité  des  corps  solides, 
ignorant  la  priorité  de  Green. 

Nous  avons  dit  qu'au  sein  du  milieu  à  six  coefficients  d'élasticité 
défini  par  Green, les  lois  de  propagation  des  vibrations  situées  dans 
l'onde  s'accordaient  pleinement  avec  les  lois,  énoncées  parFresnel 
et  vérifiées  par  1  expérience,  qui  régissent  la  propagation  de  la 
lumière  dans  les  cristaux.  Cette  affirmation  nécessite  une  restric- 
tion. Si  nous  preuDUs  pour  mesure  de  rinlensilé  lumineuse  le 
carré  de  l'amplitude  de  la  vibration,  l'accord  des  deux  ensembles 
de  lois  suppose  que  l'on  prenne  pour  plan  de  polarisation  d'un 
ravon  le  jjlan  qui  passe  par  ce  rayon  et  la  vibration  qu'il  propage; 
selon  Fresnel,  au  contraire,  le  plan  de  polarisation  doit  être  pris 
perpendiculaire  au  plan  du  ravon  et  de  la  vibration. 

Rien  ne  s'oppose,  semble-t-il  tout  d'abord,  à  ce  changement:  il 
atteint  une  règle  qui  paraît  une  pure  convention;  avant  Green, 
F.-E.  Neumann  (')  et  Cauchy  (-)  l'ont  proposé.  Mais  d'autre  part, 
si  l'on  veut  donner  par  l'élasticité  une  explication  des  effets  de 
l'éflexion  et  de  réfraction  de  la  lumière  au  contact  de  deux  milieux 
isotropes,  la  même  définition  de  l'intensité  lumineuse  exige  que 
l'on  place  le  plan  de  polarisation  perpendiculaire  au  plan  de  vibra- 
tion, comme  le  voulait  Fresnel.  La  contradiction  est  flagrante. 

Dans  l'espoir  de  la  lever,  Green  semble  prêt  à  renoncer  à  sa 
théorie  de  la  double  réfraction  :  il  ne  fait  plus  égales  à  o  les  pres- 
sions qui  sollicitent  l'éther  dans  l'état  d'équilibre  initial,  et  il 
établit,  sur  la  propagation  des  ondes  au  sein  de  cet  étiier  initia- 
lement déformé,  un  théorème  qui  a  quelque  parenté  avec  les 
doctrines  de  Fresnel.  L'explication  ne  saurait  sufliie.  Entre  la 
théorie  que  Green  a  donnée  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction 
au  contact  des  milieux  isotropes  et  toute  théorie  possible  de  la 
double  réfraction,  le  désaccord  est  forcé;  il  a  sa  racine  dans  les 
hypothèses  mêmes  sur  lesquelles  repose  la  première  théorie. 

Green,  comme  Fresnel,  a  supposé  que  les  milieux  isotropes 
transparents  différaient  les  uns  des  autres  par  la  densité  de  1  étlier 


(')  I-.-E.  Neumann.  Po^'gendorf's  Annalen,  1J<.1.  XXV.  iSSa.  p.  !\i>i 
(-)  Caucuy.  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  X,  i83o,  p.  29). 
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qu'ils  conlienneiU,  mais  non  pas  par  lélaslicilé  de  cet  éther; 
lextension  d'une  telle  théorie  aux  milieux  cristallisés  est  inconce- 
vable ;  on  ne  peut,  en  effet,  imaginer  qu'en  un  milieu  anisotrope, 
la  densité  de  l'éther  varie  avec  la  direction  que  Ton  considère;  il 
faut  donc  que  l'anisotropie  du  milieu  influe  sur  l'élasticité  de 
l'éther;  et  comment  cela  pourrait-il  être,  si  cette  élasticité  est 
indépendante  de  la  nature  du  corps  où  l'éther  est  répandu? 

Dès  i835,  F.-E.  Neumann  signalait  ('  )  cette  contradiction;  ce 
n'est  pas  ici  le  lieu  d'examiner  le  moyen  qu'il  proposait  pour  la 
résoudre:  nous  nous  verrions  entraînés  à  discuter  complètement 
la  relation  qu'il  convient  d'établir  entre  le  plan  de  vibration  et  le 
plan  de  polarisation;  cette  discussion,  à  laquelle  l'expérience  de 
^1.  Otto  Wiener  a  apporté  un  élément  essentiel  en  imposant  une 
nouvelle  condition  aux  indéterminées  du  problème,  nous  conduirait 
à  rejeter  comme  contradictoire  la  théorie  élastique  de  la  lumière. 

Ces  quelques  pages,  consacrées  à  l'œuvre  de  Green,  suffiront, 
nous  en  avons  l'espoir,  à  caractériser  le  rôle  de  première  impor- 
tance que  celle  œuvre  a  joué  dans  le  développement  des  théories 
physiques;  elles  montreront  quel  service  M.  Ferrers  avait  rendu 
aux  géomètres  et  aux  physiciens  en  réunissant  les  écrits  de  George 
Green,  quel  service  M.  ïlermann  leur  rend  en  publiant  de  nou- 
veau celte  colleclion  épuisée.  P.  Dlhe.ai. 


GERXET  (M"''  N.  v.  ).  —  Untkkslculng  /un  Vaui.vtionsrechmng.  Ukbkii 
EiNE  METiioDii  IN  Diiii  VARiATioNsnEciiMXG.  Iiiauguraldlsserlalion  de  l'Uni- 
versité (Je  Giiuiii.mie.  hi-S",  -G  pages.  GiiUingue,  i90>. 

^1' '^  Gcrnet  expose  la  lliéorie,  aujourd'hui  conniic,  de  quelques- 
uns  des  problèmes  im|)orlanls  du  calcul  des  \arialions  (cas  de  plu- 


(')  F.-K.  Neu.mann,  Abhandlungcn  der  Bcrlincr  AAadcniie,  i8jj  (Le  iiic- 
iiioirc  de  ISciiiiiann  a  élé  trailiiit  par  Cabarl  il  publié  sous  ce  litre  :  Becliercke 
thiioriquc  des  lois  d'après  fes/juel/cs  la  lumière  est  réjléchic  et  réfractée  à  la 
limite  commune  de  deux  milieux  complètement  transparents,  dans  le  Jour- 
nal de  Liouiille,  t.  VII.  iS'i-S  P-  ^^>!l)- 
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sieurs  fonctions  inconnues  ;  cas  Je  plus  simple  du  minimum  relatif) 
en  emplovanl  la  méthode  de  ^^  eierslrass,  sous  la  forme  que  lui  a 
donnée  iNI.  Hilbert. 

On  noiera  les  paragraphes  (p.  10-17,  53-5G)  qui  ont  pour  objet 
de  démontrer  la  dérivabililé  (jusqu'au  second  ordre)  de  la  fonction 
cherchée.  L'auteur  emploie  à  cet  effet  deux  méthodes  différentes  : 
l'une,  bien  connue  ('),  consiste  à  faire  l'intégration  par  parties 
dans  un  sens  opposé  à  celui  de  Lagrange,  de  manière  à  introduire 

sous  le  signe   /  une  intégrale  définie  au  lieu  d "une  dérivée;  l'autre 

s'inspire  des  idées  contenues  dans  un  précédent  travail  de  Al.Xobie  : 
elle  est  remarquable  en  ce  qu'elle  arrive  au  résultat  sans  introduire 
la  variation  première. 

Nous  nous  permettrons  une  critique  au  point  de  vue  historique 
et  bibliographique.  M""^  Gernet,  lorsqu'elle  étudie  les  choses  à  ce 
point  de  vue,  paraît  ignorer  la  part  qui  revient  à  31.  Darboux.  Je 
fais  allusion  au\  pages  qu'elle  consacre  (p.  49-53)  à  la  nécessité 
de  la  condition  de  Jacobi  et  à  la  cessation  du  minimum  aux  points 
conjugués  :  question  que  M.  Darboux  a  élucidée  dans  ses  Leçons 
sur  la  théorie  des  surfaces  en  emplovant  précisément  le  mode 
de  raisonnement  dont  se  sert  l'auteur.  La  thèse  de  M""  Gernet 
n'est  d'ailleurs  pas,  parmi  les  travaux  analogues  parus  récemment 
sur  le  calcul  des  variations,  le  seul  qui  appelle  une  remarque  de 
cette  espèce.  J.   H. 
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WoLF  (C.).  ■ —  Histoire  de  l'Observatoire  de  Paris,  de  sa  fondation  à 
1793.  Li-8",  xii-3<ji  p.  Paris,  Gautllier-^  illars.  i5  fr. 

ZiNDLLR  (  KoNR.  ). — Luiiengeomelrie  u.  Anwendungen.  1.  Bd.  In-8', 
viii-38o  p.  a\oc  87  fig.  Leipzig,  Gôschen.  (Sammlung  Schubert,  XXXIV). 
12  m. 

BoLTZ.MANN  (L.).  —  Lecons  sur  la  théorie  des  gaz.  Trad.  par  A.  Gal- 
lotti.  l""  |)artie.  I11-8',  xix-204  p.  avec  fig.  Paris,  Gauthier-Villars.  8  fr: 

Laforf.nt-Dlclos  (C.).  —  Origine  et  système  des  mouvements  de  l'at- 
mosphère. Génération  des  variations  barométriques.  Iii-S",  93  p. 
Limoges,  \'^'-  Ducourtieux. 

TitvvALX  et  Mémoires  du  Bureau  international  des  Poids  et  Mesures. 
T.  XIL  Iii-4",    i'G  p.   avec  lig.  Paris,  Gaulilier-^'illars.  i5  fr. 

Yi:koffi:.nti-IC1iunge\  des  kunigl.  preuss.  meteorologischen  Instituts. 
Herausgeg.  durch  W.  v.  Bezold.  Ergebiiiss  der  Arbeilen  am  aëroiiautisclien 
Observatoriuiii  in  d..!.  1900  u.  1901.  Von  l^ich.  Assmann  u.  Arth.  Berson. 
Gr.  in-4",  iv-279  p.  avec  figures.  Berlin,  Aslier  et  G'*".    i5ni. 

Jbifl.  Ergebnisse  der  magnet.  Beobachtgn.  in  Potsdam  im  J.  1900. 
2.  lleft.  Gr.  in-4'',  4^  [>•  et  4   planches.  Berlin,  Asher  et   G''.  3  ni.  5o  pf. 

Abel  (Niels-Henrik).  Mémorial  publié  à  l'occasion  du  centenaire 
de  sa  naissance.  In-4",  xiu-M9-i3â-6i-(')4-59  et  11  p.  avec  figures. 
■i  planches  et  6  fac-similés.  Leipzig,  Teubner.  Paris,  Gauthier-Villars. 
x\  m. 
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MACÏl  (Erxst),  Professeur  cmérile  de  rUiiiversité  de  Vienne.  —  La  ^Itc.v- 
MoiE.  Étude  historique  et  critique  di:  son  développement.  Ouvrage 
traduit  sur  la  4"  édition  allemande  par  ÉmiU:  Bertrand,  Professeur  à 
l'École  des  Mines  du  Ilainaut.  Avec  une  Introduction  de  M.  Emile  Picard, 
Membre  de  l'Institut.  Grand  in-8",  VI11-49G  pages  et  figures.  Paris,  A.  Her- 
mann. 


La  Mécanique  du  professeur  Mach  offre  une  des  lectures  les 
plus  variées  que  Ton  puisse  souhaiter.  On  y  trouve  des  déductions 
inathéniatiques,  mais  aussi  simplifiées  cpie  possible  et  exemptes 
(le  tout  vain  étalage  de  formules;  de  l'expérience,  chose  bien 
imprévue,  pour  un  lecteur  français,  en  un  traité  de  Mécanique, 
et  cependant  bien  essentielle  à  l'intelligence  de  cette  science; 
de  la  philosophie,  mais  dépouillée  de  ce  pédantesque  jargon  qui 
croit  avoir  atteint  la  profondeur  lorsqu'il  est  plongé  dans  l'obscu- 
rité ;  des  tableaux  historiques,  mais  brossés  par  larges  touches 
«pie  n'alourdissent  pas  les  minuties  de  l'érudition;  de  la  |)o!é- 
mic[ue,  enfin,  mais  sans  aigreur  ni  personnalités.  A  ce  livre  varié, 
sobre,  vivant,  cpie  manquait-il  pour  séduire  le  lecteur  français? 
Dètre  écrit  en  français.  En  traduisant  cet  Ouvrage,  M.  Emile  Ber- 
trand nous  a  ôté  tout  prétexte  à  l'ignorer  plus  longtemps. 

1.  L'Ouvrage  tout  entier  est  dominé  par  une  théorie  sur  la 
nature  et  la  portée  de  la  philosophie  naturelle;  cette  théorie,  nous 
ne  la  saurions  discuter  en  ce  Bulletin,  qui  n'est  pas  une  revue  de 
philosophie;  mais  nous  ne  saurions,  non  plus,  nous  dispenser  de 
la  résumer,  car  ses  conséc{uences  se  prolongent  jusipi'à  l'exposition 
de  la  Mécanique  rationnelle  cpie  nous  présente  le  professeur  Mach, 
et  en  imposent  le  plan. 

La  doctrine  philosophique  qui  fait  considérer  au  profes- 
seur Mach  la  Science  comme  économie  de  la  pensée  scst  formée 
en  lui  de|)uis  fort  longtemps.  Dès  18.68,  il  l'exposait  dans  une  con- 

Bull.  des  Sciences  matliém.^  1'  série,  !..  WVII.  (Octobre  igoS.)  19 
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férence  «  sur  les  formes  des  liquides  (^  '  )  ».  En  1882,  i'  la  formu- 
lait d'une  manière  doctrinale  dans  un  discours  académique  (-). 
Depuis,  il  en  a  poursuivi  les  conséquences  dans  divers  écrits  et. 
notamment,  en  celui  (jui  nous  occupe. 

((  Lidée  d'une  économie  de  la  pensée,  dit  M.  Mach,  se  déve- 
lop|)a  en  moi  par  mes  expériences  professorales  dans  la  pratique 
de  l'enseignement.  Je  la  possédais  déjà  lorsqu'en  1861,  je  com- 
mençai mes  leçons  comme  priictt-docent,  et  je  croyais  alors  être 
seul  à  l'avoir,  ce  qut;  Ton  voudra  bien  trouver  pardonnable.  Mais 
aujourd'hui  je  suis,  au  contraire,  convaincu  qu'au  moins  un  pres- 
sentiment de  cette  idée  doit  toujours  avoir  été  un  bien  commim 
à  lous  les  investigateurs  cpii  ont  réfléchi  sur  la  recherche  en  gé- 
néral.   » 

Depuis  l'épotpie  où  M.  Mâcha  formulé  sa  doctrine  sur  la  nature 
delà  philosophie  naturelle,  des  pensées  plus  ou  moins  analogues 
aux  siennes  se  sont  développées  en  Angleterre,  en  Allemagne,  en 
France,  dans  les  écrits  de  non)breux  auteurs;  parmi  ceux-ci,  les 
uns  subissaient  plus  ou  moins  directement  l'influence  du  profes- 
seiu"  de  Vienne  ;  les  autres,  sans  ressentir  les  heureux  effets  de  cette 
influence,  retrouvaient  par  leurs  propres  efforis  des  idées  déjà 
découvertes;  naturellement,  ils  n'ont  pas  rendu  aux  recherches  dt- 
leur  prédécesseur  inconnu  la  justice  qu'elles  méritaient  (^). 

L'immense  niullitude,  l'infinie  variété  des  objets  proposés  à  l;i 
connaissance  de  l'homme  excéderaient  sans  mesure  l'ampleur  et 
la  perspicacité  de  son  intelligence  s'il  lui  fallait  en  conserver  une 
mémoire  qui  fût  le  simple  décalque  de  son  expérience  personnelle  ; 
en  outre,  le  temps  et  les  moyens  \u\  inancpieraient  pour  transmettre 
à  ses  contemporains  ou  à  la  postérité  les  fruits  de  celte  expérience. 
Il  lui  faut  donc,  avant  d'emmagasiner  en  son  esprit  les  apports  de 


(')  E.  Macii,  Die  Gestallcn  der  Flussigkeil.  Prag,  Calvc,  1S72.  —  E.  .M.vcii. 
Populdr-wisscnsckaftliclie  Vorlesungen.  Leipzig,  1896. 

(-)  K.  Macii,  Die  ôhonomische  \atiir  der  physihalischen  Forschung.  Vienne, 
Gerold,  1882.  —  E.  Macii,  J'o/iiiidr-nisseiischd/l/ic/ie  Vorlesungen.  Leipzit;, 
1896. 

(^)  Qu'il  nous  soii  permis  d'excuser  de  la  sorle  l'absence  du  nom  de  M.  Macli 
en  des  puliliniiions  où  nous  avons  parfois  émis  des  pensées  (jui  avaient  avec  les 
siennes  plus  d'une  analogie. 
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SCS  perceplions,  qu'il  les  condense,  qu'il  les  concenlre,  qu'il  en 
extraie  le  suc  de  telle  manière  qu'il  puisse  loger  dans  une  case 
aussi  réduite  que  possible  tout  ce  qu'une  foule  de  faits  renfer- 
maient d'utile.  Ce  résumé,  cette  abstraction,  au  sens  étjmolo- 
i;ique  du  mot,  est  l'objet  propre  du  iravail  scientifique.  En  tout 
domaine,  le  progrès  de  la  Science  a  pour  but  de  faire  tenir  le  plus 
(le  réalité  possible  en  une  forme  l'éduite  le  plus  possible  ;  l'essence 
<.le  ce  progrès  est  uue  économie  de  plus  en  plus  grande  delà  pensée. 

Selon  M.  Macli,  cette  tendance  à  l'économie,  considérée  comme 
principe  directeur  du  labeur  scientifique,  est  particulièrement 
saisissable  dans  le  domaine  des  sciences  physiques. 

Dans  la  nature,  il  n'y  a  que  des  faits  ;  la  loi  unique  qui,  seule, 
entrera  dans  la  Science  au  lieu  et  place  de  faits  multiples,  est  la 
copie,  résumée  par  abstraction,  des  caractères  communs  entre 
lous  ces  faits,  ou  mieux,  de  ceux  de  ces  caractères  communs  qui 
nous  intéressent  [)arliculièrement. 

«  Lorsque  nous  |)arlons  de  causes  et  d'effets,  nous  faisons  arbi- 
trairement ressortir,  dans  la  copie  mentale  d'un  fait,  les  circons- 
tances dont  nous  devons  estimer  l'enchaînement  dans  la  direction 
qui  est  importante  pour  nous.  Dans  la  nature,  il  n'y  a  ni  causes, 
ni  effets.  La  nature  n  est  présente  qu  une  /ois.  Les  répétitions  de 
cas  semblables  où  A  est  toujours  lié  à  B,  c'est-à-dire  les  consé- 
([uences  identiques  de  circonstances  identiques,  dans  lesquelles 
consiste  j)récisément  l'essentiel  de  la  relation  de  cause  à  effet, 
n'existeut  que  dans  l'abstraction  que  nous  employons  afin  de 
copier  les  faits  dans  la  pensée.  » 

Toute  loi  physique  est  donc  le  résumé  économique  d'un  nombre 
immense  de  faits;  elle  nous  fait  connaître  non  pas  le  tout  de 
chacun  de  ces  faits,  mais  le  caractère  que,  pour  une  raison  ou  une 
autre,  nous  considérons  comme  important. 

«  Au  lieu,  j)ar  exemple,  de  noter  un  à  un  les  divers  cas  de  ré- 
fraction de  la  lumière,  nous  pouvons  les  reproduire  et  les  prévoir 
lous  lorsque  nous  savons  que  le  rayon  incident,  le  rayon  réfracté 

.1  I  1  »  1  .'in  a  \       I- 

et  ta  normale  sont  dans  un  même  plan  et  (lue  —. — t-  =  n.  Au  lieu 

^  ^       s  1  11  p 

de  tenir  compte  des  innombrables  phénomènes  dans  des  milieux 
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et  sous  des  angles  différenls,  nous  n'avons  alors  qu'à  observer  la 
valeur  n  en  lenanl  compte  des  relations  ci-dessus,  ce  qui  est  infi- 
niment plus  facile.  La  tendance  à  l'économie  est  ici  évidente.  Dans 
la  nature,  il  n'existe  d'ailleurs  pas  de  loi  de  la  réfraction,  mais 
lien  que  de-multiples  cas  de  ce  phénomène.  La  loi  de  la  réfrac- 
lion  est  une  méthode  de  reconstruction  concise,  résumée,  faite  à 
notre  usage  et,  en  outre,  uniquement  relative  au  côté  géomé- 
trique du  phénomène.  » 

Les  formules  de  plus  en  plus  amples  et  générales  de  la  Physique 
théorique  ne  sont  que  des  concentrations,  que  des  résumés  abs- 
traits poussés  de  plus  en  plus  loin.  «  La  Science  elle-même  peut 
donc  être  considérée  comme  un  problème  de  minimum,  qui  con- 
siste à  exposer  les  faits  aussi  parfaitement  que  possible  avec  la 
inoindre  dépense  intellectuelle.   » 

2.  Ces  idées  sur  la  nature  d'une  formule  de  Mécanique  ou  de 
Physique  dirigent  la  méthode  qui  doit  servir  à  prouver  une  sem- 
blable formule.  Celte  formule  prétend  uniquement  être  une  re- 
pr'ésentalion  condensée  de  l'expérience;  la  seule  manière  d'en 
éprouver  la  valeur,  la  seule  démonstration  dont  elle  soit  suscep- 
tible consiste  donc  à  la  mettre  en  regard  des  faits  qu'elle  veut 
représenter;  elle  sera  d'autant  meilleure  qu'elle  représentera  un 
plus  grand  nombre  de  faits,  avec  une  plus  grande  exactitude  et 
par  des  procédés  plus  simples. 

«  Toute  science  a  donc,  selon  nous,  la  mission  de  remplacer 
Texpérience.  Elle  doit,  par  conséquent,  dans  ce  but,  d'une  part 
rester  toujours  dans  le  domaine  de  l'expérience  et,  d'autre  part, 
en  sortir,  attendant  toujours  de  celle-ci  une  confirmation  ou  une 
iufirmalion.  Là  où  il  est  impossible  de  confirmer  ou  d'infirmer, 
la  Science  n'a  rien  à  faire...  Les  pensées  /es plus  scientifiques  sont 
celles  qui  restent  valables  sur  le  domaine  le  plus  étendu  et  qui 
complètent  et  enrichissent  le  plus  l'expérience.    » 

C'est  donc  par  la  comparaison  de  l'ensemble  de  ses  consé- 
(juences  aux  faits  d'expérience,  de  plus  en  plus  nombreux,  que 
la  valeur  d'une  loi  peut  être  établie;  mais  ce  procédé  de  démons- 
tration n'est  pas  un  procédé  d'invention;  il  ne  peut  être  employé 


COMPTKS   HliNDUS  ILV   ANALVSKS.  iGS 

que  lorsque  la  loi  est  clairement  formulée;  il  n'en  peut  suggérer 
la  formule. 

Les  procédés  d'invenlion  ne  se  codifient  pas;  l'inventeur  d'une 
loi  se  laissera  suggérer  l'énoncé  de  cette  loi  par  les  considérations 
les  plus  diverses;  l'induction,  la  généralisation,  l'analogie  seront, 
le  plus  souvent,  ses  guides  préférés. 

Mais  ces  considéralions.  qui  poussent  l'inventeur  à  considérer 
telle  proposition  comme  l'énoncé  d'une  loi  valable,  ne  sauraient 
suffire  à  convaincre  ses  contemporains;  d'autre  part,  ceux-ci  ne 
peuvent  éprouver  la  valeur  de  la  loi  en  soumeitant  toutes  ses  con- 
séquences au  contrôle  des  faits;  cette  épreuve  exige  des  cxpi'-- 
riences  qui  ne  sont  point  encore  réalisées,  que  l'avenir  de  la 
Science  pourra  seul  fournir;  on  est  alors  amené  à  donner  de  la  loi 
nouvelle  une  prétendue  dénionstralion. 

Une  telle  démonstration  prend  pour  axiomes  un  certain  nombre, 
le  plus  petit  possible,  de  propositions  tirées  de  notre  connais- 
sance instinctue. 

Un  esprit  prudent  doit  se  tenir  grandement  en  garde  contre  la 
valeur  logique  de  semblables  démonstrations. 

Tout  d'abord,  il  est  extrêmement  difficile  d'énumérer  toutes  les 
connaissances  instinctives  qui  sont  réellement  mises  en  œuvre 
dans  une  telle  déduction;  presque  aucun  auteur  ne  parvient  à  les 
expliciter  toutes,  sans  omission  ni  répétition. 

D'autre  part,  la  connaissance  instinctive  n'est,  après  tout.  (|u  nu 
amas,  confus  et  inaualjsé,  de  données  expérimentales,  ac([uises  à 
des  époques  imprécises  de  notre  développement  intellectuel. 

«  Ces  connaissances  instinctives  jouissent  d'une  confiance 
toute  particulière.  Ne  sacliant  plus  comment  nous  les  avons 
acrpiises,  nous  n'en  pouvons  plus  critiquer  le  mode  d'acquisition. 
Nous  n'avons  eu  rien  contribué  à  leur  formation.  Elles  se  pré- 
sentent à  nous  avec  une  puissance  que  ne  possèdent  jamais  les 
résultats  de  nos  expériences  rédécbies,  volontaires,  dans  lesquels 
nous  sentons  toujours  notre  intervention.  Elles  nous  apparaissent 
comme  des  choses  libres  de  subjectivil(>,  étrangères  à  nous,  que 
nous  avons  cependant  sous  la  main  et  qui  nous  sont  ainsi  plus 
proches  fpie  les  faits  isolés  dans  la  nature,  (^est  à  cause  de  cela 
que  l'on  attribue  parfois  aux  connaissances  de  cet  ordre   une  on- 
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gine  enlièremcnt  difTérente  et  qiron  les  considère  comme  existant 
en  nous  al)solnmenlr/ /y/v'o/v',  antérieurement  à  tonte  expérience... 
(jClte  opinion  n'est  pas  sontenahle.  Aussi,  quelle  que  soit  leur 
importance  dans  le  processus  de  développement  de  la  Science, 
l'autorité  de.s  connaissances  instinctives  doit  toujours  le  céder 
linalement  à  celle  des  principes  clairement  posés  et  intentionnel- 
lement observés.  Comme  toutes  les  autres,  les  connaissances  ins- 
tinctives sont  des  connaissances  expérimentales.  La  connaissance 
instinctive  est  aussi  sujette  à  l'erreur  que  la  connaissance  cons- 
ciemment acquise.  Elle  n'a,  somme  toute,  de  valeur  que  dans  des 
domaines  qui  nous  sont  très  familiers. 

))  Il  vaut  bien  mieux,  pour  l'économie  de  la  pensée  et  l'esthé- 
tique de  la  Science,  reconnaître  un  principe  direclemenl  comme 
la  clef  de  l'intelligence  de  tous  les  faits  d'une  même  catégorie,  et 
voir  clairement  quilles  pénètre  tous,  que  trouver  nécessaire  tine 
démonstration  préalable,  boiteuse,  rapiécée  et  basée  sur  des  pro- 
positions obscures,  dans  lesquelles  se  trouve  inclus  déjà  le  prin- 
i'ipe  que  l'on  veut  prouver,  mais  qui  nous  sont/>«r  hasard  anté- 
rieurement familières.  .  ..  En  fait,  cette  manie  de  démonstration 
introduit  dans  la  Science  une  sorte  de  r'\'^wemc  fausse  et  absurde. 
Quebpies  propositions  sont  tenues  pour  plus  certaines,  elles  sont 
regardées  comme  la  base  nécessaire  et  inattaquable  des  autres 
propositions,  alors  qu'en  réalité  il  ne  leur  revient  qu'un  degré  de 
certitude  au  plus  égal  si  pas  moindre,  et  que  l'on  n'atteint  pas 
même  le  degré  de  certitude  que  la  Science  rigoureuse  exige.  On 
trouve  souvent,  dans  les  manuels,  des  exemples  de  cette  (ausse 
rigueur.  » 

Contre  cette  fausse  rigueur,  en  étudiant  le  développement  des 
principes  de  la  Statique,  M.  E.  Macli  dé|)loie  toutes  les  ressources 
d'une  impitoyable  logique.  Cette  partie  de  son  livre  est  peut-être 
celle  ([ui  arrêtera  le  plus  longtemps  le  penseur. 

3.  Cependant,  lorsqu'on  veut  enseigner  à  celui  qui  aborde  une 
science  telle  que  la  l\b'cani(|ue,  une  de  ces  formules  économiques 
(|tii  conlienncnl,  couceuliM'e  et  condensée,  l'essence  d'un  nombre 
immense  de  faits,  comment  procédera-t-on  ?  linoncera-t-on  bruta- 
lement la  foi'mub»  (pie  l'on  a  en   vue,  en    se    bornant   à  y    joindre 
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l'affirmalion  que  le  dévelopj)emenl  iiliérieur  de  la  théorie  la  mon- 
trera toujours  d'accord  avec  les  faits?  Selon  ce  qui  précède,  cette 
méthode  serait  logique;  mais  la  ]:»sychologie  la  plus  élémentaire 
nous  montre  qu'elle  serait  déplorable.  Dans  la  loi  ainsi  présentée, 
le  disciple  ne  verrait  qu'une  forme  vide  de  tout  contenu;  elle  lui 
detueiirerait  incomprise.  Comment  donc  préparera-t-on  son  esprit 
à  acquiescer  à  cette  proposition  et  à  en  saisir  le  sens?  En  repre- 
nant une  voie  analogue  à  celle  tpi'a  suivie  l'inventeur;  en  exami- 
nant les  faits  peu  nombreux  qu'il  a  d'abord  étudiés,  en  repro- 
duisant la  suite  d  anahses  et  d'extensions  par  laquelle  il  en  a  tiré 
la  loi  générale.  La  véritable  introduction  à  l'énoncé  d'un  principe 
de  Physique  est  une  introduction  historique  : 

«  Les  éléments  fondamentaux  des  notions  que  la  Mécanique 
étudie  se  sont  di'veloppés  presque  complètement  à  propos  de  re- 
cherches sur  des  cas  spéciaux  très  simples  de  phénomènes  méca- 
niques. L'analyse  historique  de  ces  problèmes  particuliers  reste 
d'ailleurs  le  moven  le  plus  efficace  et  le  plus  naturel  de  pénétrer 
les  éléments  essentiels  des  principes,  et  l'on  peut  même  dire  que 
ce  n'est  que  par  cette  voie  qu'il  est  possible  de  parvenir  à  la  pleine 
compréhension  des  résultats  généraux  de  la  Mécanique.  )> 

Depuis  peu  d'années,  notre  enseignement  secondaire  des 
sciences  physiques  tend  de  plus  ei.  i^lus  à  rejeter  toute  considé- 
ration historique  et  à  la  regarder  comme  l'objet  d'une  curiosité 
vaine  et  oiseuse.  Ceux  qui  se  sont  eflorcés  de  promouvoir  cette 
tendance  auraient  grand  intérêt  à  méditer  l'Ouvrage  du  profes- 
seur Mach;  je  ne  doute  pas  que  cette  lecture  n'ébranle  leur  con- 
viction; elle  contribuerait,  je  pense,  à  leur  donner  cette  convic- 
tion tout  opposée,  à  laquelle  l'expérience  de  l'enseignement  ou 
des  examens  a  amené  plus  d'un  professeur  :  Celui-là  n  a  pas  une 
compréhension  complète  et  pénétrante  d'une  loi  physique  qui  ne 
connaît  pas,  au  moins  en  gros,  les  principes  erronés  cpie  cette  loi 
a  remplacés  et  les  efforts  qu'elle   a  dû  faire  pour  les  supplanter. 

D'ailleuis,  M.  Mach  n'attribue  pas  seulement  à  l'étude  de  l'his- 
toire une  importance  capitale  pour  l'intelligence  de  la  science 
faite;  il  y  voit  un  guide  précieux  pour  l'inventeur  qui  veut  ouvrir 
des  voies  nouvelles  : 

«   Pour  la  compréhension  historique  d'une  science,  il  n'y  a  pas 
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que  la  connaissance  des  idées  adoptées  et  cultivées  par  les  succes- 
seui's  qui  soit  importante;  il  est  très  important  et  très  instructif 
de  connaître  les  pensées  passagères  des  chercheurs,  même  lors- 
'ju'elles  ont  été  abandonnées,  même  lorsqu'elles  paraissent  être 
des  erreurs.  L'étude  historique  du  processus  de  développement 
d'une  science  est  indispensable,  si  l'on  ne  veut  pas  que  l'ensemble 
des  principes  qu'elle  a  réunis  ne  dégénère  peu  à  peu  en  un  sys- 
tème de  choses  acquises  que  l'on  ne  comprend  qu'à  moitié,  sinon 
entièrement  en  un  système  de  purs  préjugés.  Non  seulement 
cette  recherche  historique  fait  mieux  comprendre  l'état  actuel  de 
la  Science,  mnis,  en  montrant  qu'il  est  en  partie  conventionnel  et 
accidentel,  elle  fait  ressortir  des  possibilités  nouvelles.  De  ce 
point  de  vue  supérieur,  auquel  on  arrive  par  des  chemins  divers, 
on  peut  embrasser  d'un  regard  plus  libre  l'ensemble  de  la  Science 
et  reconnaître  des  voies  non  encore  parcourues.  » 

4.  (Quelque  importance  que  le  professeur  Mach  attribue  à 
l'étude  hist()ri(|iie  de  la  Science,  cette  étude  est  pour  lui  un  moyen 
et  non  pas  un  but.  H  n'a  pas  pour  objet  de  faire  revivre  à  nos  veu\ 
les  idéc's  des  premiers  chercheurs,  de  restaurer  les  premières 
ébauches  des  doctrines  que  leurs  successeurs  ont  adoptées,  d<i 
suivre  dans  tous  ses  détails  l'évolution  j)ar  laquelle  ces  ébauches 
se  sont  peu  à  peu  organisées,  diflY-renciées,  complétées,  pour  de- 
venir des  théories  étendues  et  détaillées.  Il  laisse  ces  recherches  à 
l'historien  de  profession  el  au  |)svclH)logue.  S'il  fait  appel  à  l'his- 
toire, c'est  seulement  pour  mieux  saisir  le  sens  réel  el  concret  des 
formules  ^'co/?o/;?/^//e.s  qui  constituent  aujourd'hui  la  Science. 

Le  livre  que  nous  avons  snus  les  jeux  ne  se  pique  donc  pas  dèlro 
une  histoire  complète  de  la  Mécanique,  où  le  progrès  de  chacune 
des  branches  de  la  Science  soit  minutieusement  suivi  depuis  l'ap- 
parition du  premier  bourgeon  juscpi'à  la  maturité  des  fruits.  Dans 
la  longue  suile  des  ti  ansfoi-mations  (|ui  conqxiscnl  un  tel  |irogrès, 
M.  .Mach  choisit  seulement  ce  qui  aide  à  comprendre  le  plan  dé- 
finitif; l(d  un  zoologiste  qui  demanderait  seulement  à  l'embryologie 
d'éclairer  l'anatomie  de  la  forme  adulle.  En  faisant  ce  choix,  il 
abrège  l'exposé  des  débuts  trop  anciens  et  trop  confus  pour  (pie 
la  Science  actuelle  en  ait  gardé  la  marque,  il  laisse  de  coté  maint 
lâlonneinenl  qui  n'a  pas  abouti,  maint  germe  (pii  a  avorté. 
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Ce  droit  de  choisir,  de  porter  seiilemenl  son  altenlion  sur  cer- 
taines phases  du  développement  scientifique,  de  traiter  l'histoire 
plus  en  logicien  qu'en  psychologue,  M.  Mach  le  revendique  hau- 
tement; les  divergences  entre  M.  WoliKvill  et  hii  au  sujet  des 
idées  de  Galilée,  lui  suggèrent  les  lignes  suivantes  : 

«  Certes,  pour  un  historien,  toutes  les  phases  du  dévelop- 
pement de  son  héros  sont  intéressantes,  mais  Vinie  d'elles  peut 
s'eff'acer-devant  les  autres.  Il  faudrait  être  un  très  mauvais  psjclio- 
logue  et  ne  guère  se  connaître  soi-même,  pour  ne  pas  savoir  com- 
bien il  est  difficile  de  se  dégager  des  opinions  reçues  et  comment, 
après  que  l'on  s'en  est  affranchi,  les  débris  des  conceptions  anciennes 
flottent  encore  dans  la  conscience  et  provoquent  des  rechutes  à 
propos  de  cas  particuliers.  11  n'en  a  pas  été  autrement  pour  Ga- 
lilée. Mais  le  point  qui  éveille  le  plus  l'intérêt  du  pliysicien  est 
précisément  \ç.  premier  éclair  d'une  conception  noui'etle  et  c'est 
celui-ci  qu'il  recherchera.  (7esl  ce  premier  éclair  que  j'ai  cherché 
et  je  crois  l'avoir  trouvé.    )> 

Traitée  selon  la  méthode  (uie  revendique  M.  Mach,  Tliisloirede 
la  Mécanique  paraîtra  infiniment  intéressante  au  physicien,  à 
celui  qui  cherche  seulement  dans  le  |)assé  des  lumières  propres  à 
éclairer  le  présent.  S'ils  oublient  que  tel  est,  en  effet,  le  but  que 
l'auteur  a  voulu  atteindre,  l'historien  et  le  psychologue  lui  adres- 
seront sans  doute  des  reproches. 

Dans  son  exposé,  ils  relèveront  d'importantes  lacunes;  au  long 
de  l'histoire  de  la  Statique,  le  nom  deDescarles  ne  se  lit  nullement  ; 
Descarles,  cependant,  est  le  premier  qui  ait  nettement  distingué 
les  deux  notions  de  force  et  de  travail,  qui  ait  marqué  le  caractère 
infinitésimal  du  piincipe  des  déplacements  virtuels. 

Ils  reprocheront  surtout  aux  tableaux  historiques  tracés  par 
M.  E.  Mach  d  être  trop  simples,  trop  clairs,  trop  |iarfaitement 
ordonnés  ;  l'évolution ,  telle  que  ces  tableaux  la  retracent,  tend  trop 
constamment,  trop  sûrement  au  but  qu'elle  doit  atteindre;  la 
marche  de  l'esprit  humain  a  été,  en  réalité,  plus  hésitante,  plus 
tâtonnante;  maintes  fois,  elle  s'est  égarée  dans  les  inextricables 
broussailles  de  problèmes  trop  complexes;  maintes  fois,  elle  a  du 
rebrousser  chemin  au  bord  du  précipice  d'une  <|ucstion  insondable. 

Ils  reprocheront,  enfin,  à  l'histoire  telle  que  la  conçoit  M.  ^lach 


270  piM-.MiÈiU'   rAirriK. 

d'être  Irnp  subjective;  elle  porle    trop  profondément  la  marque 
des  préoccupations  qui  hantent  lespril  de  l'historien. 

o.  Ce  dernier  reproche,  si  1  on  oubliait  que  ^I.  Macli  se  pique 
d'être  physicien  et  logicien  plutôt  qu'historien,  on  le  hii  adres- 
serait sans  doute  en  lisant  le  Chapitre  qu'il  consacre  aux  Con- 
ceptions théologicjues,  aniniic[iies  et  mysticjues  dans  la  Méca- 
nicjiie. 

Dès  les  premières  lignes  de  la  préface,  l'auteur  nous  présente 
son  Ouvrage  comme  un  «  travail  d'explication  critique  animé  d'un 
esprit  aniimétaphysique  ». 

Les  fondements  de  la  Mécanique  ot  de  la  Physique  théorique 
doivent  être,  aujourd'hui,  entièrement  indépendants  de  tout  sys- 
tème métaphysique,  a  fortiori  de  tout  système  théologique;  ce 
principe,  que  M.  I"2.  ^lach  formule  nettement  et  à  plusieurs  reprises, 
nul  esprit  sensé  ne  pourrait,  croyons-nous,  en  contester  la  justesse. 

Mais  l'adhésion  générale  des  hommes  de  science  à  ce  principe 
est  un  fait  tout  récent;  si  nous  remontons  en  arrière,  si  nous 
reportons  nos  regards  vers  le  passé,  nous  reconnaissons  que,  pen- 
dant de  longs  siècles,  la  Mécanique  et  la  Physique  ont  été  liées  de 
la  manière  la  plus  étroite  à  la  Métaphysique,  à  la  Théologie,  voire 
aux  Sciences  occultes;  pour  ne  citer  qu'un  exemple,  on  ne  saurait 
comprendre  les  objections  élevées  contre  le  système  de  Newton 
|)ar  les  atomistes  et  les  cartésiens  sans  remonter  jusqu'aux  discus- 
sions métaphysiques  de  l'Ecole  sur  la  forme  et  la  matière,  sur  la 
(jualilé  et  la  quantité;  et  l'idée  même  d'attraction  universelle  s'est 
alimentée  des  sucs  que  ses  premières  racines  ont  puisés  au  sein  des 
doctrines  astrologiques. 

Cette  action  et  celte  réaction  incessantes  des  sciences  philoso- 
phiques et  théologiques  sur  la  Mécanique  et  la  Physique  doivent 
être  constamment  j)résenles  à  l'esprit  de  celui  qui  prétend  ressus- 
citer les  manières  de  penser  des  créateurs  de  la  Science;  s'il  les 
|)crdail  un  instant  de  vue,  il  serait  vite  égaré  au  milieu  des  discor- 
dances et  des  débals  sous  lesquels  les  lois  de  la  philosophie  natu- 
relle ont  poursuivi  leur  lente  évolution. 

Mais,  bien  souvent,  ces  lois,  parvenues  à  leur  forme  dtWinitive, 
se  monlrent  entièrement  sevri'-es  de  toutes  les  idées  philosophicpies 
et  théologi(|ues  au  sein  desquelles  elles  ont  longtemps  puisé  les 
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aliments  nécessaires  à  leur  développemcnl  ;  l'adulte  ne  se  souvient 
plus  de  la  matrice  où  il  a  pris  naissance. 

Ceux  donc  qui  cherchent  seulement  dans  Tliisloire  de  la  Science 
physique  une  connaissance  plus  complète  de  son  contenu  matériel 
et  concret  peuvent,  presque  toujours,  rompre  les  liens  nombreux 
de  cette  histoire  avec  Thistoire  des  systèmes  philosophi(|ucs  et 
ihéologiques.  Ces  liens,  M.  Mach  n'en  a  gardé  que  quelques-uns. 
Quelques  anecdotes  nous  montrent  que  plus  dun  créateur  de 
la  Mécanique  avaient  une  foi  religieuse;  la  liste  est  airèlée  au 
xviii"  siècle,  et  Euler  la  termine;  les  noms  d'Ampère  et  de  Cauchj 
auraient  permis  de  la  prolonger  jusqu'au  xix^  siècle.  Nous 
apprenons  également  que  plusieurs  des  grands  novateurs  scienti- 
liques,  Kepler  entre  autres,  n'avaient  pas  su  s'arracher  aux  su- 
perstitions de  leurs  contemporains.  Les  liens  entre  la  Science 
et  les  idées  philosophiques  que  M.  Mach  signale  à  notre  allention 
sont  les  plus  frêles;  ce  ne  sont  pas  ceux  qui  ont,  par  une  traction 
vigoureuse  et  prolongée,  imprimé  à  la  marche  de  la  Mécanique 
une  direction  nouvelle  et  durable.  Il  les  eût  brisés  ou  négligés  que 
son  exposition  n'y  aurait  rien  perdu  en  profondeur  et  en  unité. 

6.  U économie  intellectuelle,  qui  est,  selon  le  professeur  Mach, 
l'objet  essentiel  de  la  Science,  atteint  son  suprême  degré  dans  la 
forme  qu'il  donne  à  la  Mécanique  ;  il  réduit,  en  elTel,  cette  science 
à  une  proposition  unique  qui  est  la  suivante  : 

Deux  parties  de  matière  dont  les  dimensions  sont  très  petites 
déterminent  l'une  en  l'autre  des  accélérations  qui  sont  tou- 
jours directement  opposées  l'une  à  l'autre;  les  grandeurs  de 
ces  deux  accélérations  sont  entre  elles  dans  un  rapport  qui, 
pour  deux  parties  données  de  matière,  est  absolument  fixe. 

Il  est  aisé  de  voir,  cependant,  que  cet  énoncé  ne  suffit  pas  à 
lui  seul  à  constituer  la  Mécanique;  il  y  faut  joindre  au  moins  deux 
autres  propositions,  dont  la  première  a  déjà  sollicité  l'attention 
de  l'auteur  (p.  21 3);  voici  cette  première  proposition  : 

Soient  A,  B,  C  trois  petites  parties  de  matière;  si  l'on  envi- 
sage seul  le  couple  BC,  les  accélérations  de  B  et  de  C  sont 
entre  elles  dans  le  rapport  a;  si  l'on  considère  le  couple  CA_, 
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les  accélérations  rie  C  et  de  A  sont  entre  elles  dans  le  rap- 
port 3;  5/^  enfin,  on  isole  le  couple  AB,  les  accélérations  de  A 
et  de  B  sont  entre  elles  dans  le  rapport  -'•  Entre  les  trois 
nombres  a,  S,  v,  on  a  la  relation 


Celle  relation  seule  permet  d'atlaclier  à  chaque  petite  partie 
de  la  matière  un  nombre  invariable,  la  masse  de  cette  particule, 
de  telle  sorte  f|ue  le  rap|)orl  des  accélérations  mutuelles  de  deux 
particules  soit  toujours  égal  au  rapport  inverse  de  leuis  masses. 

La  seconde  proposition  essentielle  à  la  constitution  de  la  Méca- 
ni(:|ue  est  la  suivante  : 

Dans  un  sytéme  formé  par  un  certain  nombre  de  particules 
matérielles,  l'accélération  de  chacune  de  ces  particules  peut 
être  regardée  comme  la  résultante  géométricjue  d'accéléra- 
tions dont  chacune  est  censée  engendrée  par  l'une  des  autres 
particules. 

I.a  définition  de  la  masse  est  ainsi  reliée  par  M.  ^lach  à  la  loi 
neAvtonienne  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  Cette  défi- 
nition fut  indiquée  pour  la  première  fois  par  l'auteur  dans  une 
courte  communication  intitulée  :  Ueber  die  Définition  der  Masse. 
L'idée  était  trop  neuve;  elle  fut  très  froidement  accueillie;  Pog- 
gendorlT  refusa  de  l'insérer  dans  ses  Annales  et  elle  ne  j^arut 
qu'un  an  plus  tard  dans  le  Bepertorinni  der  Expérimental 
Physik  de  Cari.  Aujourd'hui,  elle  est  couramment  acceptée  par 
un  grand  nombre  de  ceux  (jui  enseignent  la  ^L•canique. 

7.  Si,  selon  la  mélhode  proposée  par  Laplace,  systémati(|ue- 
ment  suivie  par  Poisson  et,  après  lui,  par  une  foule  de  mécani- 
ciens, on  regarde  les  corps  comme  formes  de  masses  très  petites 
isolées  les  unes  des  autres,  les  postulats  pioposés  par  M.  E.  Mach 
suffisent  assuréniciil  à  écrire  les  ('(piaiions  génc'riilcs  de  la  Dvna- 
mifiue.  Leur  caractèie  suffisant  ne  nous  senihle  plus  aussi  certain 
ni  aussi  évident  si  l'on  veut,  à  rcxemple  de  Lagrange,  traiter  les 
corps  comme  des  milieux  conlinus  dont  les  diverses  j)arlies  se 
gênent  les  unes  les  autres  en  leurs  divers  mouvemcnls  et  consti- 
tuent des  liaisons  les  unes  pour  les  autres. 
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M.  Macli  ne  dissimule  d'ailleurs  pas  ses  préférences  ponv  la 
méthode  de  Laplacc  et  de  Poisson,  qu'il  nomme  méthode  de 
Newton;  on  ne  saurait  nier,  en  effet,  cpie  cette  méthode  ne  se  rat- 
tache très  naturellement  aux  idées  émises  par  Newton.  Voici, 
|)ar  exemple,  au  sujet  de  la  définition  des  corps  solides,  des 
])assages  cpie  Laplace  et  Poisson  n'eussent  pas  désavoués   : 

((  Lorsque  le  volume  occupé  par  une  ou  |)lusieurs  des  masses  /?z, , 
/»2i  •  •  •  e^l  trop  considérable  pour  que  Ton  puisse  encore  parler 
(\ une  ligne  droite  joignant  deux  d'entre  elles,  la  difficulté  de 
principe  n'augmente  pas.  Il  suffit  alors  de  partager  la  masse  plus 
i^rande  en  un  nombre  très  grand  de  parties  très  petites  et  de  mener 
les  droites  joignant  ces  particules  deux  à  deux.  Dans  ce  cas,  il 
faudra  en  outre  tenir  compte  des  relations  mutuelles  qui  existent 
entre  les  parties  d'une  même  grande  masse,  l'our  des  masses  so- 
lides, celte  relation  consiste  en  ce  que  les  parties  s'opposent  à  toute 
variation  de  leurs  distances  mutuelles.  Toute  variation  fait  naître 
une  accélération  proportionnelle  à  cette  variation,  qui  tend  à  aug- 
menter la  distance  si  celle-ci  a  été  diminuée,  à  la  diminuer  si  elle 
a  été  augmentée.  Tout  déplacement  relatif  de  deux  de  ces  parti- 
cules met  ainsi  en  jeu  les  forces  connues  sous  le  nom  6: élasticité... 

»  Aucun  corps  de  la  nature  ne  se  trouve  parfaitement  au  repos; 
au  contraire,  sous  l'apparence  du  repos  sont  toujours  cachées  de 
|)etites  trépidations  et  perturbations  produites  jiar  de  petits  excès 
tantôt  d'accélérations  élastiques,  tantôt  d'accélérations  graves... 
Le  mouvement  d'un  corps  élastique  est  un  mouvement  vermicu- 
laire.  Pour  les  corps  durs,  le  nombre  des  oscillations  est  si  grand 
et  leurs  amplitudes  si  petites  qu'elles  restent  imperceptibles  et 
(ju'on  peut  les  négliger...  Une  suffisante  dureté  des  corps  peut 
nous  faire  rester  dans  l'ignorance  de  ces  oscillations.  On  donne  le 
nom  de  corps  solides  à  ces  corps  pour  lesquels  on  peut,  a  priori, 
faire  abstraction  des  déplacements  mutuels  des  parties.   » 

Aux  raisonnements  dont  nous  venons  de  citer  quelques  extraits, 
AL  Mach  donne  la  conclusion  que  voici  : 

«  On  peut  se  convaincre,  par  les  considérations  développées 
dans  ce  paragraphe,  que  les  principes  de  Newton  suffisent  pour 
résoudre  tout  problème  mécanique,  j)Ourvu  que  Ton  prenne  soin 
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d'entrer  assez  dans  les  détails.  Il  faut  alors,  pour  élucider  un  cas 
quelconque  d'équilibre  ou  de  mouvement,  considérer  toutes  les 
accélérations  produites  par  les  réactions  mutuelles  des  masses 
comme  effectivement  appliquées  à  celles-ci.  On  peut  reconnaître 
ce  même  grand  (ait  dans  les  phénomènes  les  plus  variés  ;  il  donne 
aux  conceptions  physiques,  d'une  part  une  unité,  une  homogé- 
néité et  une  économie  fort  grandes  et,  d'autre  part,  une  fécondité 
auxquelles,  avant  Newton,  il  était  impossible  de  songer. 

»  La  Mécanique  n'a  pas  son  but  unique  en  elle-même.  Elle  doit 
aussi  résoudre  des  problèmes  divers,  soit  pour  les  besoins  de  la 
pratique,  soit  pour  le  soutien  d'autres  sciences.  Il  j  a,  en  général, 
avantage  à  résoudre  ces  problèmes  par  d'autres  méthodes  que 
celles  de  Newton.  Nous  avons  déjà  dit  que  ces  divers  procédés 
sont,  au  fond,  équivalents,  mais  il  serait  fort  incommode  de  vou- 
loir constamment  en  revenir  aux  conceptions  purement  nevvlô- 
niennes,  en  dédaignant  les  avantages  que  peuvent  offrir  les  autres; 
il  suffit  d'avoir  acquis  la  conviction  que  ce  retour  est  toujours 
possible.  Il  convient  d'ajouter  c[ue  les  conceptions  de  Newton  sont 
véritablement  les  plus  satisfaisantes  et  les  plus  limpides.  Poinsot 
prouvait  un  sens  élevé  de  la  clarté  et  de  la  simplicité  scientifiques 
eu  voulant  les  poser  comme  seules  bases  de  la  Science.   » 

Nous  ne  souscririons  pas  enlièiement  à  ces  jugements  du  pro- 
fesseur de  Vienne;  nous  ne  croyons  pas  qu'il  3-  ait  toujours  équi- 
valence entre  la  méthode  de  Lagrange  et  la  méthode  que  Laplace 
et  Poisson  ont  tirée  des  principes  de  Newton;  nous  pensons  que 
l'extrême  économie  intellectuelle  qui  a  présidé  à  la  constitution  de 
cette  dernière  méthode  l'a  trop  appauvrie  pour  qu'elle  puisse 
fournir  une  représentation  satisfaisante  de  tous  les  phénomènes 
d'équilibre  et  de  mouvement.  Mais  nous  avons  assez  insisté  ail- 
leurs (')  sur  ces  considérations  pour  (pi'il  nous  soit  permis  de  les 
abréger  ici. 

8.  Arri\ons  maintenant  à  une  difficulté  singulière  que  soulèvent 
les  princij)es    de    la    Dynaminuc.    Newton    avait  déjà   rencontré 
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cette  difficulté;  bien  d'autres  penseurs  s'y  sont  heurtés  a  près  lui; 
il  y  a  une  trentaine  d'années,  M.  Cari  Neumann  et  M.  E.  Mach 
ont,  de  nouveau,  attiré  sur  elle  l'attention  des  philosophes  et  des 
physiciens. 

En  premier  lieu,  il  est  bien  certain  que  le  mouvement  relatif 
de  deux  corps  l'un  par  rapport  à  l'autre  est  le  seul  mouvement 
que  le  physicien  puisse  observer  et  sur  lequel  le  i^éomètre  puisse 
raisonner.  L'un  et  l'autre  attribuent  un  sens  précis  à  cette  pro- 
position :  les  deux  corps  A  et  B  se  meuvent  l'un  par  rapport  à 
l'autre;  elle  signifie  que  l'ensemble  des  deux  corps  A  el  B  n'a  pas 
même  configuration  auK  divers  instants  de  la  durée.  Mais  que  l'on 
ne  songe  pas  à  leur  demander  si  c'est  le  corps  A  qui  se  meut,  on 
le  corps  B,  ou  ces  deux  corps  à  la  fois;  cette  question,  comme 
toute  question  relative  au  mouvement  absolu  d'un  corj)s,  n'a  pour 
eux  aucun  sens 5  lorsqu'ils  parlent  du  mouvement  d'un  corps,  ils 
supposent  toujours  qu'on  a  fait  choix  d'un  terme  de  comparaison, 
d'un  trièdre  de  référence  auquel  ce  mouvement  est  rapporté. 

En  second  lieu,  il  est  bien  certain  que  la  Mécanique  ne  peut 
formuler  les  lois  auxquelles  obéissent  les  mouvements  d'un  cer- 
tain nombre  de  corps  si  elles  se  bornent  à  considérer  les  mouve- 
ments relatifs  de  ces  corps.  Cette  remarque  est  évidente  si  l'on 
considère  la  proposition  fondamentale  de  la  Dynamique  telle  que 
la  formule  M.  E.  Mach;  selon  cette  proposition,  si  l'on  isole  deux 
petites  parties  matérielles  déterminées,  leurs  accélérations  sont 
directement  opposées  et  le  rapport  de  ces  accélérations  a  une  va- 
leur invariable.  Or,  pour  qui  connaît  seulement  le  mouvement 
relatif  des  deux  particules  considérées,  il  est  impossible  de  parler 
de  l'accélération  de  chacune  de  ces  deux  particules;  ce  sont  là, 
pour  lui,  des  mots  vides  de  sens.  Les  deux  particules  n'ont  d'ac- 
célérations que  si  l'on  suppose  le  mouvement  de  leur  ensemble 
rapporté  à  un  certain  trièdre  de  référence;  mais  alors  ces  accélé- 
rations, leurs  directions,  leur  rapport,  dépendent  essentiellement 
du  trièdre  de  référence  que  l'on  a  choisi.  Si  la  proposition  précé- 
dente est  exacte  lorsqu'on  fait  choix  d'un  certain  trièdre  de  réfé- 
rence, elle  devient  fausse,  en  général,  lorsqu'on  en  prend  un  autre 
animé,  par  rapport  au  premier,  d'un  mouvement  quelconque. 

L'énoncé  classique  de  la  loi  de  l'inertie  donnerait  lieu  à  des  re- 
marques  semblables.    Un   point  matériel  isolé,   dit  cette  loi,  est 
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animé  d'iiu  mouvement  lectiligoe  et  iinif'oime.  Pour  le  géomètre 
comme  pour  le  physicien,  si  un  point  matériel  était  seul  au  monde, 
il  serait  absuide  de  parler  de  son  mouvement;  quel  repère  per- 
mettrait de  reconnaître  ce  mouvement?  On  ne  peut  parler  du 
mouvement  d'un  point  matériel  qu'en  concevant  en  même  temps 
l'existence  d'un  terme  de  comparaison  à  partir  duquel  on  l'ob- 
serve. Mais  alors,  si  le  mouvement  de  ce  point  est  rectiligne  et 
uniforme  lorsqu'on  le  rapporte  à  un  certain  terme,  il  n'est  plus 
en  général  rectiligne  et  uniforme  pour  qui  le  rapporte  à  un  autre 
terme  en  mouvement  relativement  au  premier. 

Ces  remarques,  que  l'on  pourrait  développer,  conduisent  toutes 
à  cette  conclusion  :  Les  énoncés  fondamentaux  de  la  Dynamique 
supposent  que  tous  les  mouvements  soient  rapportés  à  un  même 
trièdre  de  référence;  supposés  exacts  par  rapport  à  un  certain 
trièdre,  ils  le  seront  encore  par  rapport  à  un  second  trièdre,  si  le 
mouvement  relatif  de  ces  deux  trièdres  est  un  mouvement  de 
translation  uniforme;  hors  ce  cas,  ils  seront  généralement  taux, 
si  l'on  rapporte  les  mouvements  au  second  trièdre. 

La  considération  du  temps  nous  aurait  permis  de  développer 
de-,  observations  semblables  à  celles  que  nous  venons  de  faire 
louchant  le  mouvement.  Ni  le  géomètre,  ni  le  physicien  ne  sau- 
raient traiter  d'un  temps  absolu,  mais  seulement  du  temps  re- 
latif n  une  certaine  hoilo^c.  Tous  les  énoncés  de  la  Djuamique 
supposent  qu'une  certaine  horloge  ait  été  choisie.  Vrais  pour  une 
certaine  horloge,  ils  ne  le  seront  plus  en  général  pour  une  autre 
horloge,  à  moins  que  l'heure  marquée  par  celle-ci  ne  soit  une 
fonction  linéaire  de  l'heure  lue  sur  celle-là. 

Tout  système  mécanique,  construit  selon  les  principes  que 
(jidilée,  lluvgens  et  Newton  ont  formulés,  suppose  donc  le  choix 
(Tnii  trièdre  de  réierence  déterminé  et  d'une  horloge  déterminée. 
A  cette  proposition  on  peut  joindre  celle  autre  qui  n'énonce 
plus  qu'une  loi  approchée  :  on  peut  construire  un  système  méca- 
nique simple,  et  concordant  avec  rexpérience,  en  prenant  un 
trièdre  de  référence  auquel  l'ensemble  des  étoiles  fixes  demeure 
lié  d'une  façon  presque  invariable  et  une  horloge  par  rapport  à 
hupiclle  le  mouvement  diurne  est  sensiblement  uniforme. 

Ceux.  (|ui  voient  seulement  tlans  les  théories  physicpies  un  sym- 
bole maLh('mali(pie  propre  à  (igurer  la  réalité,  mais   sans  relation 
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de  nature  avec  cette  réalité,  se  contentent  aisément  de  ce  qui  vient 
d'être  dit;  ils  admettent  sans  peine  que,  pour  construire  ce  sym- 
bole, il  faille  faire  appel  à  un  trièdre  de  référence  purement  idéal, 
à  une  horloge  purement  idéale;  que  rien,  dans  la  réalité,  ne  cor- 
responde à  ce  trièdre,  à  cette  horloge,  ce  n'est  point  pour  les  scan- 
daliser. 

Il  n'en  va  plus  de  même  de  ceux  qui  veulent  voir  dans  les  théo- 
ries physiques,  non  pas  un  symbole,  mais  une  intuition  de  la 
réalité;  ceux-là  exigent  que  le  terme  de  comparaison  auquel  la 
Dynamique  rapporte  les  mouvements,  que  l'horloge  sur  laquelle 
elle  lit  les  temps  correspondent,  non  pas  a|)proximativemenl, 
mais  exactement,  à  des  objets  réels. 

Les  uns  veulent  que  ces  objets  soient  réels,  mais  ils  ne  les  sup- 
posent pas  matériels;  avec  Newton,  ils  admettent  l'existence  d'un 
temps  absolu,  d'un  espace  absolu;  sur  la  nature  de  ce  temps  et 
de  cet  espace,  ils  discutent  en  métaphysiciens;  tel  Ciarke,  qui  fait 
du  temps  absolu  et  de  l'espace  absolu  les  attributs  de  Dieu. 

D'autres,  plus  positivistes,  exigent  que  le  terme  auquel  la  Mé- 
canique rapporte  les  mouvements  ait  une  existence  matérielle. 
Selon  .M.  Cari  Neumann,  la  forme  des  équations  de  la  Mécanique 
postule  l'existence  d'un  certain  corps,  le  corps  absolument  fixe 
ou  corps  a.  L'existence  de  ce  corps  découle  des  théories  de  la 
Dynamique  et  des  vérifications  qu'elles  trouvent  dans  l'expérience, 
comme  l'existence  de  Véther  résulte  du  succès  de  l'Optique 
ondulatoire.  M.  Budde,  poussant  plus  loin  la  même  conception, 
croit  (pie  ce  corps  a  est  un  milieu  où  tous  les  autres  corps  sont 
plongés. 

«  Je  n'ai  rien  à  objecter  à  la  manière  de  voir  de  Budde,  dit 
M.  Mach,  mais  je  pense  que  les  propriétés  de  ce  milieu  peuvent 
être  découvertes  par  un  jjrocédé  physique  quelconque  et  ne 
doivent  pas  être  acce|jtées  ad  hoc.  Des  propriétés  d'un  tel  milieu 
nous  n'avons  aujourd'hui  aucune  notion  suffisante,  non  plus  que 
des  conditionsde  mouvement  des  corj)s  qui  s'y  trouvent  plongés,  w 

9.  La  Dynamique  tout  entière  est  condensée  en  un  très  petit 
nombre  de  projiositions;  si  cette  Dynamique  rendait  conq^te  de 
tous  les  phénomènes  que  nous  ju-ésente   le  monde  de  la  matière, 
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l'éco/ioniie  de  la  pensée  scientifique  aurait  atteint  son  plus  haut 
degré. 

Cette  explication  mécanique  de  tous  les  phénoniènes  phj- 
si(|ues  fut  longtemps  regardée  comme  l'objet  propre  de  la  Science; 
M,  Macli  n'hésite  pas  à  regarder  comme  erronée  cette  conception 
de  la  Plijsiqne  : 

((  Quand  nous  voyons,  dit-il,  les  encyclopédistes  du  xviii*'  siècle 
se  croire  tout  proche  du  but,  qui  était  l'explication  phjsico- 
mécaniqiie  de  la  nature  entière,  et  Laplace  imaginer  un  génie 
qui  pourrait  donner  l'état  de  l'univers  à  un  instant  quelconque 
de  l'avenir,  s'il  connaissait,  à  un  instant  initial,  toutes  les 
masses  qui  le  composent,  avec  leurs  positions  et  leurs  vitesses, 
non  seulement  cette  surestimation  enthousiaste  de  la  portée  des 
conceptions  physiques  et  mécaniques  acquises  dans  le  xviii"  sièplc 
nous  semble  bien  excusable,  mais  elle  est  vraiment  pour  nous  un 
spectacle  réconfortant,  noble  et  élevé,  et  nous  pouvons  sympa- 
thiser du  fond  de  notre  cœur  avec  cette  joie  inlellectuelle  unique 
dans  riiisloire. 

»  Maintenant  qu'un  siècle  s'est  écoulé,  et  que  nous  sommes 
devenus  plus  réfléchis,  cette  conception  du  monde  des  encyclopé- 
distes nous  apparaît  comme  une  myt/iologie  mécanique  en  oppo- 
sition avec  la  mytJiologie  animique  des  anciennes  religions.  » 

Le  [)rofesseur  de  Vienne  reprend  ailleurs  la  même  idée;  en  con- 
damnant les  excès  du  mécanisme,  il  définit  la  méthode  selon  la- 
(|uelle  la  Pliysiquc  doit  progresser  désormais.  Qu'il  nous  soit 
permis  de  citer  en  entier  les  deux  pages  par  lesquelles  s'ouvre  le 
Cliapitre  consacré  aux  Rapports  de  la  Mécanique  et  de  la  Phy- 
sique; les  pensées  qui  y  sont  exprimées  nous  semblent  justes  et 
fortes  : 

«  Il  n'existe  pas  de  phénomènes  purement  mécaniques.  Quand 
deux  masses  se  communnjucnt  des  accélérations  réciproques,  il 
semble  cpie  là,  tout  au  moins,  il  y  ait  un  pin- phénomène  de  mou- 
vement. Mais  à  ce  mouvement  sont,  dans  la  réalité,  toujours  liées 
des  variations  thermi(|ues,  magnétiques  et  électriques  qui,  dans 
la  mesure  où  elles  se  produisent,  modifient  le  phénomène.  Inver- 
sement, des  circonstances   thermiques,  magni'liqucs,  électriques 
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et  chimiques  [jeuvenL  délerininer  un  mouvement.  Les  pliénomèncï 
purement  mécaniques  sont  donc  des  abstractions,  intentionnelles 
ou  forcées,  dont  le  but  est  une  plus  grande  facilité  de  l'examen. 
Il  en  est  de  même  de  toutes  les  autres  catégories  de  phénomènes 
physiques.  En  toute  rigueur,  tout  phénomène  appartient  à  toutes 
les  branches  de  la  Physique,  qui  n'ont  été  distinguées  l'une  de 
l'autre  que  pour  des  raisons  conventionnelles,  physiologiques  ou 
historiques. 

»  L'opinion  qui  fait  de  la  Mécanique  la  base  fondamentale  de 
toutes  les  autres  branches  de  la  Physique,  et  suivant  laquelle  tous 
les  phénomènes  physiques  doivent  recevoir  une  explication  méca- 
nique est,  selon  nous,  un  préjugé.  La  connaissance  la  plus 
ancienne  au  point  de  vue  historique  ne  doit  pas  rester  la  base 
delà  compréhension  des  faits  découverts  plus  tard.  Dans  la  mesure 
où  un  plus  grand  nombre  de  phénomènes  sont  connus  et  catégo- 
risés, des  conceptions  directrices  entièrement  nouvelles  peuvent 
surgir  et  s'instaurer.  Aujourd  hui,  il  nous  est  encore  impossible 
de  sa\oir  quels  sont  les  phénomènes  physiques  qui  pénètrent  le 
plus  au  fond  des  choses,  ou  de  savoir  si  le  phénomène  mécanique 
n'est  pas  précisément  le  plus  superficiel  de  tous,  ou  si  tous  ne  sont 
pas  d'une  égale  pénétration.  En  Mécanique  même,  on  ne  consi- 
dère plus  la  loi  la  plus  ancienne,  celle  du  levier,  comme  la  base 
de  toutes  les  autres. 

»  La  conception  mécanique  de  la  Nature  nous  apparaît  comme 
une  hypothèse  fort  explicable  historiquement,  excusable  et  peut- 
être  fort  utile  pour  un  temps,  mais,  somme  toute,  artificielle.  Poui' 
rester  fidèles  à  la  méthode  qui  a  conduit  les  chercheurs  les  plus 
illustres,  Galilée,  Newton,  Sadi-Carnot,  Faraday,  J.-R.  Mayer, 
à  leurs  grandes  découvertes,  nous  devons  limiter  notre  science 
physique  à  l'expression  des  faits  obse/\'ables,  sans  construire  des 
hypothèses  c/e/V7é/"e  ces  faits,  où  j)lus  rien  n'existe  qui  puisse  être 
conçu  ou  prouvé.  Nous  avons  donc  simplement  à  découvrir  les 
dépendances  réelles  des  mouvements  de  masses,  des  variations  de 
température,  des  changements  de  valeur  de  la  fonction  poten- 
tielle, des  changements  d'état  chimique,  sans  nous  rien  ima- 
giner d'autre  sous  ces  éléments  qui  sont  les  caractéristiques 
phvsiques  directement  ou  indirectement  données  [lar  l'observa- 
tion.  » 
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10.  Celte  mélhode,  M.  Mach  l'a  appliquée,  en  divers  Ouvrages, 
auK  phénomènes  thermiques  (');  dès  1872,  Il  a  donné,  touchant 
l'usage  qu'on  en  pouvait  faire  en  l'étude  des  phénomènes  élec- 
triques, quelques  indications  reproduites  au  présent  Ouvrage  ;  fort 
justement,  l'auteur  remarque  que  la  mélhode  préconisée  par  lui 
est  celle  que  Cohn  et  que  M.  Hertz  ont  employée  en  des  Mémoires 
célèhres;  il  convient  seulement  d'observer  que  M.  Mach  se  bor- 
nait à  traiter  des  phénomènes  électroslaliques,  tandis  que  ses  suc- 
cesseurs ont  groupé  dans  une  môme  théorie  ces  phénomènes  et 
les  effels  électromagnétiques. 

La  Thermodynamique,  telle  que  l'ont  conçue  Kirchhoff  et 
M.  Mach,  la  Science  électrique,  telle  que  la  construisent  Hertz 
et  Cohn,  sont  bâties  sur  un  plan  semblable  cà  celui  que  M.  Mach 
impose  à  la  Mécanique.  Au  début,  un  petit  nombre  dM.ypolhèses 
ou  d'équations  sont /J05^«/ee5  d'emblée  dans  toute  leur  généralité  ; 
ainsi,  à  la  base  de  la  Thermodynamique,  on  pose  le  principe  de 
la  conservation  de  l'énergie  et  le  principe  de  Carnol-Clausius  5  a 
la  base  de  l'Électricité,  on  inscrit  les  six  équations  de  Maxwell  et 
l'expression  de  l'énergie  électrique.  L'Analyse  mathématique  tire 
alors  des  principes  posés  une  foule  de  conséquences.  Ces  consé- 
«piences,  enfin,  sont  comparées  aux  faits  d'expérience;  la  concor- 
dance entre  ceux-ci  et  celles-là  est  la  preuve  que  la  théorie  est  bonne. 

Si  satisfaisantes  que  soient  les  théories  ainsi  construites,  elles 
présentent  un  défaut  <pu  ne  leur  permet  pas  de  satisfaire  entière- 
ment le  penseur.  Elles  sont  isolées  les  unes  des  autres.  Chacune 
d'elles,  issue  de  principes  autonomes,  forme  un  Chapitre  à  part, 
sans   lien    avec  les   autres  Chapitres  dont  l'ensemble  constitue  la 

Physi(pic. 

Ce  morcellement  de  la  Science  physique  ne  saurait  contenter 
un  philosophe  convaincu  que  «  tout  phénomène  appartient  à  la  lois 
à  toutes  les  branches  de  la  Phvsique  ».  Aussi  le  professeur  de 
Vienne  rccommande-l-il  de  chercher  les  liens  ^'analogie  qu. 
peuvent  exister  entre  les  diverses  parties  de  la  Physique  :  «  Il  est 
r„rt  utile  de  comparer  entre  eux  les  concepts  directeurs  dans  les 
divers  domaines  de  la  connaissance  scienlKique  ». 


(')  K   MAnn,  Die  Geschichte  un d  die  Wurzel  des  Satzes  der  Erhaltun^  der 
Arbeit.  Prague,  187..  -  Principien  der   Wdrmclckrc.  Leipzig,  18./.. 
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Celle  recherche  même  de  l'anjilogie  entre  les  divers  Chaniires 
de  la  ihéorie  ne  hii  appareil  pas  comme  le  Lui  dernier  à  alleindre, 
mais  comme  un  achemmemenl  vers  un  idéal  plus  t'ievé  : 

((  La  poursuite  de  ces  analogies  et  de  ces  dissemblances  conduit 
à  une  Physique  comparée  (\u'i  permettra  un  jour  Texpression  svn- 
tliétique  de  très  vastes  domaines  de  faits,  sans  additions  arbi- 
traires. On  en  arrivera  alors  à  une  Phvsique  homo^rne,  sans  l'aire 
appel  à  l'artifice  des  théories  atomiques.   » 

\u  économie  de  la  pensée,  dans  laquelle  ^I.  Mach  \oil  le  but 
logique  de  la  Science,  nous  presse,  en  effet,  de  substituer  à  lan- 
cienne  Mécanique  une  science  dont  les  principes,  de  plus  en  plus 
généraux,  nous  donnent  la  représentation  résumée  d'un  ensemble 
de  faits  de  plus  en  plus  vaste.  Depuis  rpielques  années,  nous 
vovons  se  multqjlier  les  tentatives  qui  ont  |)Our  objet  l'édificalion 
duue  telle  Energétique. 

Ces  tentatives,  M.  Mach  reproche  à  Hertz  de  les  avoir  a  traitées 
beaucoup  j)lus  méchammenl  (jn'il  ne  cori\ieiit  v,;  il  en  parle  lui- 
même  avec  faveur;  et,  bien  qu'il  ne  se  soit  pas  efforcé  de  nous 
donner  un  projet  d'Energétique,  nous  pouvons  le  compter  au 
nombre  des  précurseurs  et  des  promoteurs  de  cette  doctrine  nou- 
velle ;  elle  est,  en  ellet,  l'aboutissant  naturel  des  principes  qu'il  a 
posés. 

11.  M.  Mach  est  un  ad\eisaiie  résolu  de  la  philosophie  qui 
prétend  réduire  tous  les  phénomènes  du  monde  matériel  au  mou- 
vement, de  cette  philosophie  dont  Descartes  a  été  le  législateur. 
La  réaction  qu'il  propose  contre  la  philosophie  cartésienne  va,  du 
reste,  plus  loin.  Entre  le  monde  de  la  matière,  dont  Tesseuce  est 
léteniue  et  le  monde  des  esprits,  dont  l'essence  est  la  pensée, 
la  philosophie  cartésienne  avait  tracé  un  fossé  profond  comme  un 
abîme;  ce  fossé,  ^L  ^lach  entrevoit  le  temps  où  il  sera  comblé  : 

«  Une  recherche  phvsique  plus  circonspecte  conduira  à  l'ana- 
lyse des  sensations,  ^sous  reconnaîtrons  alors  (et  nous  commen- 
çons actuellement  à  le  faire),  que  notre  sensation  de  la  faim  n'est 
pas  essentiellement  différente  de  la  tendance  de  l'acide  sulfuriquc 
vers  le  zinc,  et  que  nuire  volonté  n'est  pas  si  différente  de  la  près- 
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sion  de  la  pierre  sur  son  support.  Nous  nous  relrouverons  ainsi 
plus  près  de  la  nature  sans  qu'il  v  ait,  besoin  de  nous  résoudre  en 
une  incompréhensible  nébuleuse  de  molécules,  ou  de  faire  de 
l'univers  un  système  de  gioupemenls  d'esprits.  On  ne  peut  natu- 
rellement que  conjecturer  la  direction  dans  laquelle  on  peut 
s'attendre  à  ce  qu'une  recherche  longue  et  |)leine  de  fatigue  con- 
duise vers  la  lumière.  Ce  serait  faire  de  la  mythologie  et  non  de 
la  science  que  de  vouloir  anticipe/^  sur  le  résultat  ou  essaver  de 
l'introduire,  si  peu  que  ce  soit,  dans  les  recherches  scientifiques 
actuelles.   » 

Le  passage  que  nous  venons  de  citer  eût  été  favorablement 
accueilli  par  Leibniz  ;  car,  selon  lui,  les  phénomènes  que  nous  pré- 
sentent les  corps  <(  ne  consistent  pas  seulement  dans  l'étendue  et 
son  changement  toutnud  »,  mais  «  il  faut  nécessairement  y  recon- 
naître quelque  chose  qui  aje  du  rapport  aux  âmes  ».  Ce  passage 
eût  été,  surtout,  salué  par  les  anciens  scolastiques  comme  un 
retour  à  leurs  doctrines  préférées;  pour  eux,  en  effet,  comme  pour 
M,  Mach,  la  force  qui  entraîne  le  fer  vers  l'aimant,  altération 
engendrée  par  la  présence  de  l'aimant  en  la  forme  substantielle 
du  fer,  n'était  pas  essentiellement  dilférente  de  la  symj)alhie  ou 
de  l'appétit  qui  nous  sollicite  vers  une  personne  ou  une  chose, 
car  cette  passion  n'est  qu'une  altération  engendrée  par  la  présence 
ce  l'objet  dans  l'âme,  forme  substantielle  de  l'homme. 

M.  Mach  subit  donc,  comme  tant  d'autres,  la  poussée  de  ce 
grand  courant  qui  fait  dériver  la  pensée  scientifique  vers  des  doc- 
trines que  l'on  crovait  naguère  abandonnées  sans  retour. 


Arrêtons  cette  analyse,  trop  longue  pour  ce  Bulletin,  trop 
courte  pour  embrasser  \cs  pensées,  amples  et  multi|)les,  que  sug- 
gère la  lecture  du  livre  de  ISl.  Macli.  Ce  livre  a  été  écrit  pour 
empêcher  la  Mécanique  de  dégénérer  en  une  suite  de  formules 
exactes  et  précises,  mais  sèches  et  stériles.  Dans  l'enseignement 
français,  pour  des  causes  qu'il  est  inutile  d'éniimérer,  car  tout  le 
monde  h.'s  contiaîl,  la  Mé('annpi(\  peu  à  jx-ii  vidi'-e  de  tout  contenu 
réel,  se  trouve  r(';(luite  à  une  loiiiie  rigide,  mais  moiIe;  dans  lin- 
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troduclion  qu'il  a  écrile  pour  le  présent  Ouvrage,  M.  E.  Picard 
n'hésite  pas  à  qualifier  la  Dynamique  enseignée  aujourd'hui  de 
«  Science  liiératique  et  figée  ».  Que  les  maîtres  et  les  étudiants 
lisent  et  méditent  la  Mécanique  du  professeur  Mach;  ils  y  trou- 
veront les  principes  de  résurrection  qui,  sur  les  ossements  dessé- 
chés de  ce  squelette,  feront  renaître  la  chair,  vivante  et  palpitante. 

P.     DuHEM. 


MELANGES. 

SUR  LES  THÉORÈMES  DE  JACOBI  ET  LIOUVILLE; 
Par  m.  X.  SALTVKOW. 

1.  Il  s'agit,  dans  la  Xole  qui  va  suivre,  des  deux  théorè/ncs 
classiques  concernant  l'intégrale  générale  des  équations  cano- 
niques 

,  ,  dq^       OH  dp;  ^H  ^  . 

^'^  -7a  =r)^/       -dt=~ocf,       ^^  =  ','^-,  •••,")•, 

H  représentant  une  functlon  quelconque  des  variahles  t,  r/t, 
q.,,  .  .  . ,  q,i^  /?!,  /?2,  . .  . ,  p,i'  Pour  former  l'intégrale  générale  du 
système  (i),  Jacohi  considère  une  intégrale  complète  de  lécpia- 
lion  aux  dérivées  partielles  corrélative 

{l)  p  —  1I(  /,    ^1,    72,     •  •  •:    q.t:   /'!•  Pi-,    ■  ••,  /'./ )  =  ", 

les  variables/?,  /;>,,  p,^^  .  .  .,  p,i  y  désignant  les  dérivées  partielles 
du  jiremier  ordre  d'une  seule  fonction  :;  par  rapport  aux  variahles 
'j  7(1  721  '--i  (Jif  Quant  à  Liou\illc,  il  |)art  d'un  système  des 
n  intégrales  en  involution  des  équations  cauonic|ues  (i).  Or  ces 
deux  points  de  départ  dilTérents  n'introduisent  pourtant  aucune 
distinction  essentielle  dans  la  théorie  étudiée. 
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Soit,  en  effet,  l'intégrale  complète  de  Téquation  (2) 
(3)  ;:  =  V(/,  7,,  7.:,   .  . .,  cja,  b^,  b,,  .  .  .,  b„)  ■+-  b, 

/>,  bi,  b-2,    .  .  • .  b„  étant  /i  +  i  constantes  arbitraires  et  le  déter- 
minant fonctionnel 


^4) 


àqt  '  àq.2'  '  dq,i 


bi,  62,    .  .  .,  b„ 

ne  s'annulant  pas.  Les  éqnations 

dV  ^. 

étant  résolubles  par  rapport  à  bx^  Z>2,  •  .  .,  b,ii  définissent  n  inté- 
grales en  ini-oliilion  du  système  canonique  (i) 

(5)     Fi(f,  qt,  go,  ....  q„,  p^,  p.2,  ...,  p„)  =  b,-         (i  =  \ ,■?.,...,  n). 

Donc  le  cas  de  Jacobi  se  réduit  à  celui  de  Liouville.  Inverse- 
ment, comme  il  est  bien  connn,  on  obtient  par  une  quadrature 
l'intégrale  complète  de  l'équation  (2),  moyennant  les  n  intégrales 
en  involiition  du  système  (i)  résolubles  par  rapport  à  ^,, 
/)o,  .  .  .,  p„.  Par  conséquent,  les  deux  théorèmes  étudiés  sont  au 
fond  identi(]ues,  car  l'intégrale  complète  (3)  et  les  intégrales  (5) 
l'ésolubles  par  rapport  à/>(,  /)o,  .  •  .  ,  />«,  constituent  des  éléments 
équivalents  au  point  de  vue  d'intégration  des  équations  (i).  Or, 
de  plus,  Liouville  étudie  encore  un  second  cas,  en  introduisant 
une  nouvelle  livpolhèse  relative  à  la  résolutum  des  int(''grales 
données  du  svstème  (i);  mais  ce  dernier  se  ramène  d'ailleurs  au 
])remier  ibéorèmc  par  une  transformation  des  équations  [voir  ma 
Note  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  du  i^  août  iyo3). 

Les  démonstrations  bien  connues  des  lliéorèmcs  en  question 
consistent  à  faire  voir  cpic  les  formules  données  a  priori  repié- 
scntcnt  précisément  les  é(piations  inlégralcs  requises.  Or  nous 
nous  proposons  de  niodiliei-,  dans  les  lignes  suivantes,  ce  mode  do 
démonstration,  en  cbercliant  à  calculer  les  intégrales  demandées, 
sans  savoir  leur  forme  a  priori.  Il  est  aisé  de  donner  j)lusieurs 
dém(jnslratujns  de  ce  gcnic.  Certes  la   plus  simple   est  celle  que 
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M.  G.  DarLoux  a  appliquée  aux  é<|ualions  tlifTérenliclles  de  la 
Dynamique  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces 
{W"  Partie,  p.  480). 

2.  En  effet,  comme  on  vient  de  le  voir,  la  connaissance  de 
l'intégrale  complète  (3)  entraîne  celle  des  n  intégrales  (5)  du  svs- 
tème  (1),  résolubles  par  rapport  à  /?, ,  /ji^^  •  •  •  «  Pu-  I'  suffit  alors, 
pour  achever  l'inlégralion  du  svslème  (i),  de  (brmer  de  ses  /i  pre- 
mières équations  n  relations  inlégrables,  moyennant  les  intégrales 
connues  (5).  On  y  parvient  aisément,  en  vertu  des  identités  que 
l'on  obtient,  en  dillércnliant  rnlenlilé 

dX       ,,/  <)\      d\  d\', 

r-   Il       /.   r/i,   /7.,,    ....   a.,. ,      — ,    ....    —  o. 

01  \         ^'      ^-  ^  '•    OfJ,       ûq.  0,jj 

par  rapport  aux  quantités  /y,,  /y^,  .  .  .,  ^„. 


V"  '^11      o-  » 

7  ——  1~  =0         (  5  =  I ,  i>..  .  . . ,  «  ). 

.^  dp/,.   OtI i.Obf  ' 


ul  Ob^         ^^  Opi;  0<i 
/.  =  1 

]\Ioyennant    les    équations  à   intégrer,   ces  dernières   identités 
nous  donnent  n  équations  suivantes 

//  • 

d-\  v^      à'-\      fil  II,. 

A  ^  1 

dont  les  premiers  membres  sont  des  dérivées  exactes 
d  /  ô\ 


Donc  les  équations  intégrales  requises  deviennent 
-jj^  =  a_,         (s  =  F,  -2,   ...,  n), 

ai,  <7o,  .  .  .,  a,i  étant  n  constantes  arbitraires.  Il  va  sans  dire  que 
les  équations  obtenues  sont  distinctes,  car,  étant  indépendantes 
des  p\yp-,,  ....  p,i,  elles  sont  de  j)lu5  résolubles  par  raj)port  aux 
variables  ^1,  q._,,  ...,  y,^,  en  vertu  de  riiv|)otljèse  faite  sur  le 
déterminant  (4). 

3.   Nous  allons  à  présent  exj:)Oser  encore  nne  autre  démonstra- 
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lion  s'appliquant  sans  distinction  dans  les  deux  cas  étudiés  par 
Liouville.  Précisons  d'abord  les  propriétés  caractéristiques  des 
intégrales  clierchées.  Remarquons,  en  premier  lieu,  comme  les 
fonctions 

(6)  '  r^U,     F,,     F„     ...,     F,, 

sont  en  involulion,  que  les  n  +  i  équations  aux  dérivées  partielles 
de  la  fonction  f 

[O  (i=  I,    2,    ....   s—  I,   5-r-I.    ...,   n), 

forment  un  système  intégrable.  On  en  conclut  qu'fY  existe  n  inté- 
grales du  système  (i) 

/s(t,    qt,    ^J-2,    ■■-,'/:,.   Pl-   Pl,     ■■••  Pu)  =   (^S  (s  =   \,    ■!,...,    n),       ' 

dont  chacune  est  conjuguée  a^ec  Lune  des  intégrales  dis- 
tinctes (5)  et  en  involution  avec  toutes  les  autres. 

Ce  point  établi,  il  est  aisé  de  résoudre  notre  problème  en  remar- 
c|uant  que  toute  fonction  y"^  est  définie  par  les  équations 

(7)  .     p     f         \  o        (  f  =  I ,  '2,  . . . ,  5  —  1 ,  5  -;-  I ,  . . . ,  « . 

Supposons  d'abord   cpie   les   intégrales  (5)  sont  résolubles  par 
rapport  aux  /?,,  /?o,  .  .  . ,  /;„,  le  déterminant  fonctionnel 

(8)  d(^Ï^^^''---'-?^) 

étant  distinct  de  zéro.  Transformons  ensuite  le  système  (7),  en 
introduisant,  au  lieu  des  /),,  p.,,  •••,  />«,  comme  nouvelles  va- 
riables, les  quantités  ^,,  ^o,  .  .  . ,  b„.  En  désignant  par  0^  la  fonc- 
tion transformée  fs^  le  système  (7)  devient,  en  vertu  des  pro- 
priétés des  l\)nclions  (()), 

01  ^    iJjl/,      0(11; 

^  dVi_  00,,  _  ^o         (i^s), 
Aià  Oj,,,  Oiju        /   I  (1  =  5). 
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D'autre  part,   les   valeurs  des  variables  p^  /?(,  p.^,  .  .    ,  />/,,  eu 
lonctions  des  quantités 

t,     qu     qi,      ■■■,     qn,     bj,     bi,      ...,     bn, 

définies  par  les  équations  (1)  et  (j),  les  vérifient  identiquement 
et  l'on  obtient,  en  différentiant  ces  dernières  identités  par  rapport 
à  6(,  62-  .  .  . ,  bni  les  identités  nouvelles 


dp         v^  d\l   dpk 
(i6ç         ^^  dpi;  Ob^ 


2 


ôVi  dpi;  _  \  O         f  £  <  s), 
Opic  Obs        (I  (i  =  5 j. 


Nous  avons  donc,  en  relrancliant  ces  dernières  égalités  des  pré- 
cédentes, 

à^,         àp         yi  d\\  /  dO.,         dp/, 
ut  dbg         ^^Opk     dqi;         db^ 


=  o 


A  =  l 
(f  =   I,    9.,     .  .  .,    Il), 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  5  de  i  à  n.  Moyennant  l'hypo- 
thèse faite  sur  le  déterminant  (8),  il  en  résulte 

/    N  (^^s         àp  d6.,         dpi,  • 

(Q)  —  =  -Ç-,  =  -V-         {h  =  \,  1,  . . .,  n), 

^'  dt         dbs  dqu        db,  ^  '     '  " 

pour  tous  les  5  de  i  à  n.  Comme  les  valeurs  p.  />(,  /?o,  .  .  .,  p,i 
définies  parles  équations  (i\  (5)  satisfont  deux  à  deux  à  toutes 
les  identités  de  la  forme 

àpr  _  àpi_ 
(Jqi  ~  dq/ 

on  obtient,  en  différentiant  ces  dernières  par  rapporta  ^, ,  ^2«  •••? 
b,,^  de  nouvelles  égalités  démontrant  que  le  système  (9)  est  com- 
plètement intégrable.  Donc  les  fonctions  0^  sont  définies,  à  des 
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constanles  arbitraires  près,  par  les  quaclralures  suivantes 

Ces  dernières  formules  deviennent,  si  Ion  revient  à  l'intégrale 
compièle  (3), 

Par  conséquent,  pour  avoir  les  fondions  /s,  il  reste  à  efFecluer 
la  transformation  inverse  des  variables,  en  remplaçant  les  bf, 
/>o,  .  .  .,  b,i  par  leurs  valeurs  F,,  Fo,  ....  F„. 

4.  I^a  démonstration  exposée  s'applu[ue  au  cas  nieii tioniu'  de 
Liouville.  Supposons,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  les  équa- 
tions (j)  sont  résolubles  par  rapport  aux  variables  />i,  /Jo,  ■••■, 
Pii-m^  '/n~in^\i  ^//t-m+-2,  •  •  •  ,  «/z; ,  Ic  tlélcrininant  fonctionnel 

■  y  /  r  I,  F.>,   .  .  ■ ,  F,.,_,„,  l' ,,-,„^^ ^■'\ 

\/>i,/>2,    ...,/).,-,„,  rj,i_,„^,,    ...,fj,,J 

ne  s'annulant  pas.  En  introduisant  ^,,  b-j,  ..  .,  b,i  comme  nou- 
velles variables,  au  lieu  des  /:»,,  p.^  .  .  .,  />«_,„,  qn-m+t,  •  •  -,  q,n 
les  écpialions  (^)  dcvicnuent  ' 


6/0,      v^  '^"  o^K-      x^     '^n         '>o, 

— ■    -+-     >     —     > ^ =  O, 

h      :I  /•     --  1 

jimiup/,  nqu         M,^Oqa~n,-M-   <hj„_,„^,.  ~   (\  {i~s). 


D'autre  part,  on  a  les  identités  suivantes 


Ob,         Z^  c>/^,    c^/v.,         jmÂ  <l(j;,^,i,^  ,.  '    \)b,  ^' 

/,  :--  1  /•  -  1 

/)      ;;;  m 

■y  dVj  ùpu-^  ^   yç       dVj        dq„-m+r  _  \  o 

jMwà  <)pi-   (Jhs  Jimà  0(Jn^,„^.,.  db,,  ~  {   I 


(i  ~  S). 
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n  en  résulte  les  égalités 


ùt  Obg     '     ^àop/-^  Oqj^         Ob.;  ) 


d\\         I        r)f),  dq„_,„+,.\  _^ 


/•=  1 


Oq,,-ni  +  r  V  'ipn-m  +  r     '  àb^ 


n  —  m  III 

Z^dpu\Oqu  Obsj  Z^tiqn-m^,\0pn-m-^r^  Ob^        j 

A  =  1  /•  =  1 

(J=  I,   -2,    ...,   /?j, 

pour  loules  les  valeurs  des  5  de  i  l\  n.  On  a  donc  les  équations 

cyO,  ^^^  o^^<)jn^  rJO,         ^         ')q„-,„.-r 

dt         oh  s  Oq  I;        Obs  ôp„^„,  +  r  àbg 

(  A"  =  1 ,  2,   .  .  . .  n  —  /??,/■=  1 ,  2,   . .  .  ^  ni), 

pour  toutes  les  significations  de  l'indice  5  de  i  à  n.  Comme  les 
intégrales  (5)  restent  en  involution,  de  même,  quand  on  répartit 
les  variables  en  deux  classes  canoniques  correspondant  à  cha- 
cune des  deux  lignes  suivantes 

Çu      'Jîi       ••••      fj/ii  —  /in  /'ii  —  /ii+ir      — Pn—in-\-îi       ■^■^      — Piii 

Pl->      Pli       ■••;      Pn-in-i  fjii-iii^l-,  fj  n—m~ïi  •  ■  ■ -,  Çrii 

il  en  résulte  que  les  équations  dernièrement  écrites  forment  un 
système  complètement  intégrable,  et  l'on  en  lire  par  des  quadra- 
tures, à  des  constantes  arbitraires  près, 


àqn-m+\     1  f^qn     ,       \ 

— ôbr^^"-"'-^'~^b:'^'"] 

{S      =       l,        2,  ...;        II). 

En  d'autres  termes,  si  l'intégrale  de  la  dififérentielle  exacte 

dz  =  p  dt  -hpi  dqi^.  .  .~pn-m  dqti-m—  qn-m+\  (Ipn-m+i  —  •  •  •—  '//i  dpn 

est  représentée  par  l'équation 

Z—\j{t,  qi,   ^2,    •■■:  q.i-ni,  Pn-m-i-l,    ■  ■  -,  Pn,   f>l,   f^l:    ...,   b,,)  —  b, 
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b  désignant  une  constante  arbitraire,  on  a  les  formules 

0,=    -7-  (s  =  I,    2,    .  .  .,    /J), 

Ou  s 
et  les  équations  intégrales  requises  deviennent 

—   =  «.,  (5  =  1,2,    ...,    71), 

<7|,  a.,^  .  .  .,  €1,1  étant  n  constantes  arbitraires. 

Considérons,  par  exemple,  le  système  canonique 

dqt        dW  Jpi  _       ôW 

dl         ùpi  dt.  dcji 

et  l'équation  aux.  dérivées  partielles  corrélative 

p-±-U  =  o, 
en  j  désignant 

t  f  Pi  t         p2      ' 

Notre  système  admet  trois  intégrales  en  involulion 

Pi 
et  Ton  obtient 


b] Pi  —  b^{b^q^_^  biCj y) 

P  = b,{t--b,y-  ' 

bit  bi  _       hx 

Il         bi{biqi^1qi)  —  b\pi 

^  =  b.i^t-b,)  +^- 

Par  conséquent,  les  formules 


d\}  ()U  ù\] 

ôbi  dbi 

fournissent  les  iutéiirales  cliercliées 


Obi  àbi  Obi 


'Pi 

{fhPi-^  q-ipi—  <'hPi)~~  =  «-2' 
tp-i 

s    'I^PX 
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Si  l'on  prend  pour  point  de  départ  les  deux  premières  inté- 
grales données  et  la  dernière  de  celles  qui  viennent  d'être  trou- 
vées, formant  de  même  trois  intégrales  en  involution  résolubles 
par  rapport  à  p^.  ^o,  q-i^  on  a 


U'=  (yfcji  — ctst  —  b.,a3\p2 


Alors  les  formules 

dV  dV  dU       , 

-,  -  =  «1.  -,      =  rf,,  =  bi 

dui  Ob-i  '  Oa^ 

définissent  les  trois  autres  intégrales  qui  sont  précisément  celles 
que  l'on  connaît  déjà. 

o.  La  démonstration  dernièrement  exposée  gagne  plus  de  sim- 
plicité, à  cause  de  symétrie  des  calculs,  si  l'on  part  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  la  plus  générale 

^'('JU    q-:     •■  ■■    fjn-  Pi.   Pî-     .  .  ■:  Pn)   =  i>, 

et  du  système  généralisé  des  équations  canoniques  correspondant 

d(/i   _  dcj2  _       _  dçn   _     dpi     _       _     d/jg 
oF    ^    dF    ~  ^   ~  _  ^^'  _  '^P  ' 

dpi  dp  2  dp,,  dcji  ôcja 

Effectivement,  soient  les  n  intégrales  en  involution  du  dernier 
système 

Fi(<7i5  5' 2,  •  •  -,  q II:  Pli  pi'  •  ■  ■ ,  p ,1  )  ~  ^ i         (  i  =  o,  1 ,  2,  . .  . ,  n  —  1  ), 

Fo  et  bû  désignant  conditionnellement  F  et  6,  les  valeurs  b^  bt, 
b2,  ■  ■  .,  b,i-i  étant  n  constantes  arbitraires.  Les  équations  défi- 
nissant les  /i  —  I  intégrales  requises  deviennent 

/r     /•^_^°        («  =  o,  I,  2,  .  ..,  s  —  I,  5^1,  .  ...  «  — i), 

pour  tous  les  s  de  i  k  n  —  i .  En  supposant 
F,  F,,  F,,  ...,F, 


\    Pi^  /"s,  Ps,    ■..,  Pn    I 


introduisons  6,  ^1,   b-^ bn_^  comme  nouvelles  variables,   au 

lieu  des  /;,,  p-i^  .  .  .,  p,,.  On   arrive  aisément  à  deux  séries  des 
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é2:alilés  suivantes 


dpi;  ùq u         (I  i  i  =  s  ). 

àl'i  ùp/,-  _  \  o         (  t  ^  s), 
()p/,   Ob^         (1  (  i  =  A-  ). 


Leur  différence  nous  donne  les  équations 

âVi  /àO,         OpA\ 


==  o         (i=n,  i,  -2,  ...,  Il  —  i), 

OpU     \   Ôpi;  Ôbg    I 

pour  toutes  les  valeurs  5  de  i  à  /i  —  i.  Moj'ennanl  Tinégalité  pré- 
cédente, il  en  résulte  les  équations  requises 

— ^  =  -•--  (  A  =  I ,  O,   . .  . ,  ;;  ;  5  =  I ,  •>,,  .  .  . ,  n  —  i). 

oqk        dbg 

6.  Il  va  sans  dire  c[ue  toutes  les  considérations  que  nous  venons 
de  développer  dans  cette  Note  s'appliquent  à  la  démonstration  des 
théorèmes  analogues  traités  dans  les  OEuvres  de  Jacobi,  ainsi  qu'à 
leur  généralisation  sur  les  systèmes  des  équations  simultanées  que 
j'ai  étudiées  dans  mon  Mémoire  Sur  l'intés^ration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  [Journal  de  MalJié- 
matiques  pures  et  appliquées  de  M.  C.  Jordan). 

De  plus,  les  mêmes  méthodes  conduisent  à  une  démonstration 
des  théorèmes  indiqués  dans  ma  Note  Sur  le  problème  de  S.  Lie 
(Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
i\  août  1908). 
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BAIRE  (R.)-  —  Slr  les  fonctions  de  variables  réelles.  Thèse  présentée  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  (').  In-4",  122  pages.  Milan,  Rebeschini; 
•  899. 

Le  beau  travail  de  M.  Baire,  dédié  à  MM.  Dini  et  Volterra,  qui 
avaient  accueilli  l'auteur  avec  une  extrême  bienveillance  pendant  le 
séjour  qu'il  a  fait  en  Italie  en  1898,  a  été  une  importante  contri- 
bution à  la  théorie  des  fonctions.  Le  résultat  si  simple  et  si  précis 
qu'il  a  obtenu  relativement  aux  fonctions  développables  en  séries 
de  polvnomes,  les  remarques  subtiles  et  profondes  qu'il  a  faites 
sur  les  fonctions  qui  satisfont  à  certaines  équations  aux  dérivées 
partielles,  ont  frappé  tous  les  mathématiciens.  Les  problèmes  qui 
Tout  conduit  à  ce.  résultats,  les  notions  qu'il  a  été  amené  à  intro- 
duire oui  d'ailleurs  un  intérêt  propre,  et  c'est  par  leur  examen 
qu'il  convient  de  commencer. 

V^oici,  tout  d'abord,  une  distinction  en  deux  catégories  des 
ensembles  linéaires  de  points  :  un  tel  ensemble  sera  dit  de  \d pre- 
mière ou  de  la  seconde  catégorie  suivant  qu'il  peut,  ou  non,  être 
obtenu  par  la  réunion  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
linéaires,  dont  chacun  est  non  dense  dans  tout  intervalle.  Cette 
distinction  s'étend  d'ailleurs  en  se  rappelant  qu'un  intervalle  est 
un  ensemble  parfait,  et  en  observant  que,  si  l'on  se  donne  un 
ensemble  parfait  g),  on  peut  définir  les  ensembles  e,  contenus 
dans  e,,  qui  sont  denses  ou  non  denses  par  rapport  k  e,]  e  sera 
dense  par  rapport  à  e^,  dans  une  certaine  portion  de  droite,  si  son 
dérivé  contient  tous  les  points  de  Ci  qui  appartiennent  à  cette 
portion  de  droite;  si  cette  condition  ne  se  trouve  vérifiée  pour 
aucun  segment  de  droite,  l'ensemble  e  sera  non  dense  par  rapport 
à  gj.  Dès  lors  on  peut  définir  les  ensembles  de  première  ou  de 
seconde  catégorie  par  rapport  à  un  ensemble  parfait  donné.   Un 


(')  La  thèse  de  M.  Baire  a  été  souleniie  le  2]  mars  1899;  elle  a  paru   en  1900 
dans  les  Annali  di  Matematica. 

Bull,  des  Sciences  rnathéni.,  2' s(:r\e,  i.  XWII.  (Novembre  igoj.  )  21 
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ensemble  parfait,  iiq  intervalle  par  exemple,  est  de  seconde  caté- 
gorie par  rapport  à  lui-même.  Les  ensembles  dénombrables,  les 
ensembles  non  denses  sont  de  la  première  catégorie. 

Voici  maintenant  des  définitions  qui  se  rapportent  à  la  théorie 
des  fonctions  :  que  le  lecteur  veuille  bien  se  reporter  aux  défini- 
lions  classiques  de  la  borne  supérieure,  de  la  borne  inférieure  et 
de  l'oscillation  d'une  fonction  définie  dans  un  ensemble  e.  Il  est 
clair  que  ces  définitions  peuvent  être  présentées  comme  il  suit  : 

Soient  iNI  un  nombre  quelconque  et  E  l'ensemble  (contenu 
dans  e)  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  a/(ar)^M;  soit,  en 
désignant  par  e  un  nombre  positif  quelconque ,  E,  l'ensemble 
(contenu  dans  e)  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on  a 

/(:r)>M-s. 

M  sera  la  borne  supérieure  de  /(x),  dans  l'ensemble  e,  s'il  n'y  a 
pas  de  points  dans  E  et  s'il  y  en  a  toujours  dans  E,,  cjuel  que  soit 
le  nombre  positif  s  :  or  il  est  clair  qu'on  pourra  parvenir  à  d'autres 
nombres,  analogues  à  cette  borne  supérieure,  en  imposant  aux 
ensembles  E,  E,  d'autres  conditions  (n°  68)  :  par  exemple,  on 
parviendra  à  un  nombre  M),  en  imposant  à  E  la  condition  d'être 
dénombrable,  et  à  E(  la  condition  de  ne  pas  être  dénombrable. 
(|uel  que  soit  s;  à  un  nombre  Mo,  en  imposant  à  E  la  condition 
d'être  de  première  catégorie  et  à  E|  la  condition  d'être  de  seconde 
catégorie.  M)  et  Mo  sont  en  quelque  sorte  les  bornes  supérieures 
de  la  fonction,  quand  on  néglige  soit  les  ensembles  dénombrables, 
soit  les  ensembles  de  première  catégorie. 

Des  considérations  toutes  pareilles  s'appliquent  à  la  borne  infé- 
rieure, susceptible  de  trois  significations  m,  /»,,  /«o  qui  corres- 
pondent aux  nombres  M,  M,,  Mo  ;  il  en  résulte  trois  significa- 
tions oj,  u),,  lOo  pour  l'oscillation  de  la  fonction  :  de  là  on  passe 
naturellement  aux  trois  significations  du  maximum,  du  minimum 
ou  de  l'oscillation  en  un  point  x;  la  notation 

[M(x),  m(x),  (.o{x)] 

concernera  le  sens  classitpie  de  ces  mots;  la  notation 

[.Mi(^-),  mi{x),  ioi(x)] 

se  rapportera  au  cas  où  l'on  néglige  les  ensembles  dénombrables, 
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enfin  la  notation 

[Miix),  rn.(x),  io,(^)J 

au  cas  où  l'on  néglige  les  ensembles  de  première  catégorie.  Si  l'on 
a  o)(x)  =  o,  la  fonction  est  continue  au  point  x;  si  les  points  x, 
pour  lesquels  on  a 

co  (x)  =  o, 

forment  un  ensemble  dense  partout  dans  e,  la  fonction,  conformé- 
ment à  l'usage  adopté  parles  géomètres  italiens,  est  dite  ponctuel- 
lement discontinue  dans  e;  la  continuité  au  point  a:^  implique 
les  égalités 

Si  l'on  a  seulement /(^o)  =  M  (^o),  la  fonction  (x)  est  dite 
semi-continue  supérieutement  pour  ^  =  ^Tq  ;  si  l'on  avait  seule- 
ment f{x^)  =  ni{xo)j  elle  serait  dite  de  même  semi-continue 
inférieurement  pour  x  =  Xq.  Ces  définitions,  qui  avaient  été 
entrevues  par  P.  du  Bois-Rejmond,  jouent  un  rôle  essentiel  dans 
les  recherches  de  M.  Baire  :  les  fonctions  M(:r),  M,  {x),  M.{x), 
to(.r),  oj,(jc),  (02(.r)  sont  semi-continues  supérieurement;  les 
fonctions  m{x),  m^{x),  mo(.r)  sont  semi-continues  inférieure- 
ment. L'étude  que  l'auteur  a  faite  des  fonctions  qui  jouissent  de  la 
semi-continuité  supérieure  ou  inférieure  trouve  donc  ici  son 
application.  Au  reste,  il  y  a  là  un  mode  de  raisonnement  que 
M.  Baire  a  systématiquement  employé  non  seulement  dans  sa 
thèse,  mais  dans  diverses  communications  ultérieures. 

Je  passe  aux  trois  questions,  se  ramenant  d'ailleurs  l'une  à 
l'autre,  dont  l'étude  constitue  le  Chapitre  IL 

On  sait  qu'une  fonction  de  x,y  peut  être  continue  séparément 
par  rapport  à  la  variable  x,  ou  par  rapport  à  la  variable  jk  sans  être 
une  fonction  continue  par  rapport  à  l'ensemble  {x,y)  :  tel  est  le 
cas  pour  la  fonction  -^^^2-^,  si  on  lui  attribue  la  valeur  o  pour 
x  =  o,  y  =  o.  A  quelles  conditions  la  fonction  f{x,  x)  est-elle 
assujettie  si  l'on  sait  seulement  de  la  fonction /(a;,j')  qu'elle  est 
continue,  tant  par  rapport  à  x  que  par  rapport  à  y?  C'est  la 
question  L 

Une  fonction  f{x,y)  est  continue  par  rapport  à  l'ensemble 
i^jj)  pour   tous  les   points  intérieurs  à  un   contour   fermé    C; 
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pour  les  points  de  (C)  on  suppose  seulement  la  continuité  le  long 
(le  la  normale.  Quelle  est  la  nature  de  la  fonction  f{x^r)  sur  le 
contour  (C)?  C'est  la  question  II.  Elle  équivaut  à  la  suivante  : 
quelles  sont  les  fonctions  qui  sont  développables  en  séries  de 
fonctions  continues? 

iM.  Baire  montre  que  les  fonctions /"(a', a:)  delà  première  ques- 
tion, les  fonctions  f{x,y)  sur  le  contour  (C)  de  la  seconde 
question,  fonctions  qui  dépendent  évidemment  d'une  seule 
variable,  sont  des  fonctions  ponctuellement  discontinues  par  rap- 
port à  tout  ensemble  parfait;  réciproquement,  une  fonction  ponc- 
tuellement discontinue  par  rapport  à  tout  ensemble  parfait  peut 
être  obtenue  comme  une  fonction  y  (x,j')  de  la  première  question 
ou  comme  une  fonction  f{jc^y)  sur  le  contour  C  de  la  seconde 
question. 

Ultérieurement  ('),  M.  Baire  a  repris  les  raisonnements  qui 
l'avaient  conduit  à  ces  résultats,  et  les  a  modifiés  profondément 
de  manière  à  les  rendre  applicables  à  l'étude  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante  reste  la 
même,  ainsi  c|ue  M.  Lebesgue  (-)  l'avait  reconnu  de  son  côté. 
M.  Lebesgue,  qui  avait  fait  une  étude  approfondie  du  Mémoire  de 
M.  Baire,  et  qui  m'a  entretenu  à  diverses  reprises  de  ses  rechercbes 
sur  ce  sujet,  m"a  dit  qu'il  était  parvenu  à  reconnaître  simplement, 
a  priori.  1  identité  des  fonctions  qui  répondent  aux  questions  1 
et  II. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ces  fonctions  sont  d\Ve.s  de  classe  i,  les  fonc- 
tions continues  étant  regardées  comme  étant  de  la  classe  o.  Les 
fonctions  dérivées  qui  ne  sont  pas  continues  sont  de  la  classe  i. 
Les  fonctions  de  la  classe  i  sont  représentables  par  une  série  de 
fonctions  de  la  classe  o.  Une  série  convergente,  dont  les  termes 
sont  de  la  classe  i,  et  dont  la  somme  n'est  pas  elle-même  wnc 
fonction  de  la  classe  i,  est,  par  définition,  une  fonction  de  la 
classe  2.  Telle  est  la  fonction,  imaginée  par  Lejeunc-Diricblet, 
qui  est  égale  à  o  ou  à  i,  suivant  que  ;r  est  rationnel,  ou  non.  On 
conçoit  ainsi  la  formation  d'une  échelle  de  classes,  dont  chacune 
correspondrait  à  un  nombre  entier,  ou  même  à  un  nombre  Irans- 


(')   Hiillctin  di-  la  Socicfr  ina/Zicitia/it/ttc,   I.   \\\lll,   kjoo. 
(■)   Cvnijilcs  rcnditx  de  rAradcmie  des  Sciences.  iSyj. 
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fini  :  toutefois  l'existence  efTective  de  fonctions  appartenant  à  ces 
diverses  classes  n'est  nullement  démontrée  :  dans  sa  thèse,  M.  Baire 
n'a  pu  donner  d'exemples  au  delà  de  la  classe  2.  Depuis,  d'après 
une  communication  orale  de  M.  Baire  à  M.  Lebesgue,  M.  Volterra 
aurait  formé  un  exemple  d'une  fonction  de  la  classe  3,  et  M.  Baire 
aurait  obtenu  un  procédé  général  pour  la  formation  de  telles  fonc- 
tions :  mais  l'existence  de  fonctions  de  classe  4  reste  entièrement 
douteuse. 

Pour  ce  qui  est  des  fonctions  de  classe  2,  M.  Baire  montra 
dans  sa  thèse  que,  si  l'on  considère  une  telle  fonction  sur  un 
ensemble  parfait  quelconcpie  G,  il  existe  des  point  de  G  où  l'oscil- 
lation de  la  fonction  sur  G  est  nulle,  l'oscillation  étant  déterminée, 
comme  on  l'a  expliqué  plus  haut,  en  négligeant  les  ensembles  de 
première  catégorie  par  rapport  à  G. 

Signalons  dans  le  Chapitre  IV  le  résultat  suivant  auquel 
M.  Volterra  était  parvenu  de  son  côté,  mais  sans  l'avoir  publié  : 
les  fonctions  de  deux  ou  trois  variables  continues  seulement  par 
rapport  à  chacune  d'elles  sont  ponctuellement  discontinues  par 
rapport  à  l'ensemble  des  variables. 

Le  dernier  Chapitre  traite  d'un  problème  fort  curieux.  Le  chan- 
gement de  variables,  tel  qu'on  le  fait  d'habitude,  suppose  essen- 
tiellement la  continuité  des  dérivées  :  en  gardant  cette  supposition, 
il  est  certain  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  fonctions  que  celles  de  la 
forme  'f(x  — y)  qui  satisfont  à  l'équation 

àf         Of 

~  +  —■   =0. 

Cette  conclusion  subsiste-t-elle  quand  on  ne  suppose  rien  de 
plus  que  ce  qui  est  nécessaire  pour  que  cette  équation  ait  un  sens? 
La  réponse,  en  général,  est  douteuse  :  elle  est  toutefois  affirmative 
si  l'on  suppose  que  la  foncliony'est  continue  par  rapport  au  couple 
de  variables  x^  y.  Notons,  en  passant,  la  notion  de  fonction  ^o;?c- 
tuellement  variable {n.°^^)^  analogue  à  la  fonction  ponctuellement 
discontinue,  que  l'auteur  est  amené  à  introduire  dans  ses  recherches 
sur  ce  sujet.  Ces  recherches  sont  étendues  à  l'équation 

ox  oy 

L'auteur   termine    en    donnant  un    exemple    de  fonction    non 
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continue  par  rapport  à  Tensemble  des  trois  variables  .r,  j)',  :;  qui 
satisfont  à  l'équation 


O.r        il  y        âz 


Cette  fonction   reste   constante   sur   les  parallèles   à  la   droite 
définie  par  les  équations  x  =j)'  =  :■.  J.  T. 


ZelTHEX   (H.-G.).    —    FoRELOESMNGER    OVER    M.VTIIEMVTIKEXS    HISTORIE,    II. 

16''"  OG  17''''  Aarhundrede.  In-8",  vi-612  pages.  Copenhagne,  Hust  cl  Son, 
1903. 

Z1.LT11EX  (II. -G.).  —  Gesciiichte  der  Matiiematik  im  XVI.  rxn  XVII. 
J aiirhuxdert.  Gr.  in-S",  vi-434  pagc^.  Leipz,ig,  B.-G.  Tcubncr,  igo3. 

Ce  Livre,  qui  vient  de  paraître  à  la  fois  en  danois  et  en  allemand, 
fait  suite  kVHistoire  des  Mathématiques  dans  l  antiquité  et  le 
moyen  âge  que  le  même  auteur  a  publiée  en  danois  (iSgS),  alle- 
mand (i8()5)  et  français  (1902)  [Bulletin,  mai  1896,  p.  10J-108; 
novembre  1902,  p.  3 1 3-3 19).  De  même  que  dans  le  Volume  pré- 
cédent, l'auteur  s'est  efforcé  avant  tout  de  démêler  l'évolution  suc- 
cessive des  différentes  idées  et  méthodes,  d'en  illustrer  l'apparence 
et  la  portée  à  leurs  dilférents  degrés  de  développement  et  d'élu- 
cider la  connexion  des  différents  fils  entre  eux.  Afin  de  pouvoir 
s'abandonner  à  ce  but  dans  la  partie  principale  du  Livre,  et  en 
même  temps  renvoyer  aux  rapports  personnels  des  différents 
auteurs,  on  y  a  fait  précéder  un  aperçu  historique  et  biographique. 

Le  plan  ressort  du  reste  de  la  Table  des  Matières  que  voici  : 

F.  Aperçu  historique  et  bius^raphique. 

II.  L'analyse  des  quanlilés  Jiiiies.  —  1.  La  résolution  algr-biiquc  dos 
(■qiialions  (lu  troisionio  (>l  du  qualrièuio  degré.  5.  Los  symboles  algébriques. 
I>.  La  théorie  générale  des  équations  alg('briques.  4.  La  Trigonométrie  et  sa 
combinaison  avec  lAIgébro.  TJ.  Calculs  numcriques  avant  les  logarithmes, 
(i.  L'invention  et  le  calcul  des  logarillimos.  7.  La  liiéorie  des  nombres, 
I  quations  indéterminées  et  fractions  continues  avant  Fermai.  8.  Les  théo- 
rèmes de  Format  sur  les  nomix'os  onlieis.  1).  Coeflloionts  binoiniaux,  00m- 
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binaisons  et  calcul  de  probabilité.  10.  Géométrie,  applications  de  la  projec- 
tion centrale.  11.  Travaux  de  Fermât  appartenant  à  l'Algèbre  et  à  la 
Géométrie  analytique;  coordonnées.  1:2.  La  Géométrie  de  Descartes. 
13.  L'analyse  des  quantités  finies  après  Descartes. 

III.  V origine  et  le  premier  développement  du  Calcul  infinitésimal. 
—  1.  La  Mécanique  au  commencement  des  temps  modernes.  "2.  Intégration 
avant  le  Calcul  intégral  :  a.  Kepler;  b.  Cavalieri,  Torricelli  et  Grégoire  de 
Saint-^  incent  ;  c.  Fermât,  Pascal;  f/.  AYailis;  e.  Applications,  rectification, 
centres  d'oscillation.  3.  Approximations  infinies,  séries.  4.  Problèmes  qu'on 
résout  à  présent  par  des  différentiations  :  a.  Méthode  de  Torricelli  et  do 
Roberval,  détermination  de  tangentes  faites  dune  manière  semblable  par 
Descartes:  b.  Méthodes  de  Descartas  et  Hudde;  c.  Méthode  de  Fermât, 
règles  de  Huygens  et  de  Delluse.  o.  La  cycloïde,  les  applications  mécaniques 
qu'en  fait  Huygens,  développées.  6.  Méthode  inverse  des  tangentes;  théo- 
rème sur  l'inversion  de  Barrow.  7.  Relations  entre  Barrow  et  Newton, 
l'application  que  fait  celui-ci  du  théorème  sur  l'inversion.  8.  Le  dévelop- 
pement en  séries  de  Newton,  son  extension  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés.  9.  Résultats  trouvés  par  Newton  au  moyen  de  développe- 
ments en  séries  et  de  l'intégration.  10.  Méthode  de  fluxion  de  Newton. 
11.  Les  Principes  de  Newton.  12.  Leibniz  jusqu'à  la  fondation  du  Calcul 
différentiel.  13.  Commencement  dune  nouvelle  ère  dans  l'histoire  des 
Mathématiques. 


MELANGES. 


DE  QUELQUES  POINTS  CONCERNANT  LA  THÉORIE  DE  LA  TRANSFOR- 
MATION DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

Par  .m.  J.  DOLBMA. 


1.  La  mélhode  que  nous  avons  exposée  au  sujet  de  la  réduc- 
tion des  intégrales  abéliennes  (')  donne  la  possibilité  d'obtenir, 
avec   une   extrême    simplicité,   quelcjues  résultats  concernant   la 

C)  Bulletin  des  Sciences  niathém.,  2"  série,  l.  X\\  II,  juin  igoii. 
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ihéorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  Les  résul- 
tats que  nous  avons  obtenus  à  l'aide  de  la  méthode  précitée  sont 
indiqués  en  partie  par  Halphen  dans  le  Mémoire  Sur  la  multi- 
plication complète  clans  les  fonctions  elliptiques  et,  en  parti- 
culier, sur  l'a  multiplication  par  y/ —  23  ('),  ainsi  que  dans  ses 
Fragments  relatifs  à  la  transformation  (-).  Néanmoins,  la 
méthode  proposée  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt,  tant  pour  sa 
simplicité  que  parce  que  certains  de  ces  résultats,  apparemment, 
n'ont  pas  encore  attiré  l'attention  des  mathématiciens. 
Prenons  rintégrale  elli|Ui(|uc 

(I)  /  ^-=.^_^--^  =  ». 

Il  faut  satisfaire  à  l'équation 

r"'  dr  _  ^    /••'  dy 

oh 

sont  les  invariants  inconnus,  à  l'aide  de  la  substitution 

(^)  ^^-^' 

OÙ  f{oc)  et  'f  (x)  sont  les  polynômes  de  degrés  /,  k. 
Nous  poserons  dorénavant 

les  racines  du  polynôme 

i  i'-'  —  gi  r  —  g3 
seront  désignées  par 

^1,     <'i,     <'i, 

elles  demi-périodes  correspondantes  de  l'intégrale  (i)  par 

w,     (i)',     (0  +  (o'  : 


(  '  )  Journal  de  Jordan,  ')•  série,  l.  V. 

("j   Traite  des  /onctions  cllijitiqucs,  etc.,  l.  111,  [>.  ■>.■>i^  cl  siiiv. 
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les  racines  de  l'équation 

4j»-^  —  giv  —  gi  =  o 
seront  désignées  par 

^1)        ^2,        ^35 

et  les  demi-périodes  correspondantes  de  l'intégrale 


(3) 
par 


tv  .        to  -r-  OJ 


L'équation  (i)  nous  montre  que,  aux  environs  du  point  x  =^  yz. 
nous  aurons  un  développement  de  x  avec  la  partie  principale  u~-. 
L'équation  (2)  nous  montre  qu'aux  environs  du  point  je  =  oc  a 

lieu  un  développement  de  .r  avec  la  partie  principale  u    '~'';  d'où 

il  suit  que 

i  —  /  =  I . 

Considérons  d'abord  le  cas  où  i  est  un  nombre  impair,  et  posons 
i  =  2  n  -^  ] .         /c  =  211. 

De  l'équation  (2)  il  résulte  que,  lorsque  u  =  o,  la  partie  droite 
de  l'équation  devient  ao;  conséquemment,  la  partie  gauche  devient 
aussi  00;  et  cela  est  possible,  outre  le  cas  x  =  :>o,  aussi  à  condition 
que  X  soit  une  racine  de  l'équation 

dont  le  degré  est  2n.  En  désignant  par  Xj  une  des  racines  simples 
du  polynôme  '-^(j^),  nous  aurons,  au  voisinage  du  point  x  —  -^j^  O5 
un  développement  du  binôme  (x  —  xf)  avec  la  partie  principale  u-  ; 
par  conséquent,  x  =  xj  esl  un  des  points  de  ramification,  c'est- 
à-dire 


.Tj  —  e,-, 


r''  d.v 


Comme  x  est  une  fonction  monodrome  de  l'argument  a, 
ii-^)  peut  renfermer  seulement  des  facteurs  de  deux  espèces  :  ou 
des  facteurs  simples  (x  —  ej)  ou  des  facteurs  doubles  (x  —  Xk)'-. 
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Et  comme   le  degré  du  polynôme  '^{x)  égale  a/?,   nous   devons 
avoir,  ou 

(l)  9(^)  =  {X  —  C^)  {X  —  Ci)  {x  —  XiY  .  .  .(x  —  Xn-\)-, 

ou 

\l)  o(.r)  =  (.r  —  .r,)2(',r  —  .ro)2.  .  .(.r  —  .r,;)-. 

Nous  verrons  bientôt  que  la  première  des  deux  formes  indi- 
quées ne  peut  avoir  lieu,  et  qu'en  conséquence  le  poljnome  'f  (-ï) 
doit  être  de  la  forme 

o{x)  =  {x  —  .r,  )-(  ,r  —  .Tj)-.  .  .(x  —  .r,,")-, 

OÙ,  paruii  les  racines 

a-,.     Xi,      ...,     .r„. 

il  n'y  a  aucun  point  de  ramification. 


2.   L'équation 


',  =  l^(  3?  )  —  ei  =  o 


a  (2/?  +  i)  racines.  Nous  les  désignerons  par 
Développons  maintenant  la  fraction 

o{x)         ^^  '' 

en  série  au  voisinage  du  point 

X  —  ;,  =  n,         /  =  I ,  a ,  . . . ,  9.  «  -•-  I . 
Gomme 

^(;r)  =  <-'!  =  ,p(w),        .p'^t*^)  =  <•• 
nous  obtiendrons 

=  <'H-  ^(k  — to)-jy'((o)-+-  — 

Deux  cas  seuls  sont  possibles  : 

1°  Lorsque  ^'(i/)  7î^  o; 
2"  Lorsque  'V(^/)  ^^  <>. 
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Dans  le  premier  cas,  x  ^  \i  est  un  des  points  de  ramification  ; 
dans  le  second  cas.  x  =  ;,-  est  une  racine  double  de  l'équation 

6(  .r  1  —  ^1  =  o. 

Comme  x  est  une  fonction  monodrome  de  u^  nous  aurons,  en 
général, 

par  conséquent.  le  polynôme 

fi  X  \  —  e ,  -:>  r  .r  ) 
|)eut  avoir  des  facteurs  de  deux  espèces  seulement  : 

1"    Ou   {x—  Pi)\ 

.,■•  Ou  {x  —  \-Y. 

Et  comme  le  degré  de  ce  polynôme  est  (2/2  -^  i).  il  peut  avoir 
.seulement  deux  formes  : 

(•).  )     f\x  I  —  .^'i  o(  .r  )  =  cï-  —  Cl  )  <x  —  e^  )  i  x  —  e.-,  j  ix  —  \^)-...{x  —  \n-\f- 
Il  faut  en  dire  autant  des  polynômes 

f\x\  —  e-i  oi X  I.    f(x)  —  €3  '■^( x), 
c'est-à-dire  chacun  deux  peut  avoir  deux  formes  : 

I  j     /( a?  I  —  t'2  o ( 5" )  =  (' .r  —  c,  )  I  ■/■  —  z\)''i  X  —  ^ [,)-...(  X  —  :'„>-■ 

'-  '       /(^)  —  C-i  rC-"^)  ^  <  -T-  —  «"l  )  (^  —  ^2  )  (  ./■  —  ?3  >  (j"  —  ;;  )2  (.7-  —  Ï;  )\.  .(x  —  ^;_,  )î, 

')     /(:r)  — C:;ç>(>i  =  C.r  — é'3)r.r  —  ;';  »2<  .r  —  ;':  )2.  . .(  .y  — ;'„  /-. 

2)     /(a")  —  P;  ç;(^j  =  Ca-  —  ei)(;r  —  c^  1  (.r  —  ^3  m  .r —  ;'l  )-.  .  .(.j ;Jj_,  1-. 

Et  comme  les  polynômes 

/(.r  )  —  (?,  15(37),        fix)  —  eîç{x),        f{x)  —  C3'^{x) 
n  ont    pas    de    facteurs    communs^    une    seule    combinaison    est 
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possible 

,,.  (x-l_,y-(x  —  l,r-...(.r~^:„)i(.r-ei)        -  - 

(4)  5 -, -^— :, =p»  —  Cl, 

(  ./■  —  Ti  }-(  X  —  :r.2)-.  .  .{T  —  .r,i  )^-  ^ 

..r-\\f(x—'i\y...(x~'znf-{x-e,^   ^-^^         - 
'  f.r — ■  xi)-{x  —  x^_y-.  .  Ax  —  X,,)-  '' 

(  O)  ; — ; =    P  «  t' j. 

{X Xx)-{X X.,)'^...{X X,,)'  *" 

Comme 

'^{x)  =  (x  —  Xi)-(X  —  Xi)-  .  .  .(x X,,)- 

est  un  carré  parfait,  en  posant 

9(.r):-M0î')-, 
nous  obtiendrons 

d'où 

,,,      ,            f'(x)(i(x)  —  2f(x)()'(x) 
•l  (t)  =  •- f 

Au  lieu  de  l'équalion 

'l)'[X)  =  o. 

nous  aurons 

/■'(.r  jO(.r)  —  ■>.f(x}(}'(x)  =  o. 

Le  degré  de  celte  équation  est  3/i,  et  ses  i-acines  sont  comprises 
dans  le  Tableau  suivant  : 


3.   Posons 


;'.  =P(?',),       r2=P(?'2>>        •••,       ç'.  =  p(?«^ 


Alors 


( X  —  p},y-(x - p%)i . . .(x - p^„)Hx  —  pto)  ^  -^^ _ - 
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De  l'équallon  (  4  ).  on  voit  que.  pour  x  =  a:,  nous  aurons 

y  =  j)  »  =  ce. 

et  pour 
il  vient 

D  où  il  suit  que  les  arguments 

Pi,     3„     p,.      ...,     3,„     0. 

sont  de  la  forme 

(a/i  -i-  i)oj. 

/«■  étant  un  nombre  entier.  En  posant 

tu  =  (  -2  i  -I-  I  )  lu  , 

nous  aurons 

(  8  I  tO  =  — ; 

•Il    ^7-    \ 

D'autre  part,  pour 

X  =  y.,         X  =  Xi,         X  =^  x-2-  .  .    ,         .7=  .'/•„, 

nous  aurons 

jr  =  p  u  =  y.  : 

par  conséquent,  les  arguments 

ai,      7.0,      ...,      a„, 

c'est-à-dire  les  intégrales 


r"'  dx 

(  «  =  1,  2,  3,  . . .,  n  ), 
sont  les  périodes  de  l'intégrale 

dr 


S'a 


r-i 


Par  conséquent  les  arguments 
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ont  la  forme  saivanle 

a/,^=  2/1 10, 

le  étant  un  nombre  entier.  Donc 

„  (  ik  -^  \)  <•)  i  /.•  w 

<9;  ?/■•=— TT—^'  ==/'=T7— ^ 


En  outre,  il  est  évident  que 


■X  k  -f-  I  A  /. 

<  1, 


■2  i  -t-  1  -2 1  -h  i 


Parmi  les  arguments 


^,       «'->,       '^n        ''«•2. 


il  n'y  en  a  point  qui  soient  égaux  entre  eux.  De  plus,  les  argu- 
ments 

f>l,       r'Si        •  •  -  ,        t'ai       ^) 

ainsi  que 

7-1,        ^2,         ...,        'J.,, 

forment  les  progressions  arithmétiques  avec  la  raison  2to;  donc 
nous  avons 

oj  ^,  ;}  (o  o  _  (^  ■'-  '*  —  '  ^  ^'^ 

•>.  /i  -f- 1 

•>.  /i  to 


'          •<  /i  -t-  1 

'  - 

•i  II  -î-  1 

■>.  to 

^2  = 

4to 

.>.  Il  -+-  1 

■>.  Il  -+- 1 

Par  cette  raison 

.2  /i  -t-  1 


ou  abréviativement 


(I)  p«  — c'i^  (p«  — t'i)|^ 


11  \  /    -../.(o     \ 


4.   La  formule  (5)  montre  que,  pour  x  =  œ,  nous  aurons 
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et,  pour  X  ■=  ;', ,  il  vient 

y  =  P"  =  e.. 

Si  l'on  change  x   de  .r  =  03  à  .r  ^  ç'i ,   ensuite  de  j:  =  ;',    à 
^  =  0^1,  alors  jK  passe  deux  fois  par  l'infini. 

D'où  il  résulte  que  l'argument  a,  satisfaisant  à  l'équation 

■2^1=  P'',«i) 
doit  être  défini  par  la  formule 

•2W  — 

Z 1  =    —  '2  A'  O)  -r-  2  A'  10  ^  -2  (X)  . 

■>  /l    -T-  l 

D'où  il  suit  que 

—  tu  /  ,,      , 

(•j  = 1-  A  eu  ^-  A  (jj  , 

■in  —  I 

/.•,  k'  étant  des  entiers. 

Dans  l'équation  (10)  qui  définit  la  demi-période  to'  de  linlé- 
grale 


dy 

y  —  sz 


doit  être' exclue  une  multiple  des  périodes  2co,  2(0';  conséquem- 
ment  pour  les  nombres  entiers  A",  A"'  sont  possibles  seulement  les 
valeurs  o,  i.  Donc  nous  aurons  les  cas  suivants  : 

(i")  ^'=  — "^ — ,  A  =  A'=o. 

•2/1-1-1 

Ce  cas  se  rapporte  à  la  formule  iV)  et  se  confond  avec  l'éga- 
lité (8). 

('2°)  oj'= i- eu,         k  —  i.         k' =  o. 

■m  —  1 

Dans  ce  cas 

—7        (  2  rt  -I-  2  )  w  2 10 

O)    =    ^ -, 

2  /i  -f-  I  2  /l  -r-  I 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  car  alors 


(.3°)  oj'= hto',  A=o,        /.'=!. 

■îii  -7- 1 

(4")  Oj'= r-  tO  -:-  O)',  A  =  I,  /t'=I. 


3o8 

Dans  ce  cas 

En  posant 

nous  aurons 


puEMiEun:  PAinii-. 


— 

o.  (0 

(o 

— 

•2/1   -t-  I 

10 

to 

" 

•?.  Il   -i-   1 

-+- 

— 

•2(0 

Ainsi  les  trois  demi-périodes  de  linlrgralc 

J ^  V'47^-^r-^ 
sont  parfaitement  définies  par  les  fornuiles 


co  ,  to  -i-  oj  = ;-  co  / 


INTaintenant  il  est  évident  que  nous  obtiendrons  encore  deu\ 
formules 

/-«   /  ,  ■'/.  —  I  ,\     -' 

/  ,P  "  —  ,1^  ( —  w  -i-  to   1   \ 

(II)  j, „_,.,=  (p„  _  é,)   Y\    (    '  '"      .,]r., '    ■ 


/     -2  A"  (O       \ 
\  •>.  Il  -^\  / 


/,  ^.  n 


{\\\    s  pu  —  t'i=:    (  JW/  —  Ci) 


,P"— J' 


/    -iÂio      \ 
•■  "■     V  -2  /l-t-  1  / 


Des  formides  (I),  (H).  (lH)  nous  aurons 


P  I'  =  V 


n 


>./.  -I 


['^"-^^(•lîr-TT")]  ^"~J^ CiTT^  ^^"■)]  '"'  -  '^(S^-ir 


o.   Des  formules  précédentes  on  déduit  plusieurs  relations  dont 
MDus  indiquerons  la  suivante.  Nommons 


Alors 


(  ./•  —  .r,  )(  .;•  —  j:,}.  .  .(J-  —  ./•«  )  ~  X"  -i-  a  x>-^  -i- 

!•'  —  ;i)  {■'•-  li'  ...(.'•  — r„)  =a"'-+-^/.r"-'4-... 


b.T 


x"  -\-  a.r''-^  -\- 


)■<■ 
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D'où 


X"  -i-  b  .r"-i  -^ . 


X  (X 


-  ax"--^ 

bx-'-i- 


■2{x  —  ei\[      (x"  ^  a.r"-i  -t-.  .  .)(nx"-i  —  n  —  ib  x'-^  -h  .  .  .) 


—  (x"-r-bx'-^  -^.  .  :){nx'-i 


'ax'^-i-h..  .)]' . 


Comme  les  racines  de  l'équation 

{X"—  6jr-"-J-f-.  .  .)'X-'^  rtj-'-i  — . ... 

-h-2{x--  Cl  )[      C./'-K  «./•'-!—.  .  .  ,f  nx-'-i-i-  n  —  \  bx''-^--i-.  ..) 


(  X"  —  b  ^-  '-'  —..  .){  n  x'-i  -^  n  —  la  x-'-^  -4- ...  j]  —  y 


sont  évidemment 
alors 


=  —-Ut-^b=](Xi^X,-...~-x„)-(ii-r-l,-^...^l^); 


do 


ne 


Mo; 


1 


>.lc  —  i 


■2; 


■>n  —  I 


=  =2K-i^V)] 


Un  cas  particulier  de  celte  formule  se  rencontre  dans  le  Mémoire 
de  Halphen  :  Sur  la  multiplication  complexe,  etc.  Là  se  déduit 
cette  formule  pour  /«  =  1 ,  ce  qui  correspond  à  la  transformation 
du  troisième  de£:ré. 


6.   En  posant 


(  X 


Ti-H.^  —  "z'i). .  .r.7-  — i;,)  =  X"  ^  b'  x'^-^  ^ . . ., 


^r  = 


et,  additionnant  les  équations  (4),  (5),  (6),  nous  obtiendrons 
f(x) 

o(  X) 


-  (.r"-^/?./-''-'  — .  .  .y-(.r~r,)-^{.r"^b'x"-i—.  .  .y-fj-  —  e,)  —  (x'>-^  b"x"-' - 


S  {X"--r-  ax'-^  -r-.  .  .)- 
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X-"  -t-  •ia.r-"-'-!-.  . . 


(  .r"  -I-  6  j-"-'  -f- .  . .  )  (  j-  —  f  I 


Par  conséquent 


(b  -h  b'  -r-b"—  -  e,  j.r2"  — .  .  . 


-2/4  _^  •j^*^-^"-!—.  .  . 


=  3"  —  e,. 


D'où  il  suit 
Mais 


--  (b-^b'-\-b" —  -  ^1  )  —  ib  -T-  ei=  o. 


b  =  — 


k  —  I     \ 


2^(7^^ 


D'après  l'équation  (lo),  nous  aurons 

^ = ^'1  -^  -^  2  ^  (t^  ")  -  ^'  (  d^^  ) 

De  même  nous  ohllendrons 

Un  cas  particulier  de  ces  formules  pour  /<  =  i  se  rencontre  clie/. 
Halphen. 

7.  Avant  de  passer  au  cas  général  de  transformation  du  deyié 
pair,  arrêtons-nous  sur  la  transformation  des  deuxième  et  c[ua- 
Iricme  degrés,  où  tous  les  calculs  peuvent  être  achevés. 
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Transformation  du  deuxième  degré.  —  Soumettons  l'inté- 


grale 


X   v/4^ 


dx 


à  la  transformation  d'après  la  formule 

'-  =  n  II  =  y 

à  la  condition  que 


r^'  dx  _    r^'  dv 

En  faisant  maintenant 

a-  +  Y  =  o, 
nous  \ojons  que 

«  =  o 

et  que  {x  -f-  y)  se  développe  en  série  avec  la  partie  principale  a~- 

par  conséquent 

:r  -+-  Y  =  o 

est  un  des  points  de  ramification,  soit 

.r  -f-  Y  =  ^  —  ^1- 
Il  est  évident  que  nous  devons  avoir  simultanément 

-  —       ,/--i-(a  —  g]  Jjr- -H  B -H  g]  ^1         (x  —  e--,)(x  —  «3) 


p  K  —  e,  = 


X  Cl  X Cl 

.r--t-  (^x  —  e=,)x  -\-  ^  ^  eie^i  _  {x  —  çi  )- 

X  Cl  X  —  (?i 


-  —       jr--i-(a  —  e-i)x -^  ^ -;- exc-i        (x  —  ç.-,)- 

pU  ^3=    '■ ■ =    ^— 

X  Cl  X  —  Cl 

De  ces  équations,  nous  trouvons 

(X  —  ey=  Cl,         <^  -T-  eiei=  €263. 
a-  —  -i  ^2  X  -^  e?  =  4  3  -^  4  t*!  c-2, 
a- —  2  0.3  a  -i-  t'I  =  4  3  -r-  4  ^1^3- 
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D'où 

3:= —  g],  É^l  =  — 26], 


^3  =  Cl  rp  •2\/(ei  — e.2j(e,  — es), 
-  .r-  —  e I  .r  —  -2  ef  -1-  e,  63 

Comme,   d'après   ce  qui   précède,   Ç),   ^o    sont   les    racines   de 

l'équation 

çp'(x)  =  o, 

pour  les  trouver  nous  avons  Téquation 

;- —  '2^1  ;  —  ^1  ~~  ^-^  ^3  =  o, 
d'où 

çi  =  ei—\/(^ei—e:i)[ei—es)  =  p(^y 
Z2=ei—^{ei  —  e.2){ei—e3)  =  p(^  -i- w'j  . 
Par  conséquent 

p  ii  _  i^  =    (Pg/  -    pM')(pif  —  pM-^  m')  ^ 

pa  —  p(xi 

_    (,p«-,t'!J)' 

p  a  —  eo  = 


J'  «  -  J' 


p  11  —  63  = 


|p«-p(^+^')| 


J)  Il  —  p  w 


Ces  résultats  concordent  parfaitement  avec  la  théorie  ci-dessus 
exposée. 

8.    Transformation  du  quatrième  degré.  —  Pour  la  transfor- 
mation du  quatrième  degré,  nous  avons  la  formule 

x'* -^  a  x^  ■+■  h  r- -^  c  X -\- d       —  — 

; =  p  «  —  <?/, 

x^-\- rx^-\- SX -^  l 

i  =  i,  ■?.,  3. 

Comme,  d'après  ce  qui  prccrdc,  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  cette  Iraction  peuvent  contenir  seulement  des  facteurs 
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simples  ou  doubles,  el  comme  les  facteurs  simples  doivenl  être  de 

la  forme 

X  —  e,  =  O  i'  =  I  ,  9. ,  3 , 

sont  possibles  deux  transformations  du  quatrième  degré 

(x  —  Xi)-(X  —  Xi)' 


pu  —  é? , 


(A)  ,   pt(-e.2=  — 

p  a  —  e-i  = 


(x  —  ei){x  —  e.2){x  —  e-i) 

(x    X\)-(X    X'-y  '^ 


(x  —  ei)(x  —  e-2';{x  —  e^  ) 
( X  —  x'[  )2  (  T  —  x'!,  )- 


p  //  —  e,  = 


( X  —  ei  ){x  —  e.i){  X  —  63)' 

(a  —  Xi)-{x  —  e-2)(x  —  e;{  I 
(x  —  Ti)-(x  —  ei) 


(  n  )  '    p  N  —  e,  = — : 

■  "       {x  —  x.2)Hx  —  et) 

(^-  —  Wyix  —  i-,)"- 


P  II  —  Ci 


X  —  x-2  )-(•'■  —  t'i  ; 


Examinons  d'abord  la  transformation  (A).  Comme  pour  x  =  c, 
el  pour  X  =  e-i  nous  avons 


y  = 

pu  = 

'j: 

l'intégral 

le 

r 

V^4a7*- 

dx 

- 

.?3 

sera  une 

période 

de 

l'intégrale 

/ 

ny 

dy 

par  conséquent 

,  — ;  ;  10' 

U)    =  2 10  ,  (0    =    —  • 

Comme  ensuite  pour  x  ^=  y::  el  x  ^  e^  nous  avon; 

•   y  =  vii  =  '-^- 
l'intégrale 

' dx 

/4  •X'  '  —  giX  —  gi 


L 
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sera  une  période  de  l'intégrale 


/-^  dY 


par  conséquent 

—  —         M 

Il  est  facile  de  voir  que 

r^'  dx  _     r'' dy 

donc 


=   CO  =    —  j 


•ri  =  P  (  r 
Comme  l'intésrrale 


r''-  dx 

.  1         v/i  X*  —  ff>, 


est  égale  à  la  période  de  l'intégrale 

r      "^ 

on  aura 

(■  =  o  co  iiii  r  =  •>  co'. 

Si  l'on  prend 

V  =   2(0, 

on  aura 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  ;  donc 


Par  cette  raison 


pu  —  ei  = 


(^-p;^)-[..-p(^-^co')] 


(il)  '  (a;  — e,)(a;  — e2)(a:  — Cs) 

'—  —        (x*—  2eia"  —  e]  —  Cjej)* 

(a:  — e,)(.r  —  fî)(.r  —  63) 
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Comme 


nous  avons 


a-,  =^p  — , 


donc 


(i>.) 


p      ---   +  OJ     , 


-  —       {  T-  —  o.e-ir  —  e\  —  e\  e=,  )2 


{X  —  e<,){x  —  e.y){x —  63) 


(Jomme 


/•*  I  d.r  __      r"'  ^y  _  - 


on  aura 


donc 


(13) 


l-     -    [.-p(^)]'[.-pfi^)- 

1   ]Mi  —  e-,  =  — ^ — ^_L_L 


J^  u  —  e.i 


(  j-  —  e,  ){x  —  e-i){^x  —  e-i) 
(  X-  —  •>,  e-^x  —  er,  —  e  1  €3  )- 


1(1 


(x  —  ei){x  —  e2)(x  —  63) 

Des  éc[Udtlons  (11),  (12),  (i3)  nous  déduirons 
.    .       3         ,      ^.  3      „ 

d'où 

Si  l'on  jDrend  ici 


4  4 

pu  =  .\p{-j.u). 


nous  obtiendrons 


ei  =  ^e,. 


En  posant  successivement 


?<  =  — ,  11  = 
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nous  aurons 

donc 

Celle  formule  s'oblient  de  la  formule  d'homogénéilé 
en  posant 

/?  =  ;• 

Tel  est  le  caraclère  de  la  transformation  du  quatrième  degré 
que  nous  venons  d'examiner. 

La  transformation  du  quatrième  degré  (B),  étant  un  cas  parti- 
culier de  la  transformation  générale  du  degré  pair  2n,  il  est  inu- 
tile de  l'examiner  spécialement. 

9.  A  priori  sont  possibles  deux  transformations  du  degré 
pair  2  11.  La  première  transformation  se  définit  par  les  formules 

(j4)     ,p  »  —  £',= 

(ij)     pii-e.= 

(iG)     pu  —  e:i  = 


(ar-i',)2(.r-r,)^..(.r-r„) 

{X 3Ci)-{X ./-o  )'^-  .  ■{  -V  Xn-\  )•  {X. Cl  ) 


(a-  — j'ij^ (./•  —  , r,/-'..  .{X  ~  Xa-iy\x—  ei) 
La  seconde  transformation  se  définit  parles  formules 

-  {T-\,Y{x  —  ur-...(x-\„r- 

,]'"  —  ''1  = 

i)  Il  —  l'i—- 

(X  —  xt  )-{x  —  X,}-.  .  Ax  —  .r„_2  ,)■-(  ■^"  -  -  i'ijl-^  — t'2)l-r  —  ('a) 

Arrêtons-nous  à  la  premii-re  transformation.  Posons 

a-,  — pjt,,         .To-^jia., .r„_,  r:^  pa..,.  ,. 

5.  =  J>;i|,  ^2  =  P?. l,-p?«. 


(a-  — J-,)-^ 

{x  —Xif.  ..(.r  —  .7-„_,;ï 

{X  f  1  )(  j-  — 

■  c-îJyJ-  —  t'a  1 

(.r  — t;)2(.r  — ï;v^. 

(  r  —  ''  )2 

(■r-J-,j-l 

1  X  —  .Tj  )■-...(  .r  —  j-„_.>  )•- 1 

.r— c',j(^■- 

f',>  )(./•  —  <'.,  ) 

^^  — rîvK-T-  — ;;;i-.. 

.f;r-t;;)î 
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Pour  X  ^='Ji^  nous  aurons 

y  =  ]Mi  =  -^, 
par  conséquent  les  arguments 

sont  les  périodes  de  l'intégrale 

r  dy 


c'est  pourquoi  tous  sont  compris  dans  la  formule  2/.0K  En  posant 


w  =  o.  /-tu. 

nous  aurons 


/'  étant  un  entier. 
Pour 

^  =  çi,         -r  =  ç-2.         ••    ,         a-  =  ;./i 
nous  avons 

y  =  pu  =  er. 
donc  les  arguments 

00  rj 

pi-     p-2>      •  •  •  »     r^/i 
sont  tous  compris  dans  la  formule 

,     ,  -         (•:•/,■-+- i)(o 

(  9.  A-  -+-  I  )  0)  =    1 

V.  /■ 

donc 

"i  A  (0  „  (  O,  /i  -f-  I  )  tu 

■>.  r  i  r 

où,  évidemment,  on  peut  prendre 

dans  les  limites  o  et  oj. 
Comme  les  arguments 

*1.       'J-ïi       ■■■,       ^-«-1,       W.       3,,       ^2 pn 

sont  tous  dilTérents,  conformément  au  n"  3,  il  est  nécessaire 


ILÙ 

4w 

^1 

r^    ■ 9 

a. 

•m 

•m 

•2/?  '  m 


= 

li  n  — 

1  )to 

in 

0 

9.n  —  1 
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et  nous  obliendrons 


(IV)  ]>"  — ''1  =  ip"  — ^1  '  J^  ^  ,/.,, 


10.  La  formule  (i6)  montre  que,  pour  ^  =  oc.  nous  avons 
et  pour 

•'    ?  1  )  •'     —    -5  2  1  •  •  •  )  -^    ■:  / 

nous  aurons 

r  =  pu  =  t'j. 

Si  l'on  change  ^  de  :i"  =  x)à^  =  ;', ,  ensuite  de  x  =  ;',  à  j:  =  .r,, 
alors  y  passe  deux  fois  par  Tinfini. 

D'où  il  résulte  que  l'argument  a,  satisfaisant  à  l'équation 

doit  être  défini  par  la  formule 

s 

d'où      ^ 


2W  — 

2  A  CO  -T-  2  A    (O    —  •>.  to  . 

2« 


OJ    = -i-  A  CO  -f-  A'   L'i  , 

2/t 

OÙ  pour  les  nombres  entiers  A",   k'  sont  possibles  seulement   les 
valeurs  o  et  i. 

Pour  A"  =  A'^  o,  nous  aurons 

eu  =  • 

■>  n 

Ce  cas  se  rapporte  à  la  formule  (^IV)- 
Pour  A"  =  I ,  A'=  o,  nous  obliendrons 

—,  (0  (  2  //  —  I  )  (0 

w  =  —  -i-  (O  ^  • 

2.  Il  2  n 

Ce  cas  se  rapporte  à  la  formule  (IV). 
Pour  k  =  o,  k'=  I,  nous  avons 


r  to  . 

2/t 
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—7  (0 


Nous  avons  évidemment  les  trois  demi-périodes  suivanles 

—             (0 
CJ   =    , 

■'.  Il 
Par  conséquent 


—  (0  ,  cj  ,  —  — 

■>.n  111  '  ,1 


_  -^-^  /  P  "  —  J'  (  —7-  w  —  oy 


ji  II—  a  = 

M.   Sans  nous  arrêter  davantage  sur  la  transformation  de  la 
forme 

o(x)       •^' 

OÙ  le  degré  du  numérateur  surpasse  d'une  unité  le  degré  du  déno- 
minateur, je  veux  montrer  qu'on  peut  avoir  les  formules  de  trans- 
formation aussi  pour  le  cas  où  le  degré  du  numérateur  égale  celui 
du  dénominateur. 

Qu'il  s'agisse  de  satisfaire  à  l'équation 

par  la  substitution 

De  l'équation  (i;)  on  voit  que,  pour  x  =  zc,  nous  aurons 

y  =  P«  =  e,. 

L'équation  (18)  donne,  pour  .r  =  ce,  un  développement  de  x 
avec  la  partie  principale 

d'où  il  suit  que 

Posant 

3  =  a/i  -f-i,         a^  2«, 
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et  en  raisonnant,  d'après  ce  qui  précède,  nous  aurons  les  trois 
formules  suivantes 

,    .      -  (•r-~'i:f-(x  —  \.,y-...{x-'inr- 

(19^  p«  — ei  = 


(00)  pu  —  e-2^=  a 

(il)  pii  —  e3=b 


{X  ~  Xi)-(X  —  Xi)-.  .  .{X  —  Xny'{x  —  ei) 

(x  —  c,\)-(^  —  :'.2)-..  Ax  —  l'n)-iT  —  e-i) 


ou 


{x  —  xi)-{x  —  x-i)-.  .  A  X  —  x,i  )-(x  —  ^1  ) 

(x  —  X[  f-(x  —  l\)K  ..{x  —  \';,Y-(x  —  e.3) 
{X  —  Xyy-{x  — Xiy'...{x  —  Xn)-{x  —  e,  ) 

a  =  e\  —  e.2,         0  =  ei  —  e^. 
Nommons  maintenant 

Xt^p7.l.  .7-.,  -:jia, X^^pi,,. 

ç.  =  P?.-  ;.-p3, :«  =  p3„. 

?'.-r?n      ;;-p3; ^;,  =  P?;,. 

Zi^P^i^         :2=P:^i^         ■■■■         î„  =  PP„- 

I.'équalion  (19)  montre  que  pour 

X  ^  y..         x^',.         X  = 'i.  ....         X  =  z  ,. 

nous  obtiendrons 

r  =  pu  ^  er. 

par  conséquent  les  arguments 

jj],         jj...  ....  u,, 

sont  tous  compris  dans  la  formule 

Posant 

X  =  Xi.        X  —  Xi,         •  .  . ,         ^  =  ^11'.         j"  =  e  1 . 

nous  aurons 

y  =  pu  =  y.. 

D'où,  d'après  l'équation  (17),   nous  concluons  que  les  argu- 
ments 

ai.     a-. a,,,     w 
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sont  composés  d'un  nombre  impair  de  demi-péx'iodes  m,  donc 

y./,  =  (  2  />■-;-  I  )  eu  ;         (o  =  (  -2  /■  -;-  i  )  co , 


M  =  —      — 

•Jt/-  -r-  1 


Et  comme  les  arguments 

sont  tous  différents,  conformément  au  n"  3,  il  est  nécessaire 
10  3 10  {  7./1  — ■  i  )  lu 

aj  =    • »  3t2  = J  •       •  ;  ^/j  =    1 

■2/1  -T-  l  '2/1  -T-  i  2/1  -T-  \ 

"2/1-^1  2/1  -\-  \  2  /i  -+-  I 

El  nous  obtiendrons 

■2  k 

n.     P"-P 


Il  «  —  f  1  X  J.  \  2  A-  —  I 


L'équation  (20)  montre  que  les  arguments 

a,,      3(0,      ...      a,j 

doivent  être  déterminés  par  l'équation 

■iw  ,        —7 

X/. 'J^lc—l  = 1-  2/i'tO  -^-  -2  A    (■)    =  2C0    ; 

■2  II   -!-   t 

d'où 

tO   = 7-  k  co  -r-  A   to 

2  /i  -H  I 

oii  A',  A'  ont  deux  valeurs,  o  et  i .  Posant 

A-  =  I ,        A'  =  o, 
nous  avons 

■>  /l  to 
a>  S5  j 


ce  qui  se  confond  avec  le  cas  précédent.  Nous  avons  seulement 
deux  cas  nouveaux 


W.,  r= -r-  OJ  -î-  iM  , 

■2/1  ^  ï 


322  PREMIÈUE   PARTIE, 

c'est-à-dire  on  peut  prendre 


Ayant  en  vue  que 


— Y  •>.  (•) 

to.,  =  — — 


oj .,  =  oj  I  —  co . 


nous  concluons  que  les  demi-périodes  de  lintégrale 

r'  dy 

J ...  s/  '\y''—s--y  —  Si 


seronl 


2  /t  -T-  I        ■}.  n  -T-  1  m  ^  \ 

Par  conséquent 

/     2A( 

p  a  —  X)  \  

••  -       ^    '         -    p«— r.ll 


p  «  —  ('  1  X  X  \  [  ik  —  I 


^  ''    V  2  /l  -i-  1        / 


2/.   —  [ 

liU  —  pi  10  -4-  to 

JJ  ,/  —  ej  =   (  e,  —  C;.  )  ' ^    I     I 


'2/.— 

p  «  —  p 
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LAMÉ  (G.)-  —  EXAMKX  DES  DIFFÉRENTES  MÉTHODES  EMPLOYÉES  POUR  RÉSOUDRE 

LES  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE.  I  vol.  in-4°,  1^4  pages.  Pai'is,  V*'*  Courcier, 
1818;  réimpression /ac  «mZ/e,  A.  Ilermann,  igoS. 

M.  Hermann  se  plaît  à  réimprimer  de  temps  en  temps  quelque 
livre  rare,  qui,  bien  entendu,  a  d'autres  mérites  que  sa  rareté.  Il 
faut  lui  en  savoir  gré.  Je  me  figure  que  plus  d'un  lecteur  trouvera 
grand  plaisir  à  lire  cette  brochure  que  Lamé  a  publiée  en  1818, 
alors  qu'il  était  «  élève  ingénieur  au  Corps  Roval  des  Mines  »  :  ils 
V  retrouveront  quelques-unes  des  belles  propositions  de  Géomé- 
trie auxquelles  le  nom  de  Lamé  est  resté  attaché,  mais  ils  se  plai- 
ront surtout  aux  réflexions  qui  sont  semées  partout,  qui  dénotent 
un  esprit  vraiment  critique,  et  un  sens  naturel  des  choses  de  l'en- 
seignement qui  étonne  chez  un  homme  aussi  jeune  et  qui,  sans 
doute,  n'avait  jamais  professé;  plus  d'un  lecteur,  dont  l'enseigne- 
ment est  le  métier,  en  fera  son  profit,  et  lors  même  qu'il  connaî- 
trait souvent,  des  problèmes  que  l'auteur  traite  et  dont  beaucoup 
sont  aujourd'liui  classiques,  quelque  solution  plus  simple,  s'émer- 
veillera de  la  façon  dont  sont  présentées  celles  que  Lamé  propose. 
Pour  ce  qui  est  des  digressions  ])hilosopliiques  ou  pédagogiques 
qui  abondent  dans  ce  petit  livre,  je  ne  puis  m'empêcher  de  citer  la 
façon  dont  Lamé  en  parle,  dans  sa  préface  : 

«  Quant  aux  réflexions  qu'il  contient,  dit-il,  j'avoue  qu'elles 
m'ont  été  suggérées,  pour  la  plupart,  par  les  problèmes  que  j'y  ai 
fait  entrer,  tandis  qu'au  contraire  des  réflexions  générales  auraient 
dû  me  conduire  au  choix  des  exemples.  Il  aurait  fallu  du  temps  et 
l)eaucoup  de  talent  pour  faire  disparaître  l'apparence  de  cette 
inversion,  et  je  ne  possédais  ni  l'un  ni  l'autre.  » 

Cette  modestie,  sous  laquelle  se  cache  un  peu  d'impertinence 
juvénile,  est  fort  plaisante.  .1.   T. 


Riill.  des  Sciences  mat  hem . ,  2'  série,  t.  XW'II.  (Décrniljrc  içjo.î.)  ■}.?> 
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OCAGNE  (M.  d").  —  Exposé  synthétiqve  des  principes  fondamentaux  de 
LA  NoMOGUAPHiE.  I  vol.  1x1-4°,  62  pages.  Paris,  Gaulhier-Villars,  igoS. 

Le  Traité  de  AomograpJiie  de  M.  Maurice  dOcagnc  (')  inté- 
resse les  mathématiciens  et  les  techniciens.  C'est  surtout  aux  pre- 
miers que  s'adresse  le  présent  ^lémoire,  où  l'auteur  a  moins  en  vue 
les  applications  pratiques  que  les  principes  de  cette  branche  spé- 
ciale des  Mathématiques  appliquées,  qu'il  a  tant  contribué  à  déve- 
lopper, et  à  laquelle  il  a  donné  un  nom.  Dans  son  Traité,  l'auteur 
part  des  cas  les  plus  simples  pour  s'élever  peu  à  peu  aux  problèmes 
généraux;  dans  le  présent  Mémoire,  au  contraire,  le  problème  de 
la  représentation  nomographique  des  équations  est  posé  dans  ses 
ternies  les  plus  généraux,  et  c'est  l'élude  de  ce  problème  qui  con- 
duit aux  méthodes  d'un  usage  courant  dans  la  pratique.  Une  telle 
exposition  a  l'avantage  de  la  brièveté  et  fait  pénétrer  le  lecteur 
plus  avant  dans  le  fond  des  choses. 

Elle  a  donné  l'occasion  à  M.  d'Ocagne  de  revenir  sur  un  point 
important,  la  classification  des  nomogrammes  ;  dans  celle  qu'il 
propose,  les  nomogrammes  sont  réduits  à  vingt  types  canoniques, 
dont  un  à  un  seul  plan  et  les  dix-neuf  autres  à  deux  plans.  L'au- 
teur j  est  parvenu  en  «  étudiant  tous  les  modes  de  répartition  des 
éléments  sans  cote,  ou  constants,  entre  les  divers  contacts  dont  la 
simultanéité  définit  le  mode  d'emploi  du  nomogramme  ».  Chacun 
de  ces  types  est  représenté  par  un  schéma  fort  simple,  et  leur 
ensemble  par  un  Tableau  d'une  lecture  facile.  Si,  ensuite,  on  con- 
sidère m  plans  superposés,  on  peut  immédiatement  décomposer  le 
nomogramme  ainsi  constitué  en  une  suite  de  ?7i  —  i  nomogrammes 
à  deux  plans  rentrant  dans  les  dix-neuf  types  canoniques  de  nomo- 
grammes à  deux  plans. 

Signalons  encore  les  développements  relatifs  à  cette  notion  du 
genre  nomographique  dont  Torigine  est  due  à  M.  Soreau,  et  que 
M.  d'Ocagne  a  introduite  ici  même  (-),  en  rendant  compte  du 
travail  de  INL  Soreau.  Enfin  il  convient  de  louer  la  belle  exécution 


(')  \inT  Bulletin,  1.  XMII,  p.  17*. 
('•)  Tiuiic  \\M,  (iijOL-  ),  p.  I17. 
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des  figures  qui  illustrent  le  texte  :  on  aura  certainement  plaisir  à 
regarder,  par  exemple,  le  nomogramme  à  points  alignés  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré,  à  coefficients  quelconques.  Un  nomo- 
gramme analogue  peut,  grâce  à  l'emploi  de  la  transformation  de 
Tschirnhausen,  s'appliquer  à  la  résolution  de  toutes  les  équations 
algébriques,  jusqu'au  septième  degré,  inclusivement  ('). 

J.  T. 


FOUET  (A.).  —  Leçons  élémentaires  sur  l\  théorie  des  fonctions  ana- 
lytiques. F"  Partie  (Chapitres  I  à  V).  i  vol.  in-8",  33o  pages.  Paris,  Gau- 
Ihier-Villars;  1902. 

Ces  Leçons,  si  l'on  en  juge  par  le  développement  de  la  pre- 
mière Partie,  semblent  devoir  former  un  Ouvrage  considérable; 
elles  sont  fort  intéressantes,  et,  bien  c\n' élémentaires ,  conduisent 
souvent  le  lecteur  jusqu'à  ces  régions,  récemment  explorées,  où  se 
trouve  aujourd'hui  la  frontière  de  la  Science  :  l'auteur  souhaite 
sans  doute  que  quelques-uns  de  ses  lecteurs  contribuent,  pour  leur 
part,  à  reculer  cette  frontière;  aussi  a-t-il  multiplié  les  renvois 
bibliographiques,  qui  permettront  à  ceux  dont  il  a  éveillé  la  curio- 
sité delà  satisfaire;  les  notes  abondent  dans  son  livre;  outre  les 
simples  renvois,  on  y  trouve  des  résumés,  des  indications,  des 
vues  suggestives;  aussi  bien,  celles-ci  ne  manquent  pas  dans  le 
texte,  rédigé  d'une  façon  large  et  claire,  et  l'on  sent  chez  l'auteur, 
outre  la  maîtrise  du  sujet,  le  goût  des  vues  d'ensemble  et  de  la 
réflexion  philosophique;  les  citations  non  plus  ne  manquent  pas, 
et  M.  Fouet  s'est  plu  à  recueillir  ces  phrases  qui  jaillissent  parfois 
sous  la  plume  des  grands  mathématiciens  et  qui  caractérisent  tout 
un  ordre  de  pensées. 


(')  Je  profite  du  présent  compte  rendu  pour  signaler  l'omission,  dans  la  liste 
des  Mémoires  inséi'és  dans  le  compte  rendu  du  deuxième  Congrès  international 
des  jMathématiciens  qui  a  été  publié  dans  le  Bulletin  (t.  XXVII,  p.  i3i),  de  là 
Note  de  M.  Maurice  dOcagne  Sur  les  divers  modes  d'application  de  la  méthode 
graphique  à  l'Art  du  Calcul  {calcul  graphique  et  calcul  nomographique). 
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Ces  Leçons  sont  élémentaires,  non  parce  qu'elles  se  borncnl  aux 
éléments  de  la  Science,  mais  parce  qu'elles  y  remontent  continuel- 
lement; on  est  même  parfois  un  peu  étonné,  en  passant  d'un 
Chapitre  où  l'on  est  allé  assez  loin,  de  revenir,  dans  le  Chapitre 
suivant,  à  un  point  de  départ  qui  semble  devoir  être  très  familier 
au  lecteur, .ou  aux  éléments  de  quelque  théorie  dont  on  a  déjà 
utilisé  les  résultats.  Je  dépasserais  de  beaucoup  ma  pensée  en 
disant  qu'on  ne  se  rend  pas  bien  compte  des  connaissances  que 
M.  Fouet  suppose  chez  son  lecteur  :  peut-être  a-t-il  cru  utile, 
toutes  les  fois  que  l'occasion  s'ofVrait  à  lui,  de  ramener  le  lecteur 
à  ces  principes  qui  doivent  être  toujours  présents  à  l'esprit,  mais 
qui  disparaissent  parfois  et  s'oublient  sous  l'amas  des  connaissances 
formelles;  à  vrai  dire,  l'utilité  d'une  continuelle  revision  apparaît 
à  tous  ceux  qui  ont  l'habitude  de  l'enseignement.  Au  reste  les 
questions  élémentaires  sont  traitées  largement,  sans  pédantisme, 
et  l'on  ne  s'j  attarde  point. 

11  me  reste  à  faire  connaître  rapidement  les  matières  contenues 
dans  l'Introduction,  et  les  cinq  Chapitres  qui  forment  le  Livre  I. 

Après  une  escjuisse  du  développement  de  l'idée  de  fonction, 
dont  on  pourrait  dire  parfois  qu'elle  est  trop  large,  si  elle  était 
autre  chose  qu'une  esquisse,  et  où  s'introduisent  déjà  les  idées 
de  connexion  et  d'hjperespace,  M.  Fouet  donne  un  aperçu  de  la 
théorie  des  ensembles,  qui  contient  la  définition  des  idées  et  des 
termes  essentiels;  il  signale  différents  types  remarquables  de  fonc- 
tions, s'arrête  sur  les  notions  de  continuité,  de  limite,  de  conver- 
gence uniforme,  sur  celle  de  dérivée,  de  fonction  harmonique,  de 
représentation  conforme,  de  fonction  analvtique,  et  termine  son 
Intrt)duclion  par  des  notions  importantes  sur  les  groupes.  Cette 
Introduction  est  comme  une  sorte  de  vue  d'ensemble  sur  beaucoup 
de  sujets  qui  seront  développés  et  repris  en  détail  dans  le  cours  du 
livre,  et  dont  elle  suppose  en  partie  la  connaissance. 

Dans  le  premier  Chapitre,  l'auteur  étudie  d'abord  en  détail 
quelques  fonctions  algébriques  simples  et  la  représentation  con- 
forme à  laquelle  elles  donnent  lieu,  la  transformation  homogra- 
pliiqueen  particulier,  de  manière  à  conduire  à  la  notion  du  groupe 
fiichsicn  et  du  groiqie  modulaire;  |Miis  il  arrive  à  la  définition  de 
la  fonction  algébrique  en  général,  étudie  les  singularités,  les  sys- 
tèmes   (.iriuilaircîs,    diMinil   le   gi(tiq)c  tle   inonodromie,  et   termine 
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par  quelques  pages  sur  la  surface  de  Kiemann  propre  à  représenler 
uue  fonction  algébrique  donnée. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  séries  et  produits  infinis 
(simples  ).  Le  sujet  est  repris  au  début,  et  l'on  traite  successive- 
ment des  séries  à  termes  numériques,  des  séries  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  d'une  variable,  de  la  convergence  uniforme,  de 
l'intégration,  de  la  dérivation  des  séries;  on  développe  ensuite 
les  propositions  fondamentales  concernant  les  séries  entières; 
après  quoi  l'auteur  passe  aux  produits  infinis,  aux  séries  ti'igono- 
métriques,  aux  séries  divergentes  en  tant  qu'elles  peuvent  servir  à 
la  définition  d'une  fonction;  on  explique  en  particulier  quelques- 
uns  des  résultats  imoorlants  obtenus  par  M.  Borel.  On  traite  enfin 
des  transcendantes  élémentaires  :  fonctions  exponentielle,  circu- 
laires, logarilhmique,  fonctions  circulaires  inverses,  fonctions  eulé- 
riennes,  série  hypergéométrique. 

Le  troisième  Chapitre  se  rapporte  aux  fonctions  définies  par  des 
séries  multiples;  1  auteur  conserve  la  même  division  que  dans  le 
précédent  Chapitre  :  c'est-à-dire  qu'il  débute  par  une  étude  géné- 
rale des  séries  multiples,  dont  il  applique  les  résultais  à  des  trans- 
cendantes classiques.  La  convergence  de  la  série  d'Eisenstein  est 
fondée  sur  la  règle  de  Cauchj,  où  intervient  la  considération  d'une 
intégrale  multiple.  Les  séries  entières  à  plusieurs  \ariables  sont 
naturellement  l'objet  d'une  étude  spéciale.  Les  propriétés  fonda- 
mentales des  fonctions  3",  p,  v  de  A\  eierstrass,  des  fonctions  3/  à 
un  ou  plusieurs  arguments  contituent  une  application  naturelle  et 
intéressante  des  théories  générales. 

Dans  le  Chapitre  IV,  M.  Fouet  traite  des  fonctions  définies  par 
les  intégrales.  Ici  encore,  il  reprend  les  choses  au  début,  à  la  défi- 
nition de  l'intégrale  définie,  au  sens  de  Pviemann,  ou  plutôt  de 
Imlégrale  par  excès  et  par  défaut  de  ^L  Darboux,  passe  de  là  aux 
intégrales  multii)les,  aux  inlésrrales  curvilignes,  aux  intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginaires.  On  v  noiera,  relativement  au 
théorème  de  Cauchv,  cette  démonstration  de  M.  Goursatqui  sup- 
pose seulement  l'existence  de  la  fonction  dérivée  ;  les  conséquences 
classiques  de  ce  théorème  se  déroulent  dans  la  suite  du  Chapitre. 

Le  dernier  Chapitre  a  pour  titre  :  "  Le  prolongement  analytique 
d'après  \Veierstrass  «.  Après  avoir  développé  la  notion  de  la 
chaîne  d'éléments  de  fonction  et  la  notion  de  fonction  analytique, 


333  PREMIERE  PARTIE. 

au  sens  de  Weierstrass,  M.  Fouet  s'occupe  des  coupures  artifi- 
cielles ou  essentielles,  de  la  représentation,  dans  un  domaine 
borné,  par  une  série  de  polynômes,  d'une  fonction  holomorphe 
dans  ce  domaine,  de  la  représentation  d'une  branche  de  fonction 
dans  une  étoile,  enfin  des  extensions  possibles  que  l'on  peut 
donner  à  la  notion  de  prolongement  analj'tique.  J.   T. 


ESTANAVE  (E.).  —  Essais  sir  la  sommation  de  ovelques  séries  trigono- 
MÉTRiQUEs.  1  vol.  in-8",  112  pages.  Paris,  Hermann,  1903. 


En  cherchant  à  satisfaire  à  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  tvpe 

CÏ^Z  „      d^-z  d'*z 


Cl. 


(Jx*        "     Ox-  dy'^    '    '  Oy- 


où  a,  |j,  -'  désignent  des  constantes  et  p  une  fonction  arbitraire- 
mont  donnée  de  .r  et  dej'  par  une  série  de  la  forme 

'      y 

M.  Estanave  parvient  à  plusieurs  identités  contenant  la  fonction 
arbitraire  /),  d'où  il  déduit  la  valeur  d'un  tiès  grand  nombre  de 
séries  trigonométrif|ues  remarquables  par  la  simplicité  du  terme 
général.  Plusieurs  de  ces  séries  sont  bien  connues,  il  n'j  en  avait 
pas  moins  intérêt  à  en  déduire  la  sommation  d'un  procédé  uni- 
forme. A  leur  tour,  en  particularisant  convenablement  la  variable, 
ces  séries  engendrent  des  séries  numériques  intéressantes.  C'est 
là  un  procédé  dont  M.  Glaisher,  dans  le  Messager  0/  Maf héma- 
ties ou  le  Quarterly  Journal,  a  donné  de  beaux  et  nombreux 
exemples. 

Signalons,  parmi  les  séi  ies  (|uc  Irailc  M.  Estanave,  celles  (pii 
suivent;  elles  suffiront  à  donner  au  lecteur  quelque  idée  de  la 
nature    de    ses    recherche.^' ;    la    sommation     en    est    étendue    aux 
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valeurs  naturelles  de  n 


1 


el  d'autres  analogues  où  les  sinus  sont  remplacés  par  des  cosinus, 
des  sinus  ou  des  cosinus  élevés  au  carré,  etc. 

Ce  -Mémoire  se  termine  par  diverses  Notes  où  Ion  remarquera 
la  démonstration  très  simple  dune  relation  qui  exprime  le  ^""'"^ 
nombre  d'EuIer  linéairement  au  moyen  des  p  premiers  nombres 
de  BernouUi.  J.  T. 


ROUCIIÉ  (^E.)et  LÉVV(L.).  —  Analyse  infinitésimale  a  l'usage  des  ixgé- 
NiEL'RS.  Tome  second.  Calcul  intégral  :  Intégrales  indéfinies  et  définies. 
Séries  de  Fourier.  Fonctions  elliptiques.  Équations  différentielles  ordinaires 
et  aux  dérivées  partielles.  Calcul  des  variations,  i  vol.  in-8"  de  VEncjclo- 
■pétlie  industrielle  (Lechalasj.  648  pages.  Paris,  Gauthier- Villars,  1902. 

Ce  second  volume,  comme  le  premier,  s'adresse  à  ce  public 
d'ingénieurs,  nombreux  en  France,  qui  ont  reçu  une  forte  instruc- 
tion mathématique,  qui,  même  dans  leur  métier,  ne  se  désinté- 
ressent pas  de  la  Science,  qui  peuvent  sans  doute  avoir  besoin  de 
retrouver  dans  un  livre  les  éléments  théoriques  de  la  solution  d'un 
problème  pratique,  qui  sont  bien  aises  d'y  rencontrer  des  applica- 
tions concrètes,  dont  la  nature  leur  est  familière  et  qui  peuvent 
leur  servir  de  modèle,  mais  qui  ne  seront  pas  fâchés  de  trouver  à 
côté  des  indications  sur  quelque  théorie  élevée,  dont  peut-être  ils 
n'auront  pas  à  se  servir.  Faut-il  s'étonner  s'il  y  a  des  ingénieurs 
auxquels  un  barème  ne  suffit  pas  et  qui  ont,  pour  ainsi  dire, 
besoin  de  jouissances  scientifiques,  lorsqu'on  rencontre  des  ingé- 
nieurs au  premier  rang  des  savants?  Ce  volume  d'une  Encvclo- 
pédie  industrielle  où  l'on  traite  de  l'inversion  des  intégrales  hyper- 
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elliptiques  et  de  la  réduction  des  intégrales  abéliennes,  de  la 
transcendance  des  nombres  e  et  -,  caractérise  un  intéressant 
état  d'esprit.  Notons  toutefois  que  les  auteurs  ont  su  se  borner 
et  écarter  des  développements  très  importants  sans  doute,  comme 
les  théorèmes  d'existence  des  solutions  des  équations  différen- 
tielles, mais  qui  ne  doivent  assurément  pas  grossir  un  livre  de 
cette  nature,  ou  prendre  la  place  de  ces  procédés  d'intégration 
dont  le  lecteur  a  surtout  besoin. 

Les  deux  premiers  Chapitres  se  rapportent  aux  intégrales  indé- 
finies et  définies;  on  v  trouvera  en  particulier  les  procédés 
classiques  pour  le  calcul  des  fonctions  primitives,  d'intéressants 
exemples  de  détermination  d'intégrales  définies,  la  notion  d'inté- 
grale curviligne  et  la  condition  sous  laquelle  on  peut  affirmer 
qu'une  intégrale  ne  dépend  pas  du  chemin  parcouru.  Je  demande 
la  permission,  à  propos  de  l'un  des  points  les  plus  élémentaires  de 
ces  théories,  de  faire  une  observation  pui'ement  pédagogique,'  qui 
n'a  rien  de  spécial  au  livre  de  INIM.  Pvouché  et  Lévv,  qui  m'est 
simplement  revenue  à  l'esprit  en  le  lisant.  Les  auteurs  insistent 
avec  raison  sur  les  précautions  qu'il  y  a  lieu  de  prendre,  dans  la 
pratique,  lorsque  dans  une  intégrale 


/ 


h 
f(j)dx, 


on  lait  une  substitution  telle  que  >r  =  'j>(/).  Je  n'enlends  nulle- 
ment parler  ici  des  difficultés  relatives  aux  discontinuités;  mais 
j'ai  souvent  observé  (\uc  les  commençants,  dans  l'application  de  la 
formule 

''Il  'a 

étaient  arrêtés  parla  déterniitialion  des  limites  a,  ,3  de  l'intégrale 
ilu  second  membre,  qui  correspondent  aux  limites  a,  b  de  l'inté- 
grale du  premier  meuibre.  Ou  fonde  babituellement  la  démonstra- 
tion de  cette  formule  sur  la  noliou  {\c  fonction  pntiiilive  et  sur 
la  règle  de  dérivation  (pii  se  rapporte  aux  lonclions  de  lonc- 
lion.  Dès  lors,  ne  serail-il  pas  bon  de  faire  remar(|ucr  explici- 
tement qu'on  |)eiit  choisir  aibilraircment  a  jiarmi  les  racines  de 
l'i'qualion  r/  =  'i(/),  [i  p;iriiii    les  lai mes  de   ré(pialutn  /v  :=  :p(/ ), 
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si  Ton  esL  certain  que  t  variant  de  a  à  jii,  la  fonction  o' (t) 
reste  continue,  et  que  la  fonction  o(t)  reste  comprise  entre 
des  limites  A  et  B  telles  que  f{x)  soit  continue  lorsque  x  varie 
entre  A  et  B?  Il  n'importe  pas  que  ''■^{t)  varie  dans  un  sens  ou 
dans  un  autre  et  sorte  ou  non  des  limites  a,  b  de  l'intégrale  du 
premier  nombre,  en  sorte  que  l'attention  doit  se  porter  essen- 
tiellement sur  les  valeurs  de  t  qui  rendent  discontinus  l'un  des 
facteurs  /['^{i)],  ^'(j)-  1^  est  naturel  de  choisir,  comme  on  le 
recommande  souvent,  un  couple  a,  [j  tel  que  t  variant  de  a,  Jj, 
la  fonction  ca(/)  varie  de  a  à  ^  en  croissant  toujours  ou  en 
décroissant  toujours;  mais  cela  n'est  point  nécessaire.  Je  de- 
mande encore  une  fois  pardon  de  cette  digression;  et  je  reviens 
au  livre  de  MM.  Bouché  et  Lévj. 

Le  troisième  Chapitre  se  rapporte  à  Tinlégration  des  fonctions 
d'une  variable  imaginaire;  il  contient  les  propositions  princi- 
pales qui  résultent  immédiatement  du  théorème  fondamental  de 
Cauchy  et  divers  exemples  importants  de  détermination  d'inté- 
grales définies. 

Les  auteurs  traitent  ensuite  des  polynômes  de  Legendre,  de 
cette  formule  de  Lagrange  auquel  l'un  d'eux  a  consacré  jadis  un 
beau  Mémoire,  des  fonctions  eulériennes  et  de  la  formule  de 
Stirling.  L'étude  sommaire  des  polynômes  de  Legendre  est  néces- 
sitée par  le  rôle  qu'ils  tiennent  dans  la  méthode  des  quadratures 
de  Gauss,  qui  trouvera  sa  place  un  peu  plus  loin,  dans  les  appli- 
cations géométriques.  Peut-être  MM.  Rouché  et  Lévy  auraient-ils 
pu  consacrer  quelques  lignes  à  la  forinule  sommatoire  d'Euler- 
Maclaurin,  dont  ils  n'étaient  pas  loin,  et  qui  ne  semble  pas  dénuée 
d'intérêt  pratique.  A  ce  point  de  vue,  les  séries  trigonométriques 
ne  pouvaient  être  passées  sous  silence,  et  les  auteurs  en  disent  ce 
qu'il  est  indispensable  de  savoir;  ils  ajoutent  un  mot  sur  les 
séries  de  polynômes. 

Outre  les  règles  essentielles  relatives  à  l'évaluation  des  inté- 
grales doubles,  les  applications  aux  intégrales  eulériennes,  aux. 
intégrales  de  Fresnel,  signalons  les  notions  sur  les  intégrales  de 
surface,  la  formule  de  Green  dans  le  plan,  la  formule  de  Slokes. 
Le  ihéorènie  de  Gauss  sur  linténrale 


■ c/j 
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trouvera  sa  place  dans  le  Cliapilre  suivant  sur  les  applications 
géométriques.  Notons  encore,  dans  ce  même  Chapitre,  le  para- 
graphe concernant  la  courbure  totale  d'un  triangle  formé  par  des 
arcs  de  géodésiques.  J'ai  déjà  dit  que  c'était  là  anssi  que  les  auteurs 
avaient  parlé  des  quadratures  approchées. 

Après  avoir  traité  des  intégrales  triples,  les  auteurs  ont  repro- 
duit ou  résumé,  en  vingt-sept  pages,  les  formules  les  plus  usuelles 
concernant  le  calcul  des  intégrales.  Un  Tableau  de  ce  genre  est 
chose  fort  pratique;  rien  n'est  plus  insupportable  que  de  recom- 
mencer l'un  de  ces  calculs  de  réduction  qu'on  a  déjà  fait  vingt  fois, 
et  oh  l'agacement  de  ne  pas  avoir  sous  la  main  la  formule  dont  on 
a  besoin  est  une  cause  d'erreurs. 

Le  Chapitre  IX  est  consacré  au  potentiel  et  à  quelques  théories 
voisines;  on  y  trouvera  en  particulier  les  formules  d'Ostrogradski 
et  de  Green,  les  conditions  deDirichlet  pour  qu'une  fonction  soit 
un  potentiel,  des  notions  sur  les  fonctions  de  Laplace  et  les  déve- 
loppements en  série  de  ces  fonctions,  le  théorème  de  Vaschy  sur 
les  champs  de  force. 

Le  Chapitre  suivant  contient  un  résumé  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  sur  lesquelles  on  sait  que  l'un  des  auteurs  a  écrit 
un  petit  Traité  fort  pratique.  On  trouvera  dans  ce  Chapitre  les 
définitions  et  propositions  essentielles  sur  les  fonctions  sn,  en, 
dn,/?,  Ç,  (7,  0. 

Les  six  Chapitres  qui  suivent  se  rapportent  aux  équations  diffé- 
rentielles, ordinaires,  simultanées,  aux  dérivées  partielles.  Je 
laisse  de  côté  les  propositions  classicpies  sur  l'intégration  ou  la 
réduction  d'un  certain  nombre  d'équations  différentielles  ordi- 
naires, pour  signaler  dans  le  Chapitre  consacré  aux  équations 
linéaires  les  nombreux  et  intéressants  exemples  d'équations  parti- 
culières qui  appartiennent  au  typedeFuchs;  deux  de  ces  exemples 
sont  dus  à  M.  Jean  Résal;  signalons  aussi  les  détails  sur  les  équa- 
tions de  Bessel,  de  Riccali,  de  Lamé. 

La  théorie  élémentaire  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  est  traitée  d'une  façon  claire  et  intéressante;  les 
auteurs  insistent  sur  le  cas  de  deux  variables  indépendantes;  ils 
expliquent  toutefois  la  méthode  de  Jacobi  cl  les  propriétés  fonda- 
mentales des  crochets  de  Poisson. 

Le  Chapitre  sur  les  é(|uations  aux  dérivées  partielles  du  second 
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ordre  ne  contient  naturellement  pas  de  théories  générales  :  on  v 
trouvera  d'intéressants  développements  sur  les  équations  des 
cordes  vibrantes,  de  Laplace,  de  Liouville,  de  Monge,  d'Ampère, 
des  télégraphistes.  La  lin  de  ce  Chapitre  est  due  à  M.  Picard  : 
celui-ci  a  résumé,  sous  une  forme  pratique,  quelques-uns  des 
beaux  résultats  qu'on  lui  doit  sur  l'usage  de  la  méthode  des 
approximations  successives  pour  la  détermination  approchée  des 
intégrales  dune  équation  aux  dérivées  partielles  qui  satisfont  à 
certaines  conditions  aux  limites. 

Enfin  le  ^  olume  se  termine  par  une  exposition  élémentaire  du 
calcul  des  variations.  Les  auteurs  n'ont  pas  manqué  d'insister 
comme  il  convenait  sur  les  exemples  et  les  applications. 

Je  souhaite  que  la  courte  analyse  qui  précède  suffise  au  lecteur 
pour  se  rendre  compte  de  ce  qu'il  pourra  trouver  dans  le  Livre  de 
MM.  Rouché  et  Lévj.  Quant  aux  qualités  de  la  rédaction  et  de 
l'exposition,  le  nom  des  auteurs  suffit  à  le  renseigner.         J.  T. 


DASSEX  (C).   —  Étude  slr  les  quantités   mathématiques.   Grandeurs 
DIRIGÉES.  QuATERMO.NS.  I  vol.  in-8",  iv-i33  pages,  Paris,  Hennaon,  1903. 

Celle  Êtacle  a  été  composée  sur  l'invitation  de  la  Société scien- 
tijique  argentine^  en  vue  dun  Volume  qu'elle  se  proposait  de 
publier  pour  commémorer  le  3o^  anniversaire  de  sa  fondation. 
Elle  peut  être  regardée  comme  une  suile  au  travail  de  lauteur  sur 
la  Métaphysique  des  concepts  mathématiques  fondamentaux, 
dont  le  Bulletin  a  rendu  compte  :  la  philosophie  et  l'histoire  y 
tiennent  une  large  place.  On  v  trouvera  le  développement  de 
l'idée  de  nombre,  la  théorie  des  opérations  sur  les  nombres  posi- 
tifs, l'introduction  des  nombres  négatifs  considérés  comme  repré- 
sentant des  quantités  susceptibles  de  deux  sens  opposés,  des 
nombres  imaginaires  regardés  comme  représentant  des  vecteurs 
dans  un  plan,  enfin  des  quaternions,  considérés  aussi  au  point  de 
vue  géométrique.  Tout  ce  développement  est  présenté  sous  une 
forme  élémentaire  et  mêlé  de  renseignements  historiques,  souvent 
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intéressants  et  parfois  peu  connus.  Peut-être  quelques  modes  de 
raisonnements  auraient-ils  pu  êlre  laissés  dans  l'oubli;  mais  les 
positivistes,  auxquels  d'ailleurs  je  ne  suis  pas  bien  sûr  qu'il  faille 
rattacher  M.  Dassen,  aiment  à  répéter  que  la  philosophie  est 
l'histoire  des  erreurs  de  l'esprit  humain;  il  faut  donc,  si  l'on  veut 
philosopher^  tenir  compte  de  ces  erreurs. 

Au  point  de  vue  philosophique,  M.  Dassen  est  de  ceux  qui 
attribuent  à  l'expérience  la  plus  large  part  dans  la  formation  des 
concepts  mathématiques;  il  insiste  beaucoup  sur  le  rôle  utilitaire 
de  la  Science,  et  en  cela  il  se  rattache  svirement  à  Auguste  Comte, 
qui  faisait  moins  de  cas  de  la  vérité  pour  elle-même  que  pour  son 
utilité  sociale;  cette  utilité  mesurait  pour  lui  et  limitait  la  valeur 
de  la  Science  et  j'ai  lu  quelque  part  que  la  découverte  de  Xeplune 
ne  l'intéressait  nullement.*  Si  même  on  acceptait  théoriquement 
cette  doctrine,  il  me  semble  qu'elle  est  pratiquement  ruinée  par 
l'histoire  du  développement  de  la  Science  et  de  ses  applications. 
Les  découveries  les  plus  utiles  ont  été  faites  en  se  proposant  pour 
but,  non  l'utilité,  mais  la  connaissance  et  la  coordination  des  faits; 
de  cette  connaissance  est  résultée  souvent  la  solution  d'une  ques- 
tion pratique,  à  laquelle  l'auteur  n'avait  nullement  pensé  avant 
sa  découverte,  qui  peut-être  lui  aurait  échappé  s'il  s'était  tout 
d'abord  acharné  à  résoudre  le  problème  pratique,  s'il  s'était 
laissé  hypnotiser  par  ce  que  ce  problème  avait  d'angoissant. 
Ce  n'est  pas  leur  intérêt  pratique  qui  rend  les  faits  intelli- 
gibles, et  leur  coordination  logique  est  indifférente  à  nos  inquié- 
tudes, à  nos  besoins  et  à  nos  souflrances.  De  là  suit  la  nécessité  de 
laisser  à  celui  qui  cherche  toute  liberté  dans  la  recherche  et  la 
spéculation.  Ce  n'est  ni  l'utilité  immédiate,  ni  la  conformité  à  nos 
habitudes  d'esprit,  c'est  l'histoire  qui  juge  la  valeur  pratique  des 
doctrines  scientilifjues,  et  encore  faut-il  ajouter  que  l'histoire  n'est 
jamais  finie.  Il  ne  faut  point  limiter  et  prétendre  diriger  la  curio- 
sité scientifupic,  ni  dire  qu'elle  est  vainc,  puisque  ses  bienfaits 
pratiques  sont  très  évidents. 

C'est  dans  l'enseignement  que  la  doctrine  utilitaire  reprend  ses 
droits,  parce  qu'on  ne  peut  tout  ajiprendre,  que  la  vie  est  courte, 
et  que  les  nécessités  prali(pics  guettent  la  pluj)art  de  ceux  auxquels 
s'adresse  cet  enseignement;  encore,  faut-il  faire  une  réserve  spé- 
ciale pour  le  degré  qui  s'adres«c  à  ceux  qui  \culcnl  s'initier,  non 
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plus  à  la  science  faite,  mais  à  la  science  en  formation,  et  une 
réserve  générale,  puisque,  à  aucun  degré,  la  coordination  logique 
des  idées  ne  doit  être  sacrifiée,  si  l'on  ne  veut  point  se  réduire  à 
un  recueil  de  recettes.  Au  reste  le  livre  de  M.  Dassen  a  un  carac- 
tère trop  scientifique  pour  qu'on  soit  bien  assuré  que  l'auteur 
souscrirait  volontiers  à  ces  dernières  réserves.  J.  T. 


LAUIŒNT  (IL).  —  Petit  TRAITÉ  d'Économie  politique  mathématique,  rédigé 
conformément  aux  préceptes  de  l'École  de  Lausanne,  i  vol.  petit  in-8", 
60  pages,  Schmid.  1902. 

Ce  petit  Traité  est  agréable  à  lire  pour  les  personnes  qui 
ont  quelques  connaissances  mathématiques,  précisément  parce 
que  l'auteur  y  parle  le  langage  auquel  elles  sont  habituées; 
elles  auront  plaisir  à  savoir,  au  bout  de  quelques  pages,  ce  qu'est 
Vophélimitc  de  M.  Walras,  les  théorèmes  fondamentaux  que  le 
savant  professeur  de  Lausanne  a  déduits  de  celle  notion,  la  formule 
de  M.  Pareto  sur  la  répartition  des  revenus,  la  répercussion  des 
variations  de  Tescompte  sur  le  prix  des  métaux  précieux,  les  prin- 
cipes de  la  théorie  du  change,  etc.  On  lira  d'ailleurs  avec  amuse- 
ment et  profit  les  réflexions  que  Fauteur  a  mises  à  la  fin  de 
son  livre  sur  les  banques,  les  opérations  de  Bourse,  l'impôt,  la 
civilisation,  le  progrès,  la  statistique  et  la  population,  l'instruction 
publique,  le  socialisme,  la  prévoyance,  etc.  :  les  unes  sont  instruc- 
tives, d'autres  feront  réfléchir  le  lecteur,  lors  même  qu'elles  cho- 
queraient ses  habitudes  d'esprit;  si  parfois  elles  prêtent  à  rire,  c'est 
que  M.  Laurent  la  voulu  expressément.  Il  faut  le  féliciter  de  sa 
bonne  humeur,  qu'il  puise  sans  doute  dans  la  certitude  qu  il  a  de 
la  vérité  de  sa  doctrine;  mais  je  ne  voudrais  pourtant  pas  insinuer 
que  les  économistes,  lorsqu'ils  sont  solennels,  sérieux  ou  simple- 
ment ennuyeux,  ne  croient  point  ce  qu'ils  disent.  J.  1. 
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BOREL  (E.).  —  Leçons  si:r  les  fonctions  méromorpiies  professées  au 
Collège  de  France,  recueillies  par  M.  L.  Zoretti,  i  vol.  in-8",  vi-r22  pages, 
Paris,  Gaulhier-Villars,  1903. 

Fidèle  à  la  mélliode  qui  assure  le  succès  des  Nouvelles  Leçons 
sur  la  Théorie  des  fonctions^  M.  Borel  reprend,  au  début  de  sou 
livre,  celles  des  ihéories  classiques  ou  des  propositions  déjà  déve- 
loppées dans  quelqu'un  de  ses  livres  antérieurs,  qui  sont  essen- 
tielles pour  l'intelligence  des  théories  nouvelles  qu'il  a  en  vue  dans 
celui-ci.  Sans  doute,  ceux  qui  n'ont  pas  encore  lu  les  Nouvelles 
Leçons  feront  bien  de  les  lire  dans  l'ordre  où  elles  ont  été  publiées; 
mais  cela  n'est  point  nécessaire,  et,  si  l'on  veut  intervertir  cet 
ordre,  on  sera  tout  au  plus  amené  parfois  à  consulter  quelque 
autre  volume  que  celui  dont  on  a  entrepris  la  lecture,  pour  com- 
pléter une  démonstration  ou  approfondir  un  théorème.  Toutefois 
cette  méthode,  grâce  au  talent  et  à  la  richesse  d'idées  de  l'auteur, 
n'implique  presque  pas  de  redites;  et,  dès  les  premières  pages, 
dans  un  sujet  qu'il  croit  posséder  à  fond,  le  lecteur  est  intéressé 
par  la  nouveauté,  soit  de  l'exposition,  soit  des  réflexions  qui 
l'accompagnent.  ]M.  Zoretti,  qui  a  recueilli  ces  leçons,  à  c|ui  l'on 
doit  même  deux  des  Notes  qui  terminent  le  Volume,  a  su  conserver 
la  manière  et  le  stjle  du  maître. 

Après  avoir  rappelé  les  principales  propriétés  des  fonctions 
analytiques  et  de  leurs  singularités,  l'auteur  donne  du  théorème  de 
M.  JNIittag-Leffler,  sur  la  représentation  d'une  fonction  uniforme 
admettant  une  infinité  de  pôles,  en  nombre  fini  dans  toute  région 
bornée  du  j^lan,  une  démonstration  extrêmement  simple,  et  en 
déduit  immédiatement  le  théorème  de  Weierstrass  sur  la  décom- 
])Osition  d'une  fonction  entière  en  facteurs  primaires  5  il  s'occupe 
ensuite  des  propriétés  de  la  série  de  Tajlor  qui  représente  une 
fonction  méromor|)he,  pour  montrer  les  renseignements  que  peut 
fournir  cette  série  sur  les  pôles  (pii  se  trouvent  sur  le  cercle  de  con- 
vergence. On  sait  assez  que  ces  résultats,  d'une  importance  capi- 
tale, sont  dus  à  INI.  Iladamard  ;  ce  n'est  pas  toutefois  la  méthode  de 
ce  géomètre  qu'expose  INI.  Borel;  il  substiljiie  à  cette  méthode  une 
autre  jdus  simple,  tpii,  à  la  vérilé,  ne  va   pas  aussi  loin,  mais  qui 
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suffit  à  établir  ceux  des  résultats  de  ]M.  Iladamard  qui  seront  uti- 
lisés dans  la  suite;  elle  est  d'ailleurs  présentée  dune  façon  très 
lumineuse. 

Une  application,  rpie  les  lecteurs  du  Bulletin  connaissent 
déjà  ('),  concerne  les  fonctions  méromorphes,  dans  un  cercle 
de  rayon  supérieur  à  i  et  susceptibles  d'être  représentées,  dans 
ce  cercle,  par  un  développement  de  Taylor  à  coefficients  entiers; 
elles  sont  le  quotient  de  deux  polynômes  à  coefficients  entiers. 
Signalons  en  passant  cette  remarque  incidente  :  étant  donné  un 
développement  quelconque  en  série  de  Taylor,  on  peut  lui  substi- 
tuer un  développement  à  coefficients  rationnels  représentant  une 
fonction  ayant  mêmes  singularités  que  la  première  dans  tout  le  plan. 

On  sait  aussi  que  M.  Hadamard  a  su  tirer  parti  des  résultats 
généraux  qu'il  avait  obtenus,  pour  obtenir  des  renseignements 
importants  sur  les  zéros  d'une  fonction  entière  en  considérant, 
conformément  à  une  observation  de  Cauchy,  le  développement 
de  Tavlor  de  l'inverse  de  cette  fonction;  c'est  un  point  que  déve- 
loppe encore  M.  Borel  et  dont  il  donne  une  intéressante  application 
aux  racines  de  léquation. 

où  r*(^)  désigne  un  polynôme. 

C'est  ensuite  à  ce  théorème  de  M.  Picard  sur  les  fonctions 
entières,  théorème  dont  il  a  fait  une  étude  si  profonde,  que 
s'attache  M.  Borel,  pour  l'étendre  aux  fonctions  méromorphes. 
Comme  il  a  toutefois  besoin  des  inégalités  qui  relient  le  module 
maximum  d'une  fonction  entière  à  son  ordre,  il  profite  de  l'occa- 
sion pour  exposer  la  méthode  si  simple  par  laquelle  M.  Lindeluf 
établit  ces  inégalités.  Quant  à  l'extension  du  théorème  de  M.  Pi- 
card, elle  consiste  dans  l'énoncé  que  voici  : 

Etant  donnée  une  fonction  méromorphe y(:;)  d'ordre  p  et  une 
autre  fonction  méromorphe  quelconque  '-2(:;)  d'ordre  inférieur, 
parmi  les  équations 

il  n'y  en  a  pas  en  général  d'exceptionnelles,  et,  s'il  y  en  a,  il  y  en 
a  deux  au  plus. 

(')  Voir  Bullelin,  l.  XVIIT,,  iSfj'i,  p.   a. 
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L'ordre  dune  fonction  niéromorplie,  mise  sous  la  forme  du 
quotient  de  deux  fonctions  entières,  c'est  celui  des  ordres  de  ces 
deux  fonctions  qui  est  le  plus  grand.  Une  équation  de  la  forme 
précédente  est  exceptionnelle  si  l'exposant  de  convergence  de  la 
suite  de  ses  racines  est  inférieur  à  z  ;  cet  exposant  de  convergence 
est,  en  général,  égal  à  o. 

L'ordre  d'une  fonction  méromorphey  se  conserve  lorsque  l'on 
substitue  à  cette  fonction  une  transformée  liomographique. 

af~h 

où  a,  b,  c,  cl  sont  des  fonctions  entières  d'ordre  inférieur  à  p. 

Lorsque,  parmi  les  transformées  honiographiques  de  la  fonction  / 
ne  figure  aucune  fonction  entière,  il  ne  peut  y  avoir  d'équation 
exceptionnelle.  Lorsque,  parmi  ces  transformées,  figure  une  fonc- 
tion entière  pour  laquelle  le  cas  exceptionnel  de  ^L  Picard  ne  se 
présente  pas,  il  y  a  parmi  les  équations  de  la  forme  considérée 
une  équation  exceptionnelle  et  une  seule;  enfin,  dans  le  dernier 
cas  possible,  celui  où  une  transformée  liomographique  est  une 
fonction  entière  qui  se  trouve  dans  le  cas  d'exception  de  ^L  Pi- 
card, il  V  a  deux  équations  exceptionnelles  et  deux  seulement. 

D'une  façon  plus  particulière  si  G(c)  est  une  fonction  méro- 
morphe,  et  si  les  trois  é<piations 

Giz)  =  a, 
G(z)  =  b, 
G(z)  =  c, 

où  a,  6,  c  sont  trois  constantes  distinctes,  ont  chacune  un  nombre 
limité  de  racines,  G(::)  se  réduit  à  une  fraction  rationnelle. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  l'élude  des  séries  de  fonctions 
rationnelles,  et,  spécialement,  des  séries  canoniques,  c'csl-à-dire 
de  celles  dont  chaque  terme  est  une  fraction  rationnelle  à  un  seul 
pôle  dont  le  numérateur  est  de  degré  inférieur  au  dénominateur 
et  qui,  conformément  à  la  règle  bien  connue,  est  diminuée  d'un 
j)olvnome  obtenu  en  prenant  les  premiers  termes  du  développe- 
ment de  la  fraction  suivant  les  puissances  do  la  variable,  de  ma- 
nière que  la  série  soit  convergente.  D'ordinaire,  afin  de  simplifier 
l'écriture,  ^L  IJorel  se  borne  au  cas  où  chaque  pôle  est  simple,  en 
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sorte  que  les  fractions  qui  figurent  diins  les  développentenls  qu'il 
considère  sont  du  type 

z  —  a„ 

\]\\  des  résultats  importants  de  ce  Chapitre  consiste  à  montrer 
que,  sous  certaines  conditions  très  larges,  une  fonction  méro- 
morplie,  qui  est  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  G(:;),F(c) 
d'ordre  p,  peut  être  regardée  comme  la  somme  de  deux  ternies  dont 
l'un  est  une  série  canonique  cl  l'autre  une  fonction  entière  d'ordre 
au  plus  égal  à  p.  11  faut,  pour  cela,  que  les  zéros  du  dénomi- 
nateur F(^)  ne  se  rapprochent   pas   indéfiniment  deux  par  deux. 

Dans  l'étude  de  cette  proposition  intervient  la  considération  de 
l'aire  extérieure  à  un  ensemble  de  petits  cercles  dont  chacun  en- 
toure un  pôle  de  la  fonction,  tel  que  l'aire  totale  de  tous  ces  petits 
cercles  exclus,  ou  même  la  somme  de  leurs  rayons  soit  finie.  Celte 
considération  s'applique  à  l'étude  de  sommes 

\7      A„ 


lors  même  qu'elles  ne  représentent  plus  une  fonction  méromorphe 
et  cpie  la  distribution  des  points  cia  est  quelconque,  par  exemple 
sur  un  segment  AB  de  l'axe  des  quantités  réelles;  en  faisant  inter- 
venir la  proposition  dont  l'auteur  a  déjà  montré  plusieurs  fois  la 
portée,  d'après  laquelle  les  points,  appartenant  à  une  suite  de 
segments  dont  chacun  est  contenu  dans  AB  et  dont  la  somme  est 
moindre  que  AB,  ne  peuvent  épuiser  tous  les  points  de  AB,  l'au- 
teur montre  comment  la  somme  précédente  peut  être  convergente 
en  des  points  extérieurs  aux  petits  segments  qui  entourent  les 
points  ciii' 

Cette  méthode,  sous  des  conditions  convenables,  s'appbque  à 
des  fonctions  méromorphes  de  la  forme  précédente,  en  excluant 
les  aires  intérieures  à  de  petits  cercles  qui  entourent  les  pùles,  de 
manière  à  mettre  en  évidence  l'existence  de  contours,  tlits  courbes 
de  convergence,  sur  lesquels  la  série  est  uniformément  conver- 
gente, et  pour  lesquels  subsiste  la  formule  de  Cauchy 

Ihdl .  (lex  Sciences  inalhcni  .,.>.'  ^iir'w,  l.  XWII.   { 1  U'i-i'iiihi-c'  i(j(i3.  )  :>'( 
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bien  que  le  conloiir  C  puisse  traverser  des  régions  où  la  fonclion 
cesse  d'èlre  anal_)lique. 

On  remarquera  encore  l'élude  de  la  décom position  en  éléments 
simples  dans  le  cas  où  la  distribution  des  pôles  est  quelconque, 
étude  fondée  sur  la  formule 


F(z.)dz  F(cr)         V      I'^««) 


I       r  F(z.)dz  ^     F(cr) y 


){z  —  x)        ^■'"*(^)       ^a',['^^\a„}  x  —  Oa 


R. 


où  R  est  le  résidu  relatif  au  pôle  o,  en  supposant  que,  pour  une 
puissance  convenable  de  m,  l'intégrale  du  premier  membre  tende 
vers  zéro  quand  les  contours  Ca,  qui  s'enveloppent  mutuellement, 
s'éloignent  indéfiniment.  Une  complication,  que  l'auteur  parvien 
à  lever,  concerne  le  cas  où  l'on  suppose  que  rexj)Osant  ju  varie 
avec  C;;.  On  retrouve  ainsi,  d'une  part,  la  formule  de  M.  Mitlag- 
Leffler;  d'autre  part,  cette  décomposition  d'une  fonction  méro- 
morphe  d'ordre  p  en  une  série  canonique,  et  une  fonclion  entière 
d'ordre  au  plus  égal  à  o  dont  il  a  été  déjà  question. 

Quatre  Notes  terminent  l'Ouvrage.  La  Note  I  et  la  Note  III  ont 
été  rédigées  par  M.  Zoi'etti  :  l'une  se  rapporte  aux  résultats  nou- 
veaux obtenus  par  M.  Lindeluf  sur  les  relations  enire  l'ordre  de 
grandeur  d'une  fonction  entière  et  ses  zéros,  l'autre  à  une  for- 
mule due  à  M.  Helge  von  Koch  sur  la  somme  des  résidus  des 
pôles  d'une  fonction  méromorphe,  situés  à  l'intérieur  d'un  cercle 
ayant  pour  centre  l'origine. 

Quant  aux  deux  Notes  de  M.  Borel,  Tune  concerne  un  impor- 
tant résultat  qu'ont  obtenu,  séparément,  M.  Pierre  Boutroux  et 
M.  Lindelôf,  d'après  lequel  il  est  possible  de  former  des  fonctions 
de  genre/?  —  i  dontla  somme  soit  une  fonction  de  genre/?;  l'autre 
se  rapporte  aux  rcclicrchcs  de  M.  Maillet,  à  ces  nombreuses  et 
intéressantes  cxlcnsions  des  proprn'iés  des  fonctions  entières  ou 
méromorpbes  à  ces  fonctions  qu'il  apitclle  quasi-cntièrcs  ou  qitasi- 
fnt-romorphcs.  J.   T. 
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WOELFFING  (E.)-  —  Mvtiiematisciii-r  BiJciiKtisciiATz,  systcmndschc.f  T'cr- 
zeichnis  der  wiclitigsten  deutsclten  iiiul  anslàndisclicn  Lchrbiichcr  und 
Monograpliieii  des  19.  Jahrimnderts  auf  dcin  Gehiete  der  niatlicinalisclieii 
Wissenschaften.  In  zwei  Teilen.  1.  Teil  :  Rciiœ  3Iatheiiiatik.  1  vol.  in-8", 
x\xvi-4iO  pages.  Leipzig,  Teiibncr,  rgoj. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  à  nos  leclems  celle  inU';- 
ressanle  publication  bibliograpiiique.  L'auteur,  en  donnant  les 
litres  des  Ouvrages  les  plus  importants  publiés  au  cours  du 
xix''  siècle,  nous  apporte  évidemment  un  très  utile  coniplémcnl  à 
ce  qui  concerne  les  Matliématiques  dans  le  Catalogue  of  sclentijic 
papers ,  où  les  Mémoires  contenus  dans  les  périodiques  sont 
seuls  indiqués.  Le  but  qu'il  voulait  atteindre  le  mettait  en  présence 
d'un  écueil  redoutable  :  l'innombrable  quantité  des  tirages  à  part 
qui  paraissent  aujourd'liui  et  qui  sont  souvent  mis  dans  le  com- 
merce comme  les  Traités  proprement  dits.  Il  est  certain  qu'il  j  a 
dans  sa  publication  bien  des  articles  qui  figurent  déjà  dans  le 
Catalogue  ;  mais,  comme  dit  le  proverbe,  abondance  de  biens  ne 
nuit  pas. 

Le  nouvel  Ouvrage,  accompagné  de  Tables  commodes,  est 
précédé  d'une  intéressante  esquisse  historique  sur  les  ressources 
bibliographiques  qui  sont  à  la  portée  des  mathématiciens.  Il  sera 
suivi  d'une  publication  analogue  relative  aux  ÎMathémaliques  appli- 
quées, c'est-à-dire  au  Calcul  des  Probabilités;  au  Calcul  numé- 
rique, graphique  et  géométrique;  au  Dessin  et  à  la  Géométrie 
descriptive,  à  la  Mécanique,  à  la  Physique  mathématique  et  à 
l'x\stronomie. 

L'auteur  demande  instamment  qu'en  vue  de  la  nouvelle  édition, 
chaque  lecteur  lui  signale  les  erreurs  ou  omissions  qu'il  pourrait 
avoir  remarquées.  C'est  surtout  en  Bibliographie  qu'il  est  difficile 
de  parvenir  du  premier  coup  à  la  perfection.  C'est  là  surtout  que 
la  méthode  des  approximations  successives  peut  trouver  son 
emploi.  G.  D. 
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BAUER  (G.)-  —  VoRLESUNGEN  tuER  Algebra;    I    vol.  in-S", 
vi-376  pages.  Teubner,  1908. 

Celte  piiblicalion,  enlrepiise  par  le  Malhemalisclie?'  Verein 
de  Munich,  est  un  hommage  rendu  par  ses  élèves  à  un  maître 
vénéré,  dont  on  a  fêté  le  quatre-vingtième  anniversaire  en 
novembre  1900.  Le  beau  portrait  de  M.  G.  Bauer,  qui  orne  le 
frontispice  du  livre,  donne  l'impression  d'une  vieillesse  singuliè- 
rement vigoureuse,  et  d'une  intelligence  que  l'âge  n'a  diminuée 
en  rien.  On  a  dit  avec  raison  qu'il  fiillait  avoir  quelque  reconnais- 
sance à  ceux  qui  vieillissent  ainsi  :  par  leur  bel  exemple,  ils  entre- 
tiennent, chez  ceux  qui  sont  venus  après  eux,  une  secrète  espé- 
rance qui  les  réconforte. 

Il  est  impossible,  en  regardant  ce  portrait,  de  ne  pas  s'émer- 
veiller à  la  pensée  de  l'extraordinaire  mouvement  scientifique 
dont  M.  G.  Bauer  a  été  le  témoin  éclairé  ;  malgré  le  caractère  élé- 
mentaire de  ces  leçons  d'Algèbre,  combien  de  découvertes  faites 
du  vivant  de  l'auteur  y  ont  pénétré  !  combien  de  théories,  qui 
sont  aujourdliui  classiques,  et  dont  l'oi-igine  ne  préoccupe  plus 
les  étudiants,  ont  dû  garder  ])ouf  lui  cet  air  de  jeunesse  et  de 
nouveauté  que  nous  attribuons,  malgré  nous,  à  tout  ce  que  nous 
avons  vu  naître. 

Est-ce  à  celte  impression  persistante,  ou  au  louable  désir  de 
faciliter  les  choses  aux  commençants  qu'il  faut  attribuer  quelques 
sacrifices  que  l'auteur  a  consentis  plus  volontiers  que  d'autres 
n'auiaient  fail,  et  qui  seraient  sans  doute  très  défendables  si 
seulement  le  lecteur  était  prévenu  d'une  façon  j)lus  explicite?  Il 
eût  élé,  à  ce  qui  me  semble,  préférable  d'avertir  celui-ci  des 
tlifficullés  qui  subsistent  dans  les  démonstrations  adoptées  pour 
établir  le  théorème  fondamenlal  de  l'Algèbre,  ou  l'impossibilité  de 
la  résolution  par  radicaux  des  équations  algébriques  générales,  à 
parlli-  du  cinquième  degré  :  la  grande  simplicité  de  ces  démons- 
Irationsa  l'avantage  de  donner  à  r(''tudiant  une  initiation  facile 
dans  ces  (uieslions,  dont  linlérèl  et  l'importance  lui  apparaissent 
immédiatement,  sans  qu'il  soit  rebuté  par  l'ajqiarcil  compliqué 
dont  il  est  vrai  ([lie  ces  (b'monslialions  doi\eiil  être  ('lavées  pour 
(pielics  soiciil  |);irliiileiit('nl  volides. 
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Au  reste,  le  goût  de  la  simplicité  se  montre  dans  le  livre  tout 
entier,  dont  la  lecture  est  facile  et  agréable,  et  dont  on  ne  man- 
quera pas  d'apprécier  la  clarté. 

Il  est  divisé  en  quatre  sections.  La  première  comprend  les  pro- 
priétés élémentaires  des  polynômes  et  des  Iractions  rationnelles, 
la  théorie  des  fonctions  svmétriqnes,  de  l'élimination  et  de  la 
transformation  des  équations.  La  seconde  se  rapporte  à  la  réso- 
lution algébrique  des  équations,  aux  éléments  de  la  théorie  de 
Galois,  des  équations  binômes  et  des  équations  abéliennes,  ainsi 
qu'à  quelques  propositions  de  la  théorie  des  nombres,  indispen- 
sables pour  les  études  qu'on  vient  d'énumérer.  La  troisième  est 
consacrée  à  la  résolution  numérique  des  équations;  on  y  notera, 
en  dehors  des  propositions  classiques  qu'il  est  inutile  de  rappeler, 
l'exposition  de  la  méthode  de  GraelTe.  Dans  la  quatrième,  enfin, 
se  trouve  développée  la  théorie  des  déterminants  et  de  leurs  prin- 
cipales applications.  Deux  Notes  concernent  l'une  les  fractions 
continues,  l'autre  la  déduction  d'une  formule  qui  donne  la  somme 
des  puissances  semblables  d'une  équation  du  second  degré. 

.1.  T. 


STOFFAFIS.  —  Cours  ut:  Matukmatiqlks  slpéiuklres  a  l'usage  des  can- 
didats A  LA  LICENCE  Ès  SCIENCES  PHYSIQUES,  i"  édilioii,  entièrement 
refondue.  In-S»,  vii-536  pages.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1904. 

La  première  édition  du  Cours  de  Matkcinatiques  supérieures 
de  >L  l'abbé  StofTaes  date  de  1891  ;  le  succès  qu'il  a  obtenu 
montre  qu'il  répondait  à  un  besoin  réel.  Au  reste,  d'autres  livres 
ont  paru  depuis  dont  les  auteurs  se  sont  aussi  préoccupés  de 
mettre  rapidement  les  étudiants  en  possession  des  connaissances 
mathématiques  nécessaires  pour  l'étude  de  la  Physique:  dans  un 
grand  nombre  de  Facultés,  des  Cours  de  mathématiques  ont  été 
institués,  à  la  même  intention,  et,  cette  année  même,  une  chaire 
magistrale  est  créée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  sous  le 
titre  de  Mathématiques  générales,  pour  marquer  l'importance 
que  Ion  attache  avec  raison  à  un  cnscigncmcut  de  cette  nature. 
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La  rcaclioii   contre    laljiis   des    Mathématiques  spéciales   s'ac- 
centue. 

On  doit  savoir  gré  à  M.  l'abbé  SlofTaes  d'avoir  été  l'un  des 
premiers  à  procurer  aux  étudiants  le  moyen  d'éviter  des  études 
préliminaires,  longues  et  souvent  inutiles.  La  nouvelle  édition  de 
son  livre  a  été  complétée  sur  plusieurs  points.  Signalons,  en  par- 
ticulier, l'addition  dun  paragraphe  (d'ailleurs  indispensable)  sur 
les  intégrales  curvilignes,  qui  a  été  rédigé  par  ^L  R.  d'Adhémar. 

J.  T. 


KÙNIG  (J.  ).  —  EiM.nrriNG  in  ni:n  ALi.r.EMt:iNE  Théorie  der  aegeuum- 
scuEX  GitiiszEX.  Ans  dem  ungarisclien  iiberlragen  vom  Verl'asser.  i  vol. 
iii-8",  vi-jl").i  p-iges.  Lcipzi;.',  Tcubner,  190'j.  ^ 

Cette  Introduction  à  la  théofie  générale  des  grandeiiis 
aigébririues  réalise  dans  lexposition  des  principes  fondamentaux 
un  progrès  f[iii,  à  bien  des  égards,  semble  définitif,  d'autant 
(pielle  n'emprunte  aucune  donnée  étrangt-re  à  la  pure  Algèbre, 
ni  le  nombre  irrationnel,  ni  la  continuité,  ni  rien  de  la  théorie 
des  fonctions:  on  reste  là  dans  le  domaine  du  fini  et  RL  Kunig 
a  pu  écrire  à  la  première  page  de  son  livre  :  un  nombre  algé- 
brifjue,  dans  le  sens  le  plus  général  du  mot,  est  un  concept  dont 
le  contenu  peut  èire  décrit  au  moven  d'un  nombre  fini  de 
nombres  entiers  positifs.  Cette  définition,  sans  doute,  est  trop 
large  et  l'objet  même  du  Lix n;  est  de  la  préciser  ;  elle  doit  cepen- 
dant rester  devant  l'esprit  du  lecteur,  qui,  en  poursuivant  l'élude 
du  Livre,  se  débarrasse  peu  à  peu  de  ses  anciennes  habitudes  d'es- 
prit pour  s'assimiler  la  façon  de  penser  de  l'auteur,  et  se  convainc 
de  plus  CM  |)lus  (pic  celui-ci  ne  l'a  pas  trompé.  Les  mathématiciens 
mettent  leur  orgueil  à  bâtir  les  |)alais  les  plus  vastes  avec  le  moins 
de  matériaux  (pi'il  est  possible;  la  pauvreté  et  l'uniformité  de  la 
matière  font  la  richesse  de  ces  palais,  qui  semblent  d'autant  plus 
somptueux  que  leurs  longues  galeries  sont  j)lus  vides,  et  qu'aucun 
objet  étranger  n'cmpcchc  la  lumière  d'en  faire  valoir  les  infinies 
pcrspc<uives. 
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Qu'il  fût  possible  de  réduire  à  ce  minimum  les  conccpls  de 
l'Algèbre,  c'est  ce  dont  on  ne  doutait  guère  depuis  que  Kro- 
necker  avait  publié  sa  Feslschrift,  pour  le  Jubilé  du  doctorat 
de  Kummer;  au  reste,  JNI.  Konig  caractérise  modestement  son 
œuvre  en  lui  donnant  pour  but  la  vulgarisation  des  vues  de 
l'illustre  algébriste  ;  mais  plus  d'un  avait  reculé  devant  ce  travail  ; 
il  faut  féliciter  M.  Konig  de  l'avoir  entrepris  et  mené  à  bien  ;  la 
profondeur  des  vues  de  Kronecker  n'en  ressort  que  mieu\,  main- 
tenant que  les  plus  importantes  lacunes  sont  comblées. 

L'auteur  a  introduit  quelques  mots  nouveaux,  avec  discrétion 
d'ailleurs  ;  la  terminologie  de  Kronecker,  qu'il  convient  de 
respecter,  est  très  rigide  dans  sa  précision,  il  était  nécessaire  d'in- 
troduire quelques  concepts  plus  généraux,  ne  fût-ce  que  pour 
éviter  d'inutiles  répétitions  :  tels  sont  au  début  les  concepts  de 
domaine  boloïde  ou  ortlioïde  {^holoider,  ovthoider  Bereich).  Un 
ensemble  de  grandeurs  (Grôssen),  dont  on  ne  précise  pas 
d'ailleurs  la  nature,  qui  peuvent  être  en  nombre  fini  ou  infini, 
constitue  un  domaine  holoïde  quand  ces  grandeurs  sont  suscep- 
tibles d'être  ajoutées  et  multipliées  de  manière  que  les  résultats 
de  ces  opérations,  qui  obéissent  d'ailleurs  aux.  lois  de  l'addition  et 
de  la  multiplication  ordinaires,  appartiennent  à  l'ensendjle,  qui,  en 
outre,  doit  contenir  tous  les  nombres  entiers.  Il  est  proprement 
holoïde  s'il  y  a  dans  le  domaine  des  grandeurs  a,  [i  telles  que 
l'équalion 

ne  soit  vérifiée  par  aucune  grandeur  du  domaine;  lorsque  celte 
é(p,iation  admet  une  solution  pour  a  autre  que  o,  le  domaine  est 
dit  improprement  holoïde  ou  orlhoïde.  Un  domaine  proprement 
holoïde  donne  lieu  à  une  théorie  de  la  divisibilité,  à  la  notion  des 
iinilés,  qui  sont  les  diviseurs  de  1,  à  la  notion  des  éléments 
(absolument)  équivalents  dont  chacun  divise  l'autre,  des  divi- 
seurs propres  d'une  grandeur  du  domaine,  qui  ne  sont  ni  une 
unité  ni  cette  grandeur,  des  grandeurs  irréductibles,  qui  n'ad- 
mettent point  de  diviseur  propre,  des  grandeurs  premières  [t*rini- 
griissen)  tt,  telle  que  le  produit  a[i  de  deux  grandeurs  du  domaine 
ne  puisse  être  divisible  par  tt  sans  que  l'un  des  facteurs  soit  divi- 
sible pai'  -.  (\vi  plus  grand  commun  diviseur  (x,  [j)  de  deux  grau- 
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deui's  a,  ,3  qui  divise  ces  deux  grandeurs,  el  qui  en  outre  divise 
tout  conimun  diviseur  de  a,  [t.  Le  domaine  lioloïde  est  complet 
si  un  couple  d'éléments  quelconques  admet  un  plus  grand  commun 
diviseur. 

Les  premières  pages  du  Livre  de  M.  Ronig,  oîj  sont  développées 
ces  notions,  étonnent  au  premier  abord,  chez  un  disciple  de 
Kronecker,  par  ce  caractère  de  spéculation  purement  logique, 
que  le  maître  n'aimait  pas  :  on  sait  assez  qu'il  rejetait  dédaigneu- 
sement hors  des  mathématiques  toute  spéculation  qui  n'aboutit 
pas  entièrement,  toute  solution  dont  l'existence  est  logiquement 
démontrée  mais  qu'on  ne  sait  pas  obtenir  explicitement:  On  se 
convainc  bien  vite,  en  poursuivant  la  lecture,  que  M.  Kunig  est 
resté  fidèle  à  l'esprit  de  la  doctrine  de  Kronecker  ;  à  plusieurs 
reprises,  il  insiste  sur  ce  qu'il  ne  considère  que  des  domaines 
holoïdes  qui,  d'une  part,  sont  bien  délinis,  et  où,  d'autre  part,  on 
sait  réaliser  les  opérations  dont  il  parle  :  ainsi  il  est  bien  entendu 
que,  s'il  s'agit  d'un  domaine  proprement  holoïde  dont  a,  |j  sont 
deux  grandeurs,  on  devra  être  en  possession  d'un  procédé  qui 
jiermelte  de  reconnaître,  au  moven  d'un  nombre  fini  d'opérations 
(pi'oii  sait  elTcctuer,  s'il  y  a  une  grandeur  c,  du  domaine  pour 
hupicUe  on  ait  a;  =  [i  cl  de  déterminer  celle  grandeur,  d'un  pro- 
cédé qui  permette  de  reconnaître  s'il  y  a  un  plus  grand  commun 
diviseur  à  a,  ^  el  de  déterminer  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur, de  reconnaître  encore  si  une  grandeur  est  irréductible. 
Celle  hvpolhèse  une  fois  faite  bien  explicitement,  on  ne  sort  pas 
de  celle  doctrine  étroite  qui  n'accorde  une  valeur  mathématique 
aux  raisonnements  que  lorsqu'ils  aboutissent  à  des  résultats  expli- 
cites, si  même  on  ne  raisonne  sur  des  éléments  qui  ne  sont 
spécifiés  que  par  certaines  propriétés  qu'on  leur  attribue,  pro- 
|)riétés  sur  lesquelles  sont  exclusivement  fondées  les  démonstra- 
tions ;  l'avantage  qu'il  j  a  à  poiter  l'attention  non,  en  quelque 
sorte,  sur  la  matière  des  éléments  que  l'on  considère,  mais  uni- 
quement sur  celles  des  propriétés  (|ui  interviennent  dans  les 
démonslralions,  propriétés  auxquelles  ces  démonstrations  donnent 
une  nouvelle  forme,  est  évidcMit  ;  l'économie  (|ui  en  résidte  est 
double  ;  d'une  pari,  l'attention  n'est  pas  divisée  ;  d'autre  pari,  en 
changeant  le  contenu  des  éléments,  dont  on  garde  les  propriétés, 
on  n'a  point  à  lecomniencer  les  raisonnements.  Au  reste,  si  1  on 
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vciilbien  v  réfléchir,  c'est  l'essence  même  du  raisonnement  matlié- 
inatiqiie,  que  de  faire  abslraclion  de  la  matière  des  éléments  sur 
lesquels  on  raisonne  :  il  suffit,  par  exemple,  de  prendre  le  mot 
matière  dans  son  sens  propre,  et  de  penser  à  la  Géométrie. 

Il  est  toutefois  nécessaire,  pour  que  le  lecteur  ne  soit  pas  rebuté 
par  cette  abstraction,  et  qu'il  n'éprouve  pas  la  fatigante  sensation 
de  mâcher  à  vide,  qu'il  puisse,  à  chaque  instant,  mettre  un  contenu 
réel  sous  les  énoncés  :  c'est  la  raison  pour  laquelle  M.  Konig, 
dès  les  premières  pages  de  son  Livre,  interrompt  ses  raisonne- 
ments pour  donner  un  exemple  d'un  domaine  proprement  holoïde, 
qui  ne  soit  pas  complet,  au  sens  qui  a  été  précisé  plus  haut  ;  au 
début,  le  lecteur  est  suffisamment  soutenu  et  guidé  par  le  souvenir 
des  propriétés  des  nombres  entiers,  ou  des  polynômes;  mais,  s'il 
ne  possède  que  les  éléments  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre,  il 
est  troublé  par  cette  distinction  des  domaines  holoïdes  en  domaines 
complets  et  incomplets,  précisément  parce  qu'il  ne  connaît  aucun 
exemple  d'un  domaine  holoïde  qui  soit  incomplet  :  l'auteur  se  haie 
de  lui  en  fournir  un.  Après  avoir  expliqué  en  quelques  lignes  com- 
ment est  constitué  le  domaine  des  entiers  complexes  de  la  forme 
a  -\-  b  y/ —  k  où  /,•  est  un  nombre  naturel  et  a,  b  des  entiers  ordi- 
naires, et  comment  se  font  les  opérations  fondamentales  dans  ce 
domaine,  il  s'arrête  à  montrer,  d'après  M.  Dedekind,  comment, 
|)ar  exemple,  en  prenant  k  =  5,  les  nombres  g  et  3  (  i  —  ?-  \J — 5), 
dont  les  diviseurs  communs  sont  i,  3  et  2  — \/ —  5,  n'ont  pas  de 
plus  grand  commun  diviseur,  puisque  aucun  des  trois  nombres 
1,3,2  — \J —  5  n'est  divisible  par  les  deux  autres. 

Parmi  les  mots  nouveaux  introduits  par  M.  Kunig  dans  les 
éléments,  signalons  encore  celui-ci  :  le  domaine  de  congruence 
{Kongrueiiz  beirecli)  désigne  un  domaine  holoïde  qui  fait  partie 
d'un  domaine  holoïde  donné  [A];  on  choisit  d'abord  parmi  les 
éléments  de  ce  domaine  [A]  un  système  de  modules 

(M„M,,  ...,  M/,). 

f.cs   grandeurs   du    domaine    de    congruence,    que    détermine   ce 

système  de  modules,  sont  celles  qui   peuvent  être  mises  sous  la 

forme 

ai  Ml  +  a.  M2 -f- .  . . -f-  y.ii  Mu, 
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en  désii^nanl  [)ar  a|,  ao,  ...,  a/j  des  grandeurs  qncleoncpies  du 
domaine  [  -^V]. 

Si  l'on  considère  un  domaine  lioloïde  [A]  et  m  indélerminées 
^,,  jTo,  .  .  . ,  x,„,  les  poljnomes  ou  |)lutôt  les  formes  en  jTi  ,  ^o,  .  .  . , 
x„i  dont  les  coefficients  sont  des  grandeurs  de  [A.]  constituent  un 
nouveau  domaine  lioloïde  [A,  X|,  x-i^  -  •  -,  ^m]-  H  convient  tou- 
tefois de  s'arrêter  un  peu  sur  le  sens  diimol  forme,  que  M.  Konig 
emploie,  comme  faisait  Kronecker,  sans  se  |:)rL'0CCuper  de  l'iiomo- 
généité,  et  qui  doit  être  soigneusement  distingué  d  une  fonction 
entière,  quoif|ue  l'écriture  [)our  représenter  l'une  ou  l'autre  soit 
la  même  ;  il  n'est  point  (piestion  ici  de  rien  qui  ressemble 
à  des  valeurs  numériques  attribuées  soit  aux  indéterminées  soit  à 
la  forme;  la  forme  n'est  autre  chose  que  le  comj)lexe  de  ses  coeffi- 
cients à  cliactin  desquels  est  attaché  le  système  des  exposants  qui 
alfectent  les  diverses  indéterminées  dans  le  monôme  que  ce  coeffi- 
cient multiplie  symboliquement;  les  indéterminées  ne  sont  laïque 
pour  faciliter  le  dessin  qui  ligure  ce  complexe:  quand  aux  règles 
d'addition  et  de  multi[)lication  des  grandeurs  du  domaine 

elles  sont  les  règles  élémentaires  de  l'algèbre  pour  l'addition  et  lu 
multiplication  des  polynômes:  ces  règles  pourraient  très  bien 
s'exprimer  sans  l'introduction  des  indéterminées,  mais  on  voit 
assez  la  commodité  qu'apporte  cette  introduction. 

J'ai  insisté  sur  ces  notions  et  définitions,  en  raison  même  de 
leur  caractère  élémentaire,  j)Our  essayer  de  caractériser  le  mode 
d'exposition  de  M.  Konig,  qu'il  serait  diflicile  de  suivre  ici  dans 
tout  son  développement,  et  pour  donner  au  lecteur  l'impression 
de  Tordre  d'idées  dans  lequel  il  se  meut;  j'ajouterai  que  le  mode 
de  raisonnement  qui  revient  le  j)lus  souvent  dans  son  i^ivre  est 
V induction  complète,  dont  jNJ.  Konig  a  su  faire,  à  plusieurs 
reprises,  un  emploi  singulièrement  heureux  :  ce  mode  de  raison- 
nement comporte  une  parfaite  sécurité  par  la  certitude  même  où 
l'on  est  de  ne  point  apporter  dans  la  démonstration  d'éléments 
étrangers  à  la  (piestion. 

Je  me  contenterai,  dans  ce  (pii  suit,  d'exposer  rapidement  la 
suite  des  idées  en  insislunt  à  l'occasion  sur  (juchpics  points  (pie 


COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES.  33i 

M.  Koniir  a  siirnalés  lui-même  dans  sa  Préface,  et  où  sa  conliilni- 
tion  personnelle  est  particulièrement  importante. 

La  notion  de  forme  qui  vient  d'être  rap|)elée  conduit  à  la 
théorie  des  formes  symétriques,  des  formes  réduites,  de  la  divisi- 
bilité. Signalons  le  théorème  que  voici,  qui  est  du  à  Rronecker  : 

Soient 

Fy  =  V   S'f  x\^  X"^     •  •  ^r  (/  =   I  ,   2,    .  .  .  ,   A-), 

h  formes  non  nulles  des  indéterniinées  a^i,  x-,^   ...,  .r„,,   avec 
des  coefflcienls  appartenant  au  domaine  iioloïdc  [A],  soit 


F  =  F,F2...F/.  =  V  c. 


xVx^.{ 


leur  produit ,  et  soit  enfin 

J  I  —  -^,,   -\\,    •  •  •  -^(J  ) 

le  produit  de  /."  coefficients  pris  respectivement  dans  les  formes 
F,,  F,,...,  F,. 

Il  y  a  une  suite  de  formes  H,,  IL,  ...,  IL  à  coejjicients 
numériques  entiers,  entières  et  /lomogènes  par  rapport  aux 
grandeurs  A"^,  A^-^,  . ,  .,  A'^"  '^,  c/  une  suite  de  formes  L-'^,  à 
coefficients  nuniéric/ues  entiers,  linéaires  et  homogènes  par 
rapport  aux  grandeurs  Go-  telles  que  l'on  ait 

(7  =  1' 

n,p,  =  V  l;.-;ii^       (s  =  1,2,  ...,  v). 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  théorème  que  chaque  produit  [\ 
vérifie  une  identité  de  la  forme 

où  Aj^!'  est  une  forme,  à  coefficients  numériques  entiers,  entière  et 
liomogène,  de  degré  /",  par  rapport  aux  coelficients  C^-  de  la 
forme  produit;  naturellement  les  coefficients  nuniéricjucs  de  \f 
changent  avec  l'indice  /. 

(^etlc  proposition  se  présente  dans  l'exposition  de  M.  Konig 
comme  avant  un  caractère  fondamental  :  et  son  importance  ap[)a- 
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raîlra  dans  le  dernier  Chapitre,  pour  un  point  difficile  de  la  tliéorie 
des  entiers  algébriques  ;  pour  me  borner  à  une  conséquence  immé- 
diate, il  en  résulte,  lorsque  le  domaine  lioloïde  [A]  est  complel, 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  Co-  coïncide 
avec  le  plus  grand  commun  diviseur  des  produits  P/.  La  démon- 
stration par  induction  du  théorème  de  Kronecker  que  donne 
M.  Kunig  est  extrêmement  simple:  elle  a  pour  point  de  départ  le 
cas  particulier  du  théorème  où  l'on  ne  considère  que  le  produit  de 
deux  formes  à  une  indéterminée,  et  le  théorème,  dans  ce  cas  parti- 
culier, se  ramène  de  suite  à  une  proposition  de  M.  Dedekind,  en 
vertu  de  laquelle  les  produits  tels  que 

f, "u   "l    •  •  •  "/«  î 

où  /"o,  /'i ,  .  .  .,  /■/«  sont  des  entiers  non  négatifs  dont  la  somme 
est  égale  au  nombre  n  -\-  i  ^  sont  des  lormes  linéaires  à  coefficients 
numériques  entiers  des  déterminants  du  (/i  -h  i)"""^  ordre  tirés  du 
Tableau  à  n  -{-  i  colonnes  et  à  /?i  +  /i  +  i  lignes 


rt//, 
o 


par  la  suppression  de  m  lignes:  cette  proposition  à  son  tour 
s'établit  1res  brièvement  par  induction. 

Au  théorème  de  Kronecker  se  rattache  étroitement  la  notion  de 
la  forme  des  résoh'antes  [Resolventenforin),  introduite  par 
M.  Ki'tnig,  qui  est  l'extension  à  un  système  quelconque  de  formes 
de  la  notion  du  résultant  (pour  deux  formes  à  une  indéterminée) 
et  qui  s'exprime  d'une  façon  linéaire  et  homogène  au  moyen  des 
formes  du  système. 

Je  laisse  de  cùté  le  Chapitre  où  M.  Riinig  développe  les  propo- 
sitions fondamentales  de  la  théorie  des  grandeurs  algébriques,  et 
en  particulier  de  la  théorie  de  Galois,  quoiqu'il  convienne  de 
signaler  l'extrême  clarté  rpie  prennent  ces  propositions  du  point 
de  \  ue  où  il  s'est  placé,  débarrassées  (|u  elles  sont  de  tout  élément 
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à  apparence  transcendanlc.  La  notion  de  ladjonction,  en  par- 
ticulier, se  présente  d'une  façon  |)iirement  lornielle  qui  ne  laisse 
place  à  aucune  difficulté. 

L'un  des  progrès  essentiels  réalisés  par  M.  Konig  consiste  dans 
l'établissement  dune  théorie  générale  de  lélimination  :  elle  repose 
essentiellement  sur  la  méthode  d'élimination  de  Kronecker  et 
sur  cette  forme  des  résolvantes  dont  il  a  été  question  plus  haut: 
l'auteur  parvient  à  une  séparation  très  nette  de  l'ensemble  des 
solutions  d'un  système  de  k  équations  Fy=  o  à  m  inconnues 
^1,  Xo,  .  .  .,  x„i  de  façon  à  caractériser  le  degré  de  multiplicité  de 
ces  solutions.  Cette  théorie  générale  de  l'élimination  est  suivie 
d'une  exposition  parement  algébrique  des  propriétés  des  déter- 
niinanls  fonctionnels.  Le  problème  de  l'élimination,  dans  le  sens 
spécial  du  mot,  est  ensuite  repris  de  deux  façons. 

Lorsque  Ton  considère  m  -;-  i  formes  générales  à  m  indéter- 
minées 

Ft(-2"i,  ^2,  ...,x,n)        (i=i,  ..-,  m  —  i), 

l'existence  d'une  forme  irréductible  R  (a)  entière  et  à  coefficients 
numériques  entiers  des  coefficients  a  des  formes  F/  qui  soit 
congrue  à  o  suivant  le  système  de  modules  F,,  Fo,  .  .  .,  F„j^,, 
résulte  de  la  théorie  générale  de  l'élimination  :  toutefois  l'étude 
directe  de  cette  résultante  R(«)  mérite  d'autant  plus  d'être  faite 
qu'elle  conduit  à  un  procédé  de  formation  par  récurrence, 
s'appujantau  début  sur  les  propriétés  du  déterminant  deSj'lvester; 
on  peut  signaler,  à  propos  de  cette  étude,  le  paragraphe  qui  se 
rapporte  aux  équations  homogènes,  la  signification  précise  attri- 
buée au  théorème  de  Bézout,  et  l'étude  approfondie  du  discrimi- 
nant d'un  svstème  de  formes,  ainsi  que  des  solutions  multiples. 

Les  deux  Chapitres  consacrés  à  ce  que  l'auteur  appelle  les 
équations  linéaires  diophantiqiies  ne  sont  pas  moins  impor- 
tants. 

Soit  A  un  système  holoïde  (proprement  holoïde  ou  orthoïde) 
et  [A,  X,,  .  .  .,  jr,„]  le  domaine  des  formes  en  x^,  x-^^  .  . .,  Xm 
dont  les  coefficients  sont  des  grandeurs  de  A.  Soient 

Fi,Oî     F"/,i!     •••,     F/,/         (f  =  fj  •••,^), 

des  formes  appartenant  au  domaine   [A.  x,.    .  .  .,  x,„],  on  se  pro- 
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pose  de  dclcrniincr  des  formes 

X.,     Xo,     ...,     X/. 

appartenant  au  même  domaine,  telles  que  l'on  ait 

F,-,o=F,-,,X,--F,,,X,--...+  F/,/X/. 

Le  problème  comprend  deux  cas  essentiellement  distincts  suivant 
que  A  est  liu  domaine  ortlioïde,  ou  que  A  est  le  domaine  des 
nombres  entiers.  Après  avoir  exposé  cette  tbéorie  des  systèmes  de 
modules  ou  de  diviseurs  (plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou 
plusieurs  svstèmes  de  modules,  système  premier  de  modules, 
chaînes  de  diviseurs,  etc.)  qui  constitue  une  extension  si  impor- 
tante et  si  curieuse  de  la  divisibilité,  l'auteur  distingue  les  deux 
cas  signalés  plus  haut,  qui  doivent  être  traités  séparément,  de 
points  de  vue  distincts,  et  qui  conduisent  d'ailleurs  à  des  interpré- 
tations d'ordres  très  différents.  Le  problème  posé  est  résolu  dans 
les  deux  cas  par  une  suite  finie -d'opérations  élémentaires.  L'étude 
du  cas  algébrique  (A  orthoïde)  permet,  entre  autres  résultats, 
d'étendre  à  l'espace  à  n  dimensions  le  théorème  de  M.  Nœther. 
Mais  le  résultat  essentiel  de  cette  théorie  des  équations  dioplian- 
tiques  linéaires  consiste  dans  la  solution  complète  de  ce  problème 
important  : 

Étant  donnés  deux  syslcmes  de  diviseurs,  reconnaître  si  V un 
est  contenu  dans  Vautre  et,  en  particulier,  si  ces  deux  systèmes 
sont  équivale/Us. 

Toutes  ces  théories  aboutissent  en  fjuel(]ue  sorte  à  la  conclusion 
du  Livre:  les  grandeurs  et  les  formes  algébriques  entières. 

Si  l'on  adjoint  au  domaine  [A,  .r,,  .  .  . ,  x„,]  une  racine  a  de 
l'équation 

F(;)=  F,,:;"'-:-  F,^"'-i  +  ...-4-  F„,  =  o, 

dont  les  cocflicients  appartiennent  à  ce  même  domaine,  dans 
lequel  elle  est  supposée  ii  rêducUbic,  on  forme  un  domaine  d'espèce 
[Guttungsbereich)^  F',  qui  contient  loules  les  grandeurs  de  la 
forme 
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où  Go,  G,.  ...,  G,„_(,  H  sont  des  formes  dti  domaine  [A,  :r, ,  ...,  .r,„], 
dont  la  dernière  n'est  pas  nulle.  Il  n'est  pas.  comme  on  sait,  Lien 
difficile  de  définir  les  éléments  de  Y  que  l'on  doit  regarder  comme 
des  grandeurs  algébriques  entières  et  de  démontrer  ([ue  ces 
éléments  constituent  un  domaine  holoïde  [F],  mais  l'extension  à 
ces  grandeurs  algébriques  entières  de  la  lliéorie  ordinaire  de  la 
divisibilité  est  impossible  parce  que,  en  général,  le  domaine  [F] 
u'cst  pas  complet.  ^1.  KiJnig  montre  comment  on  peut  comprendre 
ce  domaine  [F]  dans  un  domaine  ]tlus  étendu  [(j'].  pro|)remenl 
holoïde,  qui,  lui,  est  complet  et  dans  lequel  on  sait  efleclivement 
trouver  le  j)lus  grand  commun  di\iseur.  Les  éléments  de  [(j']  qui 
ne  sont  pas  contenus  dans  [F],  et  qui  méritent  le  nom  de  gran- 
deurs, puisqu'ils  sont  susceptibles  d'être  ajoutés  ei  multipliés  de 
manière  que  les  lois  ordinaires  de  l'addition  et  de  la  multiplica- 
tion soient  respectées,  sont  les  idéaux  du  domaine  [F]  et  c'est 
l'étude  de  ces  idéaux  que  poursuit  M.  Ronig,  de  manière  à  montrer 
que  la  divisibilité  dans  le  domaine  ((j)  est  aussi  simple  que  la 
théorie  de  la  divisibilité  des  nombres  entiers.  Il  donne,  pour  déter- 
miner dans  tous  les  cas  le  système  fondamental,  une.  méthode 
nouvelle  et  fort  simple.  11  donne  de  même  une  méthode  j^our 
pousser  jusqu'au  bout,  dans  tous  les  cas,  la  décomposition  d'une 
grandeur  entière  en  primidéaux. 

Devant  l'importance  des  résultats  obtenus  par  M.  Runig,  il  n'y 
a  pas  lieu  de  s'étonner  que  FAcadémie  des  Sciences  de  Hongrie 
ait  voulu  les  publier  dans  la  langue  de  l'Auteur,  et  il  faut  remer- 
cier celui-ci  de  les  avoir,  par  celle  traduction  allemande,  rendus 
accessibles  aux  malhémaliciens  qui  ne  connaissent  pas  la  langue 
madirvare.  J.  T. 
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Picard  [Em.).  —  L'œuvre  sciealitique  de  Cliarles  Hermite.  (g- 
34). 

Mangeot  {S.).  —   Sur  les  surfaces  symétriques  par  rapport  au 
cône  de  révolution.  (35-38). 

Une  figure  est  dite  avoir  la  sjmétrie  absolue  par  rapport  à  une  surface 
lorsque  tous  les  points  de  la  figure  qui  sont  sur  une  même  normale  quelconque 
de  la  surface  sont  deux  à  deux  S3'mélriques  par  rapport  au  point  d'incidence 
de  la  normale. 

L'auteur  cherche  les  surfaces  (S)  qui  ont  la  symétrie  absolue  par  rapport  au 
cône  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

,/>■- 

^--f- y-=  z-  tan  g-  —  , 

où  m  et  k  sont  deux  entiers  donnés,  premiers  entre  eux. 


(')  \ on-  Bulletin,  t.  XXVL.  p.  i5o. 
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Posant 


Il  =  z  -^  i  ^'x-  4-  y- ,         V  =  z  —  i  \lx-  H-  y- , 
et,  si  m  est  impair, 

ou,  si  m  est  pair, 

m  m  m  m 

U-  —  V'  ,  u2  —  V^ 


2iY'x--T-y'  2i\fx--\-y' 

il  trouve  que  les  surfaces  (S)  peuvent  être  représentées  par  l'équation 

où/  est  une  fonction  arbitrairement  choisie  de  tp,  y,  4'-  Les  courbes  qui  pos- 
sèdent la  symétrie  absolue  par  rapport  au  cône  sont  les  intersections  des  sur- 
faces (S)  deux  à  deux  ou  les  sections  de  ces  surfaces  par  les  plans  méridiens 
du  cône. 

Nielsen  (^Niels).  —  Reclierches  sur  les  séries  de  fonctions  cylin- 
driques dues  à  MM.  C.  Neumann  et  W.  Kapteyn.  (Sg-^S). 

Ce  travail  procède  des  Recherches  sur  les  fonctions  de  Fourier-Bessel  que 
M.  Kapteyn  a  publiées  dans  le  même  Recueil  en  iSgS,  et  où  est  déterminé  le 
champ  de  convergence  de  la  série  remarquable 


n  = 


(a)  — ' — ^  =  H- 3  y  J"(«a:). 

1  X  ^.mi 


«=o 


M.  Kapteyn  a  démontré,  en  outre,  qu'une  fonction  holomorphe  aux  environs 
de  zéro  peut  être  développée  en  série  de  la  forme 

CP)  y  aj"{nx). 


La  première  l'artic  du  Mémoire  de  M.  Nielsen  a  pour  objet  de  généraliser  ce 
théorème  et  de  dèlcrniiiier  le  champ  de  convergence  de  la  série 

H  =  00 

(V)  (^iy2|«„j-'-^"[(v+«)^-], 

OÙ  V  désigne  une  constante  qui  peut  recevoir  n'importe  quelle  valeur  autre  que 
celles  des  entiers  négatifs.  C'est  à  de  pareilles  séries  que  l'auteur  donne  le  nom 
At  série  kaptcynienne  (le  première  espèce.  Il  introduit  aussi  les  séries  de  la 
forme 

/l  nr  ao 

(8)  (:|  )'  "  2]  «,.•'•"  "I(!J-  +  ''  +  ■'«)J7lJ'+"[(a  +v-t-  2/0j;J, 

Il  -  0 

qu'il  iippclle  séries  Laplcynicnncs  de  deuxième  espèce. 
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Il  établit  des  relations  entre  les  développements  d'une  fonction  en  séries 
kapteyniennes  et  ceux  que  Cari  \eunnann  avait  antérieurement  obtenus,  savoir 

n  =  0 
«  =;  00 

11  =  0 

M.  Nielsen  désigne  ces  séries  par  les  noms  de  séries  neumanniennes  de  pre- 
mière et  de  seconde  espèce;  les  relations  qu'il  obtient  lui  permettent  d'arriver 
très  simplement  aux  développements  en  séries  kapteyniennes  d'un  grand 
nombre  de  fonctions  pour  lesquelles  les  séries  neumanniennes  sont  connues. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  fait  voir  comment  on  peut 
obtenir  immédiatement  les  séries  (S)  et  (Ç)  pour  lesquelles  on  a,  soit  a  -^  v  =  o, 
soit  II  -1-  V  =  I,  à  l'aide  des  séries  (y)  et  (s)  où  l'on  fait  v  =  o. 

Michel  (Ch.).  —  Sur  les  applications  géométriques  du  théorème 
d'Abel  (77-126). 

Ce  Mémoire  a  été  anal3"sé  dans  une  autre  partie  du  Recueil  (^Bulletin,  t.  XW^, 
1"  Partie,  p.  iSS-iSg). 

Lindeberg  (J.-IV.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  \u  ^=fu. 

(127-142). 

Les  résultats  que  l'auteur  expose  assez  sommairement  dans  ces  pages,  après 
les  avoir  résumés  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
(5  juin  1900),  sont  développés  d'une  manière  complète  dans  une  Thèse  pré- 
sentée à  l'Université  d'Helsingfors.  Ils  procèdent  des  travaux  de  M.  Picard 
sur  l'intégration  de  l'équation 

A  ?<  =  fu  -i-  u . 

Après  avoir  rappelé  la  méthode  de  M.  Picard,  M.  Lindeberg  montre  com- 
ment on  peut  établir  le  théorème  que  voici  : 

Soient  S  une  aire  simplement  connexe,  limitée  par  un  contour  s,  régu- 
lièrement analytique,  et  *,,  /  deux  fonctions  assujetties  aux  conditions 
suivantes  : 

La  fonction  <!>,,  définie  sur  s,  est  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées 
des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  l'arc  s; 

La  fonction  f  est  continue,  positive  et  non  nulle  dans  S  et  sur  s;  elle  pos- 
sède des  dérivées  partielles  des  trois  premiers  ordres,  finies  et  continues 
dans  S,  le  contour  compris. 

Cela  posé,  on  peut  trouver  une  fonction  M  (x,  y)  et  une  seule,  finie  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  S,  le  contour 
compris,  admettant  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  finies  et  continues 
dans  S  et  satisfaisant  aux  conditions 

AU=/L 
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dans  S, 


En  terminant,  l'auteur  prouve  que  la  fonction  y  étant   multipliée  par  une 
constante  positive  a,  qu'on  fait  tendre  vers  zéro,  l'intégrale  U,  sous  la  condition 


/■ 


<t>.  C?S  ^  0, 

tend  uniformément  vers  l'infini. 

Bachelier  {L.).  —  Théorie  malhémalique  du  jeu.  (i43-2io). 

«  La  théorie  du  jeu,  dit  l'auteur  dans  son  Introduction,  constitue  encore 
aujourd'hui  la  plus  belle  étude  du  calcul  des  probabilités,  auquel  elle  a  donné 
naissance.  Le  calcul  des  probabilités,  bien  que  nécessairement  abstrait,  ne 
comporte  pas  de  difficultés  insurmontables.  Ses  progrès  toutefois  ont  été  lents 
et  peu  de  théories  mathématiques  ont  donné  lieu  à  un  aussi  grand  nombre 
d'interprétations  erronées.  La  théorie  du  jeu,  présentée  sous  une  forme  'irré- 
prochable depuis  quel()ues  années,  comportait  de  nombreuses  lacunes  que  cette 
étude  vient  en  partie  combler.  Les  problèmes  réellement  importants,  ceux  qui, 
à  toutes  les  époques,  ont  attiré  l'attention  des  géomètres,  sont  relatifs  aux 
épreuves  repétées;  ils  constituent  l'objet  de  ce  travail.  En  le  composant,  nous 
nous  sommes  proposé  de  suivre  une  voie  directe,  négligeant  à  dessein  plusieurs 
questions  intéressantes  qui  s'écartaient  de  notre  sujet.  La  théorie  du  jeu  y  est 
nettement  divisée  en  trois  problèmes  dont  la  solution,  jusqu'ici  partiellement 
connue,  est  entièrement  établie.  » 

AL  Uachclit-r  a  fait  suivre  son  Mémoire  d'une  Table  des  valeurs  de  l'intégrale 


calculée  avec  sept,  puis  onze  décimales,  pour  les  valeurs  de  y  croissant  par 
centième  de  o  à  4  et  par  dixième  de  4  ■>  -'i;'^- 

Borel  i^Em.).    —   Conlribulion    à    l'élude   des   fonctions  méro- 
morphes.  ('211-239). 

Étant  donnée  une  fonction  entière  \'{z),  dont  le  module  maximum  pour 
\z\-=r  est  M(/'))  l'auteur  appelle  ordre  de  cette  fonction  la  plus  grande  des 
limites  de  l'expression 

loglogM(r) 

i > 

iogr 

lorsque  /•  augmente  indèlininienl.    L'ordre  est   un   nombre    p   essentiellement 
positif.   Quand   il   est   fini,  si    l'un    désigne  par  «„    le  «'*""  des  zéros  de  \'{z) 
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rangés  par  ordre  de  modules  non  décroissants,  la  série 

V  _! 

est  convergente,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  j.  Au  contraire,  la 
série 

V  ' 

^  I  a„  1?-^ 

est  divergente,  à  moins  que  Ton  ne  se  trouve  dans  le  cas  d'exception  de 
M.  Picard.  Le  nombre  défini  par  cette  double  propriété  est  appelé  l'exposant 
de  convergence  de  la  suite  \  a^\,  \a.,\,  . . .,  |  a„  ;,  .... 

M.  Borel,  au  début  de  son  travail,  étend  la  notion  cVordre  aux  fonctions 
méromorphes.  Une  telle  fonction /(5)  étant  donnée  comme  le  quotient  de  deux 
fonctions  entières  F(2)  et  G  (s),  l'ordre  de  f(z)  est,  par  définition,  égal  au 
plus  grand  des  ordres  de  F{z)  et  de  G{z).  Gi-àce  à  cette  définition  de  l'ordre, 
l'auteur  énonce  et  généralise  de  la  manière  suivante  le  célèbre  théorème  de 
M.  Picard  : 

Etant  donnée  une  fonction  méroniorphe  f{z)  d'ordre  0,  parmi  les  équa- 
tions de  la  forme 

dans  lesquelles  '^(z)  désigne  une  fonction  méroniorphe  d'ordre  inférieur 
à  p,  il  y  en  a  au  plus  deux  telles  que  l'exposant  de  convergence  de  la  suite 
des  modules  de  leurs  racines  soit  inférieur  à  0. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  des  relations  qui  exis- 
tent entre  les  deux  modes  principaux  de  représentation  d'une  fonction  méro- 
morphe/(j),  savoir  :  premièrement,  son  expression 

-'^    '       ¥{z) 

comme  quotient  de  deux  fonctions  entières,  et,  secondement,  sa  décomposition 
en  éléments  simples 

(!)  /(.-)  =  H(.-)  H-  V] 

H(^)  désignant  une  fonction  entière  et  les  ).„  étant  des  entiers  convenable- 
ment choisis. 

Pour  faire  cette  étude  il  faut  avoir  égard  à  la  distribution  des  zéros  de  F(  z). 

M.  Borel  dit  que  la  distribution  de  ces  zéros  (supposés  être  tous  des  zéros 
simples)  est  ordinaire  lorsque,  0  désignant  l'ordre  de  F(^)  et  /„  le  module 
de  a„,  on  a 

|F'(«j;  >  e-'-i'"\ 

quelque  pelit  que  soit  le  nombre  positif  s,  à  partir  du  moins  d'une  certaine 
valeur  de  n.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  la  distribution  des  zéros  est  dite  extra- 
ordinaire. 

L'ordre  de  G  (;;  )  et  de  F  (2)  étant  supposé  fini,   si,  de  plus,   la   distribution 
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des  zéros  de  F(^)  est  ordinaire,  on  peut  mettre  la  fonction  G:F  sous  la 
forme  (i),  en  prenant  pour  H (2)  une  fonction  d'ordre  fini.  Il  peut  ne  pas  en 
être  de  même  lorsque  la  distribution  des  zéros  de  F(^)  est  extraordinaire; 
dans  ce  cas,  il  faut  substituer  à  la  formule  (i)  d'autres  développements  plus 
généraux  que  l'auteur  étudie  avec  quelque  détail. 

Cartan  [E.).  —  Sur  l'intégration  des  svslèmes  cVéquations  aux 
différentielles  totales.  (24i-3ii). 

Le  problème  de  l'existence  des  intégrales  dun  système  donné  de  s  équations 
aux  différentielles  totales  à  ;•  variables,  lorsque  ce  système  n'est  pas  complète- 
ment intégrable,  a  été  abordé  par  M.  Biermann  en  i885  {Journal  de  Schlo- 
niilch).  Les  résultats  précis  indiqués  par  ce  géomètre  manquaient  encore  d'une 
démonstration  rigoureuse,  bien  qu'ils  fussent  assez  particuliers. 

M.  Cartan  a  repris  la  question  et  il  est  parvenu  à  la  résoudre  d'une  façon 
générale  et  systématique,  en  emploj'ant  les  covariants  bilinéaires  des  premiers 
membres  des  équations  du  système  donné,  si  avantageusement  introduits  par 
Frobenius  et  M.  Darboux  dans  la  théorie  d'une  seule  équation  de  PfalT.  Son 
Mémoire  est  divisé  en  huit  paragraphes. 

Les  deux  premiers  contiennent  la  définition  des  éléments  intégraux  tictWo. 
des  complexes  linéaires  dont  la  considération  joue  un  rôle  prépondérant  dans 
la  suite. 

Le  paragraphe  III  traite  du  problème  suivant  :  Étant  donnée  une  multipli- 
cité intégrale  à  p  dimensions  M  d'un  système  d'équations  aux  différentielles 
totales,  faire  passer  par  M    une  multiplicité  intégrale  à  /)  -î- i  dimensions  M     ,. 

Les  conclusions  de  cette  étude  permettent  d'énoncer  (paragraphe  IV)  l'im- 
portante définition  du  genre  : 

Un  système  d'équations  aux  différentielles  totales  est  de  genre  n  si,  par 
un  élément  intégral  E,_,  arbitraire,  il  passe  x^i  éléments  intégraux  E-  et 
au  moins  un  pareil  élément  pour  les  valeurs  i  =  i,  1,  .. .,  n,  et  si,  par  un 
élément  intégral  E„  arbitraire,  il  ne  passe  aucun  élément  intégral  E„^,. 

Les  nombres  /•,,  i\.  ...,  /•„.  qui  peuvent  être  nuls  en  partie,  sont  ceux  dont 

dépend   l'indétermination  de  la   multiplicité  intégrale  à  n  dimensions  la  plus 

générale.  Le  paragraphe  V  contient  quelques  propriétés  remarquables  de  ces 

nombres,  entre    autres    la    suivante,    où    /•    désigne    toujours    le    nombre    des 

variables  indépendantes  : 

Les  nombres 

s,—    r    — /-,  —  I, 


.-I  —  '  /i  -I 
s..  =  /•„ 


sont  tous  positifs  ou  nuls;  chacun  d'eux  est  au  moins  égal  à  celui  qui  le  suit. 

Un  cas  parliculièrement  intéressant  est  celui  où  il  y  a  dans  la  suite  des  5  un 

terme  nul.  Si  .s.^(v  <;  n)  est  le  premier  ([ui  s'évanouisse,  le  genre  du  système  est 
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il  passe  par  un  élément  intégral  non  singulier  E.^_,  un  élément  intégral  E.,  et 
un  seul;  le  lieu  des  éléments  intégraux  passant  par  E.^,,  est  l'élément  E„  ;  de 
plus,  on  a  les  égalités 

/'.,  =  /"v+i -!-  I  =  '".,+2 -T-  2  =  . .  .=  n  —  V 

qui  entraînent 

5,  =  s,^_j  =  . .  .=  s,,.,  =  s„  =  o. 

Pour  un  système  de  h  équations  aux  dilTérentielles  totales  à  /•  variables, 
dont  les  coefficients  nont  subi  aucune  particularisation,  on  peut  déterminer 
les  nombres  /■  :  on  trouve 

'•,,  =  /•  —  p{>i-  -T-i); 

par  suite,  le  genre  Ji  est  le  quotient,  à  une  unité  près,  de  /•  par  A  +  i,  ce  qui 
est  l'un  des  résultats  de  .M.  Biermann. 

Le  paragraphe  VI  contient  Fexposé  du  problème  de  Cauchy  et  précise  le 
degré  d'indétermination  de  l'intégrale  générale  d'un  système  de  genre  n.  En 
voici  les  résultats. 

Étant  donnés  un  point  arbitraire  ;j.(,,  une  multiplicité  arbitraire  a,._^_  passant 
par  ce  point,  une  multiplicité  arbitraire  |j.^_^^  passant  par  \x^_^  ,  ■■■,  une  mul- 
tiplicité arbitraire  [i^_,  passant  par  a^_,.  _',  il  existe  une  multiplicité  inté- 
grale iAI„,  et  une  seule,  passant  par  \j.„,  ayant  en  commun  avec  ji^_^^  une  mul- 
tiplicité à  f  dimensions  et  contenue  dans  ;j.^_,  . 

L'intégrale  générale  à  n  dimensions  est  déterminée,  et  d"une  manière  unique, 
par  un  système  de  : 

s„     fonctions  arbitraires  de  n  arguments, 

s     ,  »  n  —  I  » 


et  s  constantes  arbitraires,  les  s-  ayant  les  significations  spécifiées  plus  haut. 

Ainsi  sont  à  la  fois  démontrés  et  considérablement  précisés  les  résultats  de 
M.  Biermann. 

Les  systèmes  dilTérentiels  pour  lesquels  l'entier  5„  est  nul  méritent  un  examen 
particulier.  Ils  sont  étudiés^  sous  le  nom  de  systèmes  de  prendère  espèce, 
•    dans  le  paragraphe  VII,  où  l'auteur  généralise  la  méthode  de  Lie  et  .Mayer. 

Dans  un  autre  ordre  d'idées,  il  y  a  un  cas  où  l'intégration  peut  encore  se 
simplifier;  c'est  celui  où  il  passe  par  chaque  point  A  un  élément  caractéris- 
tique. On  appelle  ainsi  un  élément  intégral  E^  tel  que  tout  autre  élément 
formé  de  E  et  d'un  élément  linéaire  intégral  soit  aussi  intégral.  Le  para- 
graphe VIII  traite  des  systèmes  qui  admettent  de  telles  caractéristiques  et  de 
la  recherche  de  ces  caractéristiques. 

Iladamaid.  —  Sur  l'équilibre  des  plaques  élastiques  circulaires 
libres  ou  appuvées  et  celui  de  la  sphère  isotrope.  (3  i3-342). 

Les  principaux  problèmes  relatifs  à  l'équilibre  des  plaques  circulaires  ont 
été   résolus   au    moyen   des  séries   par  Emile   Mathieu   pour  le  cas  des  plaques 
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encastrées  {Journal  de  Liouville,  18G9)  et  par  M.  Maurice  Lévv  {Journal  de 
LiouK-ille.  1877). 

Ensuite  et  presque  simultanément  M.  Almansi  et  M.  Lauricella  ont  mis  la 
solution  pour  le  cas  de  la  plaque  encastrée  sous  forme  d'intégrale  définie  {Atti 
Ace.  d.  Se.  di  Torino,  1S96,  p.  881  et  loio). 

Dans  le  présent  Mémoire,  M.  HadamarJ  obtient  le  même  résultat  pour  le 
problème  de  la  plaque  simplement  appuyée  et  pour  celui  de  la  plaque  libre. 

M.  Almansi,  après  avoir  résolu  le  problème  de  la  plaque  circulaire  encastrée, 
a  fait  usage  {Memorie  d.  Ace.  di  Torino,  1897)  de  considérations  toutes  sem- 
blables à  celles  de  son  premier  travail  pour  étudier  l'équilibre  de  la  sphère 
isotrope,  en  se  plaçant  successivement  dans  le  cas  où  Ion  donne  les  dépla- 
cements à  la  surface  et  dans  celui  où  Ton  donne  les  tensions  à  la  surface. 

M.  Hadamard  résout  un  troisième  problème,  relatif  à  l'équilibre  de  la  sphère 
isotrope  :  c'est  celui  où,  sans  se  donner  ni  les  déplacements,  ni  les  tensions, 
on  assujettit  la  sphère  à  rester  en  contact  sur  toute  sa  surface  avec  des  corps 
de  forme  et  de  position  données,  le  contact  ayant  lieu  sans  frottement.  Les 
conditions  aux  limites  sont  alors  :  1°  que  la  pression  (X,  Y,  Z)  de  grandeur 
inconnue  soit  normale;  2°  que  la  composante  normale  du  déplacement  ait  en 
chaque  point  une  valeur  donnée.  Il  s'agit  de  trouver  le  déplacement  u,  v,  w  de 
chaque  point  {x,  jv',  z)  connaissant  à  la  surface  la  valeur  de  la  quantité 

ux  -T-  vy  -T-  w  z, 
et  les  conditions 

X  _  Y  _  Z 
X  ~  y  ^  z 

L'auteur  fait  dépendre  la  détermination  de  u,  v,  w  et  de  X,  Y.  Z  d'un  pro- 
blème dont  Monge  a  traité  des  exemples  et  qui  consiste  ici  à  trouver  la  forme 
la  plus  générale  de  quatre  fonctions  d'une  variable,  liées  par  trois  équations 
différentielles  du  premier  ordre.  A  propos  du  système  particulier  qu'il  veut 
traiter,  ^L  Hadamard  indique  une  méthode  générale  pour  résoudre  n  —  i  équa- 
tions difTérenticlles  linéaires  entre  n  fonctions  inconnues,  que  les  coefficients 
soient  constants  ou  variables. 

Raffy  {L.).  —  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbui-e  planes  dont 
les  plans  enveloppent  un  cylindre.  (343-37o). 

«  Introduction.  —  L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  présenter  quelques  applica- 
tions dune  méthode  qui  me  parait  convenir  très  bien  à  l'étude  des  surfaces 
définies  par  des  propriétés  de  leurs  lignes  de  courbure  :  cette  méthode  consiste 
à  déterminer  l'une  des  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure  des  sur- 
faces qu'on  cherche;  après  quoi  l'on  obtient  immédiatement  ces  surfaces  elles- 
mêmes.  La  principale  de  ses  applications  est  la  détermination  entièrement 
explicite  des  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont 
dans  des  plans  parallèles  à  une  droite  {surfaces  K  ),  mais  ce  n'est  pas  la  seule; 
aussi  mon  analyse  a-t-elle  beaucoup  plus  d'étendue  que  si  je  n'avais  pas  en  vue 
d'autres  résultats. 

»  J'expose  d'aboni  (  n"  I  )  \c  principe  de  la  méthode  et  je  montre  comment 
elle  fournit  la  seconde  nappe  de  la  développée,  dés  que  la  première  est  connue. 

»  Abordant  les  surfaces  (K),  je  détermine  (  n"  II)  la  nappe  de  développée 
qui  contient  les  centres  de  courbure  relatifs  aux  lignes  de  courbure  planes. 
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»  Je  calcule  ensuite  (  n°  III;  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  ces  sur- 
faces, ainsi  que  l'élément  linéaire  de  leur  représentation  spliérique  et  je  donne 
la  condition  pour  que  cette  représentation  soit  isothermique. 

»  Aussitôt  après  sont  formées  (n°  IV)  les  expressions  des  coordonnées  des 
surfaces  (K),  de  leurs  rayons  de  courbure  principaux,  de  leur  élément  linéaire, 
et  celles  des  coordonnées  de  la  seconde  nappe  de  leur  développée. 

»  Je  montre  ensuite  (  n°  V  )  que  les  surfaces  (  K  )  sont  entièrement  caractérisées 
par  la  propriété  d'être  doublement  cylindrées  suivant  leurs  lignes  de  cour- 
bure :  j'entends  par  là  que  les  plans  osculateurs  menés  en  tous  les  points  d'une 
ligne  de  courbure  quelconque  aux  diverses  lignes  de  courbure  de  l'autre  sys- 
tème sont  parallèles  à  une  droite.  Ce  théorème,  dont  j'étais  en  possession  peu 
de  jours  après  la  publication  de  ma  Note  des  Comptes  rendus  sur  le  même 
sujet  (janvier  1899),  complète  et  précise  certains  résultats  de  celte  Note. 

»  EnCn.  j'indique  (n"  VI)  les  moyens  d'obtenir  les  coordonnées  des  surfaces  (K) 
exprimées  sans  aucun  signe  de  quadrature;  les  calculs,  qui  sont  exécutés  jus- 
qu'au bout,  conduisent  à  distinguer  une  classe  particulière  de  surfaces  (K) 
dont  la  représentation  sphérique  est  isothermique  et  qui  ne  dépendent  que 
ôiune  fonction  arbitraire  de  v  (paramétre  des  lignes  de  courbure  planes)  et 
d'une  fonction  arbitraire  de  u  (paramètre  du  second  système),  tandis  que  les 
surfaces  (K)  générales  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires  de  v  et  d'une 
fonction  arbitraire  de  u.  Les  résultats  auxquels  on  arrive  font  prévoir  combien 
seraient  compliquées  les  expressions  des  coordonnées  des  surfaces  les  plus 
générales  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  s)'stéme. 

»  Les  formules  contenues  dans  ce  Mémoire  sont  susceptibles  de  nombreuses 
applications;  je  souhaite  qu'elles  puissent  servir  à  d'autres  chercheurs;  je  les 
ai  calculées  avec  grand  soin  et.  le  plus  souvent,  vérifiées  de  diverses  manières.  » 

Anissinioff  (f^^-)-    —   "^"^  '^   théorie  des  courbes  géodésiques. 
(371-393). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  s'occupe  principalement  d'un  problème,  déjà 
traité  par  Ossian  Bonnet,  savoir  la  détermination  des  éléments  linéaires  pour 
lesquels  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques,  qui  est  toujours  de  la 
forme 


s=^-^j£-«fsy-K£/ 


admet  une  intégrale  première  telle  que 

dv         \  ^  B  : 


du        C  -f-  D  a 

où  a  est  la  constante  arbitraire.  La  propriété  en  question  se  conservant  quelles 
que  soient  les  coordonnées  curvilignes  (m.  t)  choisies,  il  est  avantageux  de 
rapporter  la  surface  à  ses  lignes  de  longueur  nulle  {x  =  const.,  y  =  const.). 

L'auteur  insiste  particulièrement  sur  certains  éléments  linéaires  pour  lesquels 
l'équation  des  géodésiques  admet  une  intégrale 

dy  _  k-r-Bz 
dx        C  -:-  D  X 
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telle  que  ?i  l'on  fait  à  la  fois 

X  =  u -^  iv,        y  =  u  —  iv,        a  =  a'-i-  j^', 

et  qu'on  sépare  le  réel  de  l'imaginaire  en  considérant  ?/,  r,  a'  et  ^' coiniiie  réels, 
on  obtient  deux  intégrales  premières  distincles.  Pour  les  surfaces  correspon- 
dantes, l'intégrale  générale  des  géodésiques  s'obtient  sans  aucune  quadrature, 
par  une  simple  élimination. 

Picai'd  [Em.).  —  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  de 
troisième  espèce  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques.  (Sgô- 
420). 

On  sait  que  la  théorie  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième 
espèce,  relatives  aux  surfaces  algébriques,  est  loin  d'être  aussi  avancée  que 
celle  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  première  et  de  seconde  espèce. 
Dans  le  présent  travail,  M.  Picard  apporte  diverses  contributions  à  celte  impor- 
tante et  difficile  théorie. 

I.  Étant  donnée  une  surface  algébrique  de  degré  m 
/{x.  r,  z)  =  0, 

à  singularités  ordinaires  et  n'occupant  pas  de  position  spéciale  par  rapport 
aux  axes  de  coordonnées,  si  l'on  considère  y  comme  un  paramètre  arbitraire, 
on  obtient  une  courbe  de  genre/? 

/(x.  y,  z)  =  0. 

Une  courbe  C  de  degré  d  tracée  sur  la  surface  peut  être  représenléc  par  les 
deux  équations 

\{x,y)  =  o.        z  =  n{x,y), 

A  désignant  un  polynôme  irréductible  et  R  une  fraction  rationnelle  de  x  et  y. 
On  peut  former  une  intégrale  abélienne  relative  à  la  courbe  (i).  de  la  forme 


I  =    /   S  (a:,  y.  z)  dx, 


S  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  z,  et  qui  jouisse  des  propriétés 
suivantes.  Elle  n'a  d'autres  points  singuliers  à  distance  finie  que  les  points  {z,x) 
de  la  courbe  correspondant  aux  équations 

A(j:,  y)  =  o,        z  =  \\{x,  y), 

et  la  période  polaire  correspondant  à  chacun  de  ces  points  singuliers  loga- 
ritlin)i(|ues  est  égale  à  -f-i.  De  plus,  relativement  aux  m  points  de  la  courbe 
à  l'infini  (qui  sont  indépendants  de  y),  l'intégrale  a  seulement  comme  point 
singulier  logarithmique /"m/i  d'entre  eux  et  la  période  correspondante  est  égale 
à  -  d. 

L'intégrale  (I)  possède,  outre  les  périodes  polaires  provenant  des  singula- 
rités logarithmiques.   ?.p  périodes  cycliques  u,.  10,,  ....  to,    qui  sont  des  fonr- 
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lions  de  y.  Si  l'on  fait  varier  y  et  qu'on  revienne  au  point  de  départ,  l'en- 
semble des  2/?-f-i  périodes  de  I  se  transformera  pour  un  contour  déterminé 
en  u',,  o>;,  ...,  o/,^,  1,  les  2/» -i- i  derniers  nombres  se  déduisant  des  u  et  de  1 
par  une  substitution  S  à  coefficients  entiers;  et  les  substitutions  S  qui  font 
connaître  l'ensemble  des  valeurs  des  périodes  pour  toutes  les  circulations  de  y 
autour  des  divers  points  critiques  sont  en  un  certain  nombre  k  indépendant 
de  la  courbe  C. 

On  est  ainsi  conduit  à  former  2pk  relations  à  coefficients  entiers  (2/?  pour 
chacune  des  k  substitutions  fondamentales  du  type  S )  entre  2 p  -h\  constantes 

K,.     K;,     ....     K,j„     c,,     C;.     ...,     c-, 
équations  qui  forment  un  syslème  (a),  et  l'on  a  le  théorème  suivant  : 

Si  les  constantes  K  et  c  satisfont  aux  2pk  équations  (a),  on  peut  former 
une  intégrale  de  différentielle  totale  ayant  les  2p  -i-  \  périodes 

K,,     K;,     ....     Kj  ,     c,,     c^.     ...,     c-,. 

les  A  dernières  étant  des  périodes  logarithmiques  correspondant  aux  courbes 
données  à  l'avance  Cp  C,,  ...,  C-. 

Réciproquement,  s'il  existe  une  intégrale  de  troisième  espèce  n'ayant,  à 
distance  finie,  d'autres  courbes  logarithmiques  que  C,,  C,,  . . . ,  C-,,  les  2p  +  \  pé- 
riodes de  cette  intégrale  satisferont  à  ipk  relations  du  type  (a). 

Cela  posé,  M.  Picard  démontre  la  proposition  que  voici  : 

Sur  la  sur/ace  f,  à  singularités  ordinaires,  on  peut  tracer  un  certain 
nombre  p  de  courbes  cdgébriques  irréductibles  particulières.  C,,  C,,  ...,  C^, 
telles  qu'il  n'existe  pas  d'intégrale  de  différentielle  totale  de  troisième 
espèce,  n'ayant  d'autres  courbes  logarithmiques  que  la  totalité  ou  une 
partie  de  ces  courbes  C,  mais  telles  qu'il  existe  une  intégrale  ayant  seule- 
ment pour  courbes  logarithmiques  une  (o^xf'^^  courbe  quelconque  de  la 
surface  et  la  totalité  ou  une  partie  des  courbes  C. 

Le  nombre  p  qui  intervient  dans  cet  énoncé  est,  d'après  sa  nature  même,  au 
moins  égal  à  l'unité.  L'auteur  montre  qu'il  est  eiïectivement  égal  à  i  pour  le 
plan  et  les  surfaces  hyperelliptiques  générales.  Mais  la  détermination  de  p,  pour 
une  surface  quelconque,  semble  devoir  présenter  de  sérieuses  difficultés. 

M.  Picard  examine  ensuite  l'importante  question  de  la  transcendance  des 
intégrales  de  différentielles  totales  de  troisième  espèce.  On  sait  que  les  inté- 
grales de  deuxième  espèce  sont  en  général  des  fonctions  algébriques.  Mais  une 
surface  peut  admettre  des  intégrales  de  deuxième  espèce  non  algébriques,  et 
alors  elle  admet  nécessairement  des  intégrales  de  troisième  espèce  non  réduc- 
tibles à  une  combinaison  algébrico-logarilhmique  :  est-ce  le  seul  cas  où  il  en 
soit  ainsi"?  L'auteur  réserve  la  solution  de  celle  question  et  se  contente  de 
faire  connaître  quelques  types  simples  de  surfaces  pour  lesquelles  toutes  les 
intégrales  de  différentielles  totales  se  ramènent  à  des  combinaisons  algébrico- 
logaritlimiques.  Nous  citerons,  en   particulier,  les  surfaces  dont  l'équalion  est 

z'=f(x,y), 

f  ftanl   un    polynôme   du    troisième  degré  en   .r  dont   les  coefficients  sont  des 
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polynômes  arbitraires  de  y,  et  celles  dont  l'équation  est 

P(j')  désignant  un  polynôme  arbitraire  en  y. 

Riqiiier  (^Ch.).  —  Sur  les  systèmes  différentiels  dont  l'intégration 
se  ramène  à  celle  d'équations  différentielles  totales.  (4^1-472). 

Ce  Mémoire  contient  la  démonstration  de  divers  résultats,  qui  peuvent  se 
résumer  en  l'unique  proposition  dont  voici  l'énoncé  : 

Un  système  orthonome  passif  étant  donné,  si  l'ensemble  des  éléments 
arbitraires,  dont  la  connaissance  équivaut  à  celle  des  déterminations  ini- 
tiales des  inconnues,  ne  renferme,  avec  un  nombre  quelconque  de  constantes, 
qu'une  seule  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  la  recherche, 
dans  le  système  proposé,  d'intégrales  ordinaires  satisfaisant  à  des  condi- 
tions initiales  données  se  ramène  à  l'intégration  successive  de  deux  systèmes 
passifs  d'équations  différentielles  totales  du  premier  ordre,  dont  le  second 
est  indépendant  du  choix  des  conditions  initiales. 

Nous  ferons  connaître,  par  un  extrait  de  l'Introduction,  la  marche  qu'a  suivie 
l'auteur  : 

«  Étant  donné  un  système  différentiel  résolu  par  rapport  à  certaines  dérivées 
des  fonctions  inconnues  qui  s'y  trouvent  engagées  (et  dont  les  seconds 
membres  ne  contiennent  aucune  dérivée  principale  de  ces  inconnues),  je 
nomme  grade  du  système  l'ordre  maximum  de  ses  premiers  membres;  i!  va 
sans  dire  que  le  grade  peut  être,  soit  inférieur,  soit  égal  à  l'ordre  du  système. 

»  Quand  on  a  affaire  à  un  système  de  grade  i,  on  peut,  pour  en  disposer 
nettement  les  diverses  équations,  les  écrire  dans  les  cases  d'un  quadrillage  rec- 
tangulaire, dont  les  lignes  correspondent  aux  variables  indépendantes  et  les 
colonnes    aux    fonctions    inconnues,    en    mettant    l'équation    qui    aurait,    par 

exemple,  -r—  pour  premier  membre,  dans  la  case  qui  appartient  à  la  fois  à  la 

colonne  (m)  et  à  la  ligne  (x), 

»  Cela  posé,  j'établis,  en  premier  lieu,  que  si,  dans  un  système  orlhonome 
passif,  l'ensemble  des  éléments  arbitraires,  dont  la  connaissance  équivaut  à 
celle  des  déterminations  initiales  des  inconnues,  ne  comprend,  avec  un  nombre 
quelconque  de  constantes,  qu'une  seule  fonction  d'un  nombre  quelconque  de 
variables,  la  recherche,  dans  le  système  proposé,  d'intégrales  ordinaires  satis- 
faisant à  des  conditions  initiales  données  se  ramène,  par  de  simples  diffé- 
rentiations,  à  une  semblable  recherche  effectuée  dans  un  système  orthonome 
passif  de  grade  i,  dont  le  Tableau  n'offre  de  cases  vides  que  dans  une 
seule  colonne.  Je  prouve,  en  second  lieu,  que  celte  tiernière  recherche  se  ramène 
à  deux  intégrations  successives,  savoir  : 

»  1"  Celle  d'un  système  passif  d'équations  différentielles  totales,  variable  avec 
le  choix  des  conditions  initiales; 

»  2°  Celle  d'un  système  linéaire  et  |)as^if  d'équations  aux  dérivées  partielles 
du   premier   ordic,   in<lépendanl  du   choix   dont   il   s'agit,  cl  qui,  bien  que  le^ 
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fftiiclioiis  inconnues  s'v    trouvcnl  f-n  noiiilire  pf-iirrulsnicnl   »ii|icrieiir  à  i,  pt-ul 
se  traiter  pai-  la  mélliode  classiijue  de  Jacobi. 

»  Dans  l'exposé  qui  suit,  comme  dans  les  quelques  lignes  qui  précédent,  se 
renconlient  un  certain  nombre  de  termes  dont  j'ai  fait  usage  dans  mes  travaux 
antérieurs,  et  dont  il  m'a  semblé  inutile  de  répéter  ici  la  déliiiilion  :  le  lecteur 
voudra  bien  se  reporter  aux  travaux  dont  il  s'agit,  et  notamment  à  mon  récent 
.Mémoire  Sur  une  question  fondamenlale  du  Calcul  intégral  (  Acla  matiie- 
matica.  t.  XXIH).  » 


SII'PI.KMKNT. 

Ilftncock  iHarris).  —  Mcinoire  sur  les  sjslènies  iiiodiilaiies  de 
Kronecker.  (.j-i  i  5). 

(le  \b'-moire  a  été  anal\"sé  dans  une  autre  partie  du  Recueil  { Dullclin .  t.  WV^. 
I"  l»artic,  p.  i37-i3.S). 


liHXUK^OXTI  Di:i,  li.  Istitl  ro  Lomuaruo   di  Sciknzi:   k   Letterk,  II""  série. 
-Mikin.  lip.  Bv-inardmii  di  C.  Hebescliini  c  C;  édilcur  ^\.  Iloopli. 

t.  XVII.  1884. 

Fonncnù  {C).  —  [Blâc].    Sur  les  nomljres  irréductibles  avec 
les  nombres  complexes  (suite  et  fin).  (6-1  i). 

Il  n'existe  pas  de  systèmes  complets   à  trois  dimensions,  et   en  général  à  un 
nombre  impair  de  dimensions.  En  prenant  trois  unités 

I,     i,     i-, 

irréductibles  entre  elles.  le  |iroduit  ii^  est  nécessairement  une  quatrième  unité, 
irréductible  avec  les  précédentes.  Les  systèmes  complets  à  quatre  dimensions 
sont  seulement  les  suivants  : 

1.  .Système  oii  les   unités  sont  liées  par  les  relations 

y/,-  =  a  ^  bi  ^  cj  -^  dk, 
qui  est  un  système  de  nombres  symboliques  de  la  lorme 

p  =  u  ~  (ùi  -h  j  iy  -T-  zi ]. 
j  étant  défini  par 

j-—{d  —  ci)j^  (m  — 6)=o; 
Bull,  des  Sciences  mathéni..  ?'  série,  t.  WML  (Février  igo^.)  K.j 


j«  Sl'CUNDh  pAimi-:. 

2.  Syslciiic  (JcUrniiiic  pjir 

ij  =  /. .  /■/.  = — y  jf^  =  ?  '■  -^  ">' 

ji  =  «  -^  ^,-  —  /. .      id  =  —  b-^  ai  "  y,      /.y  =—?/■-  Z//. , 

où  Ion  a 

'4 

«l  (jU!  peut  se  faire  coïiicitl.T  avec  les  iiiuiLcriiioii-  irilaiiultuii  : 

3.  Syslème  analogue  au  précédent  mais  où  Ion  a 

Dans  le  système  (i)  on  a  la  propriété  commutative,  mais  un  produit  peut  cire 
nul  sans  que  le  soit  aucun  de  ses  facteurs.  Dans  (a)  c'est  le  contraire.  Dans  (3) 
manquent  à  la  fois  les  deux  propriétés  ordinaires  du  produit,  cCst  à-dirc  la 
comnuitativité  et  la  propriété  relative  à  révanouissemcnt  du  produit. 

Bardelli{G.).  —  [Rirty,  ^]-  Quelques  applications  du  principe 
du  moindre  Iravail  à  réquilibre  de  systèmes  gênés.  (89-99). 

Par  le  priiiripe  du  moindre  travail  l'auteur  trouve  les  réactions  aux  points 
fixes,  autant  dans  lequilibre  ordinaire  que  dans  l'équilibre  asiatique. 

Peninœcliietti{G.).  —  [H9/,  A].  Sur  les  inlégrales  complèlesde 
certaines  classes  dé(piations  aux  dérivées  partielles  d  ordre 
quelconque  à  deux  variables  indépendantes.  (279-282). 

Dans  certains  cas  on  peut  avoir  l'intégrale  complète  d'une  é.iualion  aux  dé- 
rivées partielles  d'ordre  m,  en  prenant  l'intégrale  générale  comm.ine  à  un 
système  d'équations.  Par  exemple,  une  intégrale  complète  de  l'éiiuation 

•'  \r)x"'     (Jx"'-^ôy  ()}■'" J 

et  donné.'  par  la  solution  la  plus  générale  du  système 

~  a,  (i  =  o,   \ m), 


Ox"  '  Oy 
les  rt,  étant  des  constantes  liées  par  ré<iuation 

/{a,,  r,,.    ...,«,„)=  o. 

Brioschi  (F.).  —  [b'o/yj.    Sur  un  piohlcnie  d'analvse.  ujoi-ioG^ 
Ktanl  données  le  relations 

/=  x]Xi-h  xlxi  -h  x] ar.,, 

m  =  x^x'l  -t-  x^^x]  -r  a:, aï;, 
/i  —  x\-i-  xl-\-  x]. 
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(ir-lcriiiiiicr  les  liois  aigiiriicnls  x^,  Jr..  x.  en  fonriidii  (1(;  nois  des  (|Uiiiilit>'-s  f, 
/■.  /,  /II.  II.  r/;iiilcnr  résout  ce  problème  et  trouve  aussi,  en  fonction  de  ces 
(icniiiTes  (|uaiililés,  les  expressions  des  trois  covarianls  h, /i,  o  de  la  forme  /", 
et  par  (lia  une  relation  entre  i',  f  et  les  trois  covarianls,  qui  est  du  liuitiénie 
de;;ré  en  r.  Cette  relation  dans  le  eas  particulier  ipie  li-s  valeurs  des  arguments 
rendent  /  — o  et  le  covariant  h  =  i,  conduit  à  récj'.iation  modulaire  jacid)ienne 
flu  huitième  dei;ré. 

Bertini  [Eug.).  —  [M-3c/].  Sur  lii  suir.icf  du  u-oisirmc  oidrc. 
(  478-180).  Note  II.  (712-714  ). 

l)islril>ulion  des  plan*  tiit;in;;eMl-i  en  li'ii-ilres. 

V.n  appelant ///r//i  conjugué  \\\\  Uii'die  un  |dan  (jui  contiiMiiu-  une  drnite  (de 
la  surfaecj  de  cliariiu  di  s  plans  du   tricdre,  ou  a  trois  cas  possibles  : 

1°  Triédrcs  n'adniiUant  ]ia»  de  plans  conjugués; 

■2°  Triédrcs  avant  un  seul  plan  conjugué; 

3°  Triédrcs  ayant  deux,  et  par  conséquent  trois,  plans  eonju^iuc'-*. 

Ces  dei'niers  sont  les  triédrcs  de  Steiner. 

Il  }■  a  2SS0  triédrcs  de  la  première  espèce  et  21G0  de  la  seconde. 

Dans  la  Note  II  l'auteur  donne  toutes  les  flistribulions  possibles  eu  polyèdres 
des  '|i  plans  Irilanjjcnts  en  sii;nalant  po:ir  la  première  fois  l'existence  de  cer- 
tains licpl  aédres. 

Struve  (L.).  — •  [L  ].  Nouvelle  délet'iniiKilion  de  la  hililnde  de 
rObservaloii  c  rnval  de  Biéra  à  Milan,  faite  au  iiiovou  tie  |)as- 
sages  d'étoiles  dans  le  premier  verlieal.  (5.)o-53~). 

Bclliaïui  (  E(/g.).  —  [T7c].  Sur  un  |)roljlènie  relatif  à  la  théorie 
des  courants  slatiotiiiaires.  (538-546). 

Le  mou\ement  sUUioniiaire  de  rélc;tricité  est  suppt)Sc  avoir  lieu  <lans  une 
spliére,  communiquant  avec  un  courant  pai"  deux  points  opposés  P.  P'  de  sa 
surface.  Le  système  est  symétrique  et  l'auteur  y  applique  une  inétiiode  déjà 
donnée  par  lui  dans  ces  Rendiconti  (Sulle  funzioni  polenziali  di  sislaiii 
simmelriei  intoino  ad  un  asse;  187.S)  par  laquelle,  en  connaissant  Jes  fondions 
associées  d'un  système  symétrique  par  rapport  à  un  axe.  on  peut  trouver  celles 
du  système,  symétrique  aussi,  que  l'on  obtient  du  précédent  par  une  inversion 
par  rapport  à  lui  point  de  l'axe 

A.<iCo/i  (./.).  —  [Dlrt].  La  notion  de  longueur  d'une  ligue  n'est  p.is 
seulement  indépendante  de  celle  de  di'iivée.  mais  aussi  de 
celle  de  eonlinuité.  ( :)6\-j-'i  ). 

/ieltrami  [Eug.).  —  [Ro  réf.  T2].  Sur  la  rc|)réscnlalioii  des 
forces  new  Ioniennes  par  des  force-^  é-laslnpies.  (  58  i -."iSc)  1. 
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V  élaiil  la  l'uiirlion  puLoiiliellc  d"im  systùme  de  ma>5.  s,  cl  ayant  pose 


Y.  = 


I    ,^d\'V        I 


_i_    !^      --— A,V. 


•   _  '    -_       J_  ^  î^ 
=  =   V  "  ~  4^  Oy  âz  ' 

I     (A'  ôV 

ia   variation  du  iiolciilicl   P  est  dorinco  par 

cl  le  travail  —  oP  des  forces    lu-wioniciincs  se  prc?eiile  ainsi  .uiume  un  travail 
de  forées  rlastifines. 

Maogi  (J.-Anl.).  —  [R'5"^-]-    ^'^'"   l'inlt^S'''^>-'0'''   «^^^s  équations 
flKrérenlicllcs  du  pendule  conique.  (^ogo-SQQJ. 

Inté:;raliun   paf  les  t'onctiuus  de  \\  eierslrass. 

Scfuaparelli  {J.-V.).  -  [U].   Nouvelles  mesures  de  ia  planète 
Uraniis  (61^1-620  ). 

Ascoli  (7.1.    ^   [DofJ.    lul.'gralion   de    Téqualion   dillcfenlielle 
A-  Il  =  <)  dans  Taire  d'un  cercle.  (  6;^7-635). 

j]/ao-i    iJ.-Anl.).     —    IK'lhy.].    Sur    réqniiil.re    des    surfaces 
llexibles  el  inexlen>il»les.  (()8.>-(i()1  ). 

M  V.iUena  [nendiconti  des  Lincei,  0'  sciie.  t.  VIll,  iS8'j)<  tlans  ses 
reêheirlies  sur  les  surfuecs  flexibles  cl  inexlensil.les,  prend  pour  fondemenis 
le*  éléments  canulérisliqucs  du  déplareu.enl  inlininicnl  petit,  cl  conclut  que, 
pour  maintenir  ré.|nilibrc,  il  faut  appliquer  .les  forces  au  contour,  Deux  des 
eomposantes  de  ces  forces  peuvent  se  clioisir  arbitrairement,  pourvu  qu'elles 
satisfassent  aux  conditions  que  Pon  aurait  pour  une  surface  rigide;  l'autre  est 
délermiuée  univo(|ucment. 

Décela,  il  semblerait  résulter  qu'un  put  n.ainlenir  aussi  Péquilibre  avec  des 
forces  au  contour,  ne  satisfaisant  pa*  aux  conditions  ordinaires,  par  exemple 
à  celle  de  se  trouver  dans  le  plan  tan.uent  au  point  d'application.  L'auteur 
démontre  que  les  conditions  de<niilibre  sont  toujours  colles  qui  sont  données 
par  les  formules  ordinaires,  cl   qnr.  dan<  le  .as  „ù   les  f,.rmnl,- de  M.  Vollena 
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présentent  une  diiTrience  avec  celles-là,  cela  a  lieu  parce  que  le  système  de 
forces,  appliqué  au  roiilour,  se  compose  de  deux  systèmes,  dont  l'un  satisfait 
aux  couditions  ordinaires,  et  l'autre  produit  un  travail  virtuel   nul. 

Celoria  [J.).  —  [U].  Sur  l'éclipsé  totale  de  lune  du  f  octobre  1884. 

(753-756). 

Ascliicri  {Feid.).  —  [Nref.  QS].   Sur  la  i^éouiétrle  de  la  droite, 

(756-;58). 

dompte  rendu  d'une  N'oie. 

Foiinenii  {€.).  —  [Ulc].   Sur  le  mouvement  ^l'oniétrique  de^ 
systèmes  invariables.   (781-795).  Suite  dans  le  Tome  XVIII. 

(195-200,  938-2^2  et  4i8-43i). 

Dans  le  mouvement  d'un  système  rii;i(le  (|uclcon(|ue,  les  vitesses  de  tous  les 
points  d'une  droite  ont  des  projeciions  égales  sur  cette  droite.  Cette  projection 
est  appelée  l'/^esse  de  la  droite.  On-  appelle  aussi  moment  d'un  serment  le  pro- 
duit de  sa  valeur  par  sa  vitesse.  Gela  posé,  le  mouvement  du  système  est  déter- 
miné i)ar  les  vitesses  et  les  moments  des  six  arêtes  d'un  tétraèdre. 

Brainhilla  (-i.)-  —  [M'^Cc/].    Sur  la  courbe  gauche  du  ((ualiiènie 
ordre  à  point  double.  (857-86(3). 

Pour  cette  courb(;,  qui  est  ralionnidle,  l'anlcur  eniiiluic  la  n^|iréseiilalion 
paramétrique  spéciale  par  laquelle,  au  point  douljje,  currcs[)ondent  les 
valeurs  o,  -x..  Les  propriétés  qu'il  donne  sont  relatives  aux  cordes  principales 
(c'est-à-dire  à  celles  qui  sont  situées  dans  les  plans  osculateurs  des  deux  points 
qu'elles  unissent),  et  aux  quadrilatères  circonscrits  à  la  courbe.  Il  démontre 
aussi  un  théorème,  dont  un  cas  particulier  est  le  suivant:  les  quatre  intersec- 
tions ultérieures  de  la  courbe  avec  <|uatre  plans  osculateurs,  dont  les  points 
d'osculation  sont  sui'  un  plan,  sont  aussi  sur  un  plan.  Ce  qui  établit  une 
correspondance  entre  les  plans  de  l'espace,  dans  buiucUc  à  tout  plan  en  corres- 
pondent 27. 


Tonic  XVllI,  i885. 

Sclii(ipai-clli  [^G. -]'.).  —  [L'].    Aniplilule  de  r<.>cillal  idu  diurne 
de  raii^iiille  de  déclinaison  à  Mdan   1884.  (^ioo-io5). 

Casoiriii  {Félix).   —  ['^l'']-    Sur  (picl(|iics  déteiniinanls.   (108- 
Jii). 

Le  délerniinanl  de  \andcrmondc  <1>  relatif  <iu\  ii\  (|uanlilr.-  niileiuies  de 
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en  y  pcrinuLaiit  les  x,  peut  s'exprimer  au  moyen  des  détcrminanls  semblables 
relatifs  aux  ^  et  aux_>-  sépai'émcnt. 

Celoria  (G.).  —  [L  ].  Sur  rapparilion  de  la  comrle  de  Halley 
eu  i456.  [i  12-1  2j). 

Martinetti  (]'.).  —  [P6rt].  Sur  une  classe  de  Iransfonnalions 
invohilives  de  l'espace.  (i32-i42). 

Ce  sont  les  involutions  inoiioulalcs.  c'est-à-dire  dans  lesquelles  aux  plans 
de  l'espace  correspondent  des  munoïdes  d'ordre /k  Ces  monoïdes  doivent  avoir 
tous  en  eouimun  le  point  (  «  —  i)-"/''-',  et  il  y  a  deux  espèces  de  ces  involu- 
tions. Dans  les  unes,  les  rayons  jiassanl  |iar  le  point  multiple  rommun  au 
système  liomaioïdi(iue,  eorrespondcnt  à  eux-mêmes.  l>ans  les  autres,  ces 
ra3'ons  ne  sont  pas  unis,  mais  ils  se  correspondent  dans  une  Immoloiiie  liar- 
moni(|ue.  Ces  derniers  se  subdivisent  en  onze  elassts,  suivant  i'existrnee  et  la 
distribution   des  poinl-^  unis. 

Jung  [J.).  —  [Kyf^M-él.  Q  i(/].  Sur  une  classe  de  conlîgiiraLions 
à  index  .').  (aSi-aSS). 

L'auteur  démontre  (luebiues  propriétés,  que  l'on  peut  runsiibrcr  comme  une 
généralisatiiiu  des  llicorcmes  sur  les  transversales. 

Pen/Kfcchietn  {G.)-  ■ —  [  ''^8/"].  Sur  une  lnléj;rale  plus  générale  de 
celle  des  forces  vi\es  pour  le  mouvement  d\in  svslème  de 
jioinls  maléilels.  ( 2 /j 2-2 5 2  el  2()()-2-9). 

L'auteur  reelicr(lie  le  cas  oi'i   les   équations  du   m(Hi\cmcnt 

';;7^  =  ^'      ^■'=''' "' 

ailmellfiil    nric   i  al  i''i;r.i  le   premirrr  du   deuxième  de;;ré  |iar   rappoil  aux  \ilesses, 
de  la   lorme 

(  I  )  }^n^.^.rl..r\  -+-  l/'^^r',  —  a  !•'  (.r,,  .r.,  ....  x^^)  ~  Ct  -f-  a, 

//,.  /)    l'iaiil  des  fondions   îles    ./•.  cl    C,    a.   des    e(inslanle<.     l  ne   des  cor.di;  ions 
qui  tloivent  èli-e  salisfailes  est  ([ik'  ICxpri-siuii 

soit  une  dillerciil  lelle  i-xaiic  (la   d  iHiTcii  t  irllc  dcM").  l/,ui  tiur  t  rou  ve  au^^icpu-. 
lniS(|uc'  rnit(''i;rale  {  1  )   existe,    les  i\cn\  sui\aiites  du  ni   flic  e-t   la  somme 

(    !  )  -/','■,  —   C.  /       :    (dUSl, 

{?>  )  YL<(  ^,^.r[..r\       ■.•l-'(./'|.  .r i\^)     -  eonsi. 

Sont  aussi   des   inlé-yr;i.le>    du    même  problème,    el    il    snflil.   par  conséquent,  de 
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déterminer  les  comlilions  d'existence  de  (2)  et  (3)  séparément.  Pour  (2).  il 
faut  que  les  /?,  soient  des  fonctions  linéaires  des  a:,  et,  par  suite,  linlé- 
grale  (2)  aura  la  forme 

-h\x\  -^  "^a^^i x^x'^  —  ^r^',  )  —  C^  =  const., 

les  A,,  les  a^,  étant  ici  des  constantes;  elle  appartient  aux  proi)lt'nies  dans 
lesquels  on  a 

S/u,.X,^  ■S.a^^{x,\^—  x^\^)  —  C  =  0, 

et  elle  est  la  plus  générale  des  intégrales  linéaires  par  rapport  aux  vitesses. 

Pour  (3)  les  expressions  les  plus  générales  des  a^^,  a,,,   pour  des  polynômes 

du    deuxième   degré    par    rapport    aux   x,   dont    les    coefficients  satisfont  à 

«  C  «  ^  1 1  (  «  —  2  )  ...  „         .      ,       , 

,, conditions.  Celle  intégrale  convient  aussi  a  un  système  sene 

b  -  j  -^ 

lorsque  l'expression 

£^(r,.a^,.X,,)  dx^ 

est  une  différentielle  exacte  dans  l'hypothèse  que  les  x  soient  indépendanlas, 
ou  par  suite  des  liaisons  du  système. 

Ascoli[G.).  —  [Doca].   Inlégralion   de  léqualioii  dilTérenlielle 
A"-?^  =  odans  quelques  aires   planes   1res  simples.  (2.52-258). 

L'auteur  donne  la  représentation  conforme  de  quelques  aires  fsurfaced'un 
angle,  triangle  circulaire,  etc.)  sur  le  segment  du  cercle  et  sur  le  secteur  cir- 
culaire. 

Ascoli  (G.).  —  [Doca].    Sur  les  branches  ali^ébriques  de  courbe. 
(279-284). 

Ascoli   (G.).    —    [Doca].   Sur   quelques    représenlalions    con- 
formes. (.349-056  ). 

Ascoli  (G.).    —    [Doca].    Encore    sur  les   re[)résentalions  con- 
formes (39o-3f)5). 

Ascoli  {G.).  —  [Do^a].    Encore  une  fois  sur  les  représentations 
conformes.  (44o-45o). 

Dans  la  première  de  ces  quatre  Notes,  l'auteur  définit  une  branche  algé- 
brique comme  l'ensemble  de  points  (x,y)  pour  lesquels  on  a 


X  -^  ly 


=  »'(/)  =2  V  a^{t  —  tj' 


La  série  est  supposée  convergente  dans  un  cercle  de  centre  t„;   mais,   pour 
la  définition   de  la  branche,  on  suppose  que   /„   et   t  soient  réels,  et  que    dans 
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riiitcrxiillc  /„  —  M,  /^  +  J^'  clans  lequel  on  fait  varier  /,  il  y  ait  un  nombre  fini 

div  -,  ,  ,  ... 

de    points   a,,  a,,  ...,   a  _,,  ou  —y-  =  o.    Lanteur  donne    les    conditions    pour 

qu'un  point   de  cette  iiranclie  soit  un   point  de   rebroussement  à   distance  finie 
ou  à  l'infini. 

Dans  la  deuxième  Note,  on  établit  une  correspondance  entre  les  deux  plans 
complexes  t,  z,  par  la  relation 

-  =  tv(/;=V«^(^_/„)s 


cl  cette   correspondance  est  étudié»'  dans  le   voisinage   d'un    point   de  lebrous- 
semeiiL  (  ^  =  a,  )  de  la  branche  c[iie  l'on  obtient  pour  t  réel. 

Dans  la  Iroisiéiiie,  l'auteur  étudie  le   cas   iriia    lebrousseiMciil   ayant   orii;ine 
du  coutael  tle  deux  iuanclies 


^'('')=Vé-„(''-'n)"  (5'o=./'o)' 


[Kiiir  le  cas  où  /",   el  g^  >(iat  luus  1rs  deux  dillViciUs  de  zéro. 

J)ans  le  qujtriénie,  il  sii])pose  i]v!c  lune  au  tinuiis  des  ([iiantités  /"i.  g^  suit 
nulle. 

Fe//-f/n    (//.').    —    [Si/v].    La    lliéoile    ciiuHi(|iie   des    gaz  cl    la 
liinile  de  ruLrnosplièic.  (  .')  i  q-.),'^-\ 

Jung   (•/.).    —   [Ivle].    Sur    (iiiehnies    propi-lrh-s   i;coiiiélri(|tio.s, 
slaliqiics  cl  ciiiéiiialii|(io.s  (ics  poUgoiics  atllciilés  (^^'-S/iS). 

L'auteur  aiipli(|ue  ici  lis  propriéti's  données  dans  sa  Note  précédente  (  l'O/'/' 
ci-dessus:  Jl'NG,  p.  i'Si  ).  Il  avait  considéré  ilans  celle  Note  deux  espèces  de 
confii;uralions  (|iril  appelle />o/)'ec//'rt/e.'i,  et  que  l'on  oblienl,  les  unes  en  pro- 
jctanl  sur  un  |dan  les  somiiiels  et  b-s  arêtes  d'un  /^-èllre  cnuiplet.  les  autres  en 
coupant  par  un  plan  un  «-jjone  complet.  Dans  la  Note  aclindle,  il  donne  des 
piopriétés  i;énérales  et  nouvelles  relatives  à  ré(iuilibic  et  aux  mouvemeiUs 
('démentaiiTS  des  [)olyi;ones  articulés,  et  démontre  que  le  polygone  articulé  est 
inscrit  dans  celui  ipii  a  pour  soinnuts  les  centres  instantanés  de  rotation  des 
côtés,  et  «jne  les  deux  pcdygones  a|>parliennenl  à  deux  configurations  polyc- 
di-ales  conjuguées.  La  même  pi'opi'iéu-  a  liru  p;ir  rapport  au  polygone  ayant 
jioiir  côtés  les  lignes  d'action  des  Curées  appliiiuées  aux  sommets  du  polygone 
articulé,  et  capables  de  le  maiiileiiir  eu  é(|uilil)re.  On  déduit  de  là  quelques 
propriétés  des  pidNgoncs  limieii  l;iii  rs.  Comme  application,  il  fait  le  (as  du 
(|  il.idra  ii^ic,   liu    peiil  .igoiic   r[    di-   rin'\;i  i;oiic. 

Coloria  (J'i-\.  --  [l'|-    Sur  la  l'oiiirlc  di'   i  \->..  (^  î<>7-îi'^K 
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Bardelli  (G.).   —  [K!2c].    Quelques  formules  sur  les  inuinenls 
frinerlie  des  polvgones  plans.  ('j6.5-4~3). 

Ascoli  (^G .).  —  [Doc].    Sur  les  fondions  salisfaisaiil  à  lY-cjualion 
clifTéren licite  \'- a  =  o.  ('Î74-48o)- 

Ascoli  (G.).   —   [Dof].   Encore  sur  les   fonctions  satisfaisant  à 
i'é(|uation  didcrenlielle  \- n  =  o.  (o/îô-ooi). 

^iscoli  [G.).   — ■   [Dor].    ncclierches  ultérieures  sur  les  fonclious 
satisfaisant  à  léqualion  dilléreu  tielle  A- ;/ =  o.  (5c)9-6io). 

Une  fonction  ?;ilisfaisanl  À  l'eqiKiliou  A-m  — o,  pour  lai[uellc  on  a  pose  les 
condilions  qu'elle  ne  croisse  pas  iiiiléliniMunl  dans  i"aiic  licniannicnnc  1 .  it  y 
soit  conlinuc  ainsi  que  ses  dérivées 

t)u       àti       à  u-       rp  u 
ôx       ûy      fl.v-       ()r- 

cst  unique,  et,  si  elle  n'est  pas  constante  dans  Taire  'J'.  liont  le  contour  est  à 
dislance  finie,  elle  ne  prendra  ])as  à  liiili'iieur  de  ']'  la  valeui'  de  sa  limite 
supérieure  ni  celle  de  sa  limite  inférieure.  Antres  recherches  sur  la  continuité 
uniforme  d'une  variété  de  ces  fonctions,  et  sur  les  fonctions  limites  d'une  telle 
variété. 

Loria  {G.').   —   [Q!2re(".  K  7e].    Sur  une   générolisalion   des  pro- 
priétés iuvolulives  du  ([uadrangle  et   du  (|u<idrilalère  coiii[)îcls. 

l^tant   donnés     n  ~-~  2     pniiUs    d'un    espace    S„,    on    pourra     1rs    j(iindie    p.ir 

(/<  — i)(«  — 2) 

espaces  .s,  et  par  autant  d  espaces  b,,,.  A  tout  espace  ï?^  cor- 
respond un  S„_,  et  un  seul,  et  réciproquement,  étant  correspondants  un  S,  cl 
un  S„_,  qui  contiennent  ensemble  tous  les  points  donnés.  Ce  système  d'espaces 

...             (/i  -^  i)  (  /;  —  2  )       .  ,. 

est  coupe  jjar  un  .S„_i  arbitraire  en  points  et  en  autant  d  es- 
paces S„_j,  qui  sont  polaires  des  points  indiqué^  par  ia|iporl  à  une  (pMdri<]ne 
de  n  —  1  dimensions. 

Ascliii'ii  (Fcrl.).    — -[l'Oi,'].    Sur    une   uii'lliDdc    de  repn'scula- 
lion  |)hiue  pour  la  yéoniélrie  (.lescriptive  de  l'esjtace  ordinaire. 

(4()i-:)()5). 

Paci   (Paul).    —   [Hoc/ 7.].    Sur   les   diseoiuiutiilés  des   dérivées 
secondes  de  la  lonclion  j)0lenlielle  dtine  surface.  (:')o5-5o~). 

Hédurlioii  des  f.)iiMiiIe>  de  llorn  {  Zcilsc/tii/t  iW  ScilLiiilii.cii.  t.  j'>  )  d'après 
•  •ille<  de   I!(Uiaiiii  f    lii/i.t/i  Maleinalica,   i"  séi'ie.  t    \  ). 
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yisc/iieri  (Ferd.).  —  [RG^/].  Le  système  des  coordonnées  honio- 
o-ènes  projeclives  pour  les  élénienls  de  l'espace  ordinaire. 
(5G9-584). 

Moreia  (G.).  —  [FodpveL  A.icl].  Sur  la  résolution  de  certaines 
équations  modulaires.  (()29-634). 

Beltrami  {Eitg.).  —  [T'â^].  Sur  les  conditions  de  résistance  des 
corps  élastiques  (-04-714]- 

I-cs  conditions  de  coiiésion  peuvent  être  fondées  préfcralilcnienl  sur  le  potcn- 
liel  d'élasliciti'. 

Ascoli  (G.).  — [Doc].  Intt'gration  de  l'équatinn  dillerentielie 
A- // =  o  dans  une  aire   ricmannienne  quelconque.  (-iS-jSa). 

Ascoli  (G.).  —  [Doc].  On  éclaircit  le  n"  3  du  Mémoire  de 
Biemann  :  La  i/iéorie  des  fonctions  cibclienncs  (78.3-798  et 
806-816). 

Aschieri  [Ferd.].  —  [Q!2rcf.  PI].  Sur  la  transformation  liomo- 
graphique  générale  d'un    espace  linéaire  d'espèce  quelconque. 

(989-999)- 

Tome  XIX.  iSSC). 

Jung  («/•)•  —  [l^ic].  Sur  les  transformations  biralionnelles  de 
trois  formes  géométriques  de  deuxième  espèce.  (161-166V 

Ascliieri  (Ferd.).  —  [Q;2ref.  P^].  Sur  les  correspondances  li- 
néaires réciproques  dans  un  espace  linéaire  d'espèce  quel- 
conque. (i()7-i  7.3). 

Ascoli  (G.).  — -  I  1)3  |.  IJu  llK'orèmc  sur  les  fonctions  doiil  chaque 
terme  est  une  fou  cl  ion  de  :;  =  .r  -f-  /}'.  (173-17;)). 

ConNcrgcncc    iinit'ciriiic  do   la    luncliiin      »    r,(-^)    m'is     7    9,(A),  A    élanl    un 

1  1 

priinl  i[iicli'nni|ii('  du  conlonr  dr  l'aiir. 

Jirilini  [Fi/L.'.).   —  [(^'lîrcl.Pl  |.    [-i>  lntm()j;riq)lii('^  inv  oluin  (•> 
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dans   lin  cs[)acc  linéaire  dun    nonil)re    quelconque   de   dimen- 
sions. (  I  ^Tj-iS.')"). 

Mctggi  (J.-  iiil.i.  —  [Cle].    Déduclion  de  la  formule  de  Ta\loi-. 

[■21--2UJ). 

AJorera  (G.).  —  [O60].  Sur  les  svslèmes  de  surfaces  eL  sur  leurs 
trajectoires  orthogonales.  (282-285  ). 

Ligues  d"c(|uiilisla:i(;e.    SysLéiiics  dont  k'S   ti-ajectoires  urllioiionalfs  sont  des 
droites- 

Ascoli  [G.).  —  [Doc],  (hielfjues  observalions  sur  mes  _\otes 
relatives  à  linlégration  de  l'équalion  dilTéren  lielle  A-//  =  o. 
(^285-287  ). 

Moreia  [G.).  —  [D3/>].  Ln  théorème  fondamental  dans  la  lliéorie 
des  fonctions  d  une  variable  complexe.  (^^3o4-3o~;. 

TlK'Drcine  réi'i[)ii(([:ii'  tie  celui  de  Caiiclix  sur  riiitt'pralc 

/  iv.dz. 

Il-  Ion?  d'une  Iij;nc  fcrniL-f.  Applicalion  de  ce  lliéorcnie  pour  dcnionlrcr  la 
légitimité  de  la  reprt'SL-nlation   d'une  fonction  par  une  série  ou  par  un  produit 

iiidiii.  uiiiluriut'iiicii t  i-<invçr;^cnls. 

Brainbilla  (A.).  —  [(^  2  lef.  M-'  4r/].  Sur  les  courbes  rationnelles 
dans  un  espace  lini-aire  dim  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions. {  à->.i')-'So  I  I. 

Courlie  normale  de  l'espace  S„.  l'ar  sa  re])rés(  ntation  paramélri(|uo 
x,=  \     (       \  a."' A"-' a';         (r  — i,-) «  — 1), 

l'auteur  démontre  un  ihéoi-rnic  qui  (  ontieril  Comme  cas  particuliers  des  théo- 
rèmes connus.  ]).ir  exemple  la  ;;énération  d'un  jXuKsjslem  au  moyen  il'une 
cubique  ;;auclie. 

Ascliieri  [Ferd.).  —  [\'!2].  Sur  Tespacc  des  splières  eucli- 
diennes. (  3.j.")-3f)i,   fi()-{2Î  et  4'i9-î58). 

liellronii  (Fm;-.).  —  [T:ic].  Sur  la  ihéoiie  des  ondes.  (  {24- 
43.1i). 
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Diiiis;  les  Vorlesungen  liber  die  Théorie  der  Elasticitat  de  Xeuniaiiii,  ii;- 
iligées  par  O.-E.  Mcyer,  oa  élal)lit  les  lois  de  Fresnel  en  les  déduisant  des 
équations  fondamentales  de  l'élasticité.  L'aiiU-ui-  apporte  des  éclaircissements 
à  cette  déduction,  principalement  dans  le  but  de  rectifier  un  endroit  de  l'expo- 
sition qui  en  a  été  faite  dans  ces  Vorlesungen  et  qui  est  relatif  au  cas  où 
l'équation  du  o"  degré,  qui  donne  la  vitesse  de  propagation  des  ondes,  se 
décompose  en  deux  équations,  l'une  linéaire  et  l'autre  quadratique.  Les  con- 
ditions'pour  (jiie  cela  ail  lieu  smil 

(B-A")(C-.V')=  (.V+ A")- 
(C— B")(\-IÎ")  =  (B'-t- n")= 
^'^         ■'  (A-C")(B -C")  =  (C'+C")- 

(  A  -  C")(B  —  A")(C  —  B")  =  (A  -  B")(B  — C"j(C  -  A"), 

A,  B,  C:  A',  B',  C:  A",  B",  C"  étant  les  constantes  du  milieu  élastiiiue.  Ku 
proposant,  ainsi  (jiic  le  fait  Neumann, 

A'=A'',         B'=B",         C'=C"         (tliéorie  moléculaire), 

les  (i)  ciitraineraicnl 

(B"— C")(C"—  \"){\"-  B")  =  o. 

Mais  l'auteur  observe  que  Neumann  suppose  un  état  du  milieu  voisin  de  1  iso- 
tropie,  et  par  cela  il  montre  que  les  conditions  (i)  peuvent  être  satisfaites 
sans  que  l'on  doive  tondjcr  dans  un  cas  aussi  particulier  que  celui  de  supposer 
deux  des  A",  B",  C"  égales  entre  elles.  Tout  cela  ne  résultait  pas  bien  claire- 
ment de  la  rédarlion  des  Vorlesungen.  Puis  l'auteur  trouve  l'équation  du 
1'  degré  dans  le  cas  le  plus  général,  (juc  les  constantes  soient  toutes  distinctes 
et  les  (i)  soient  satisfaites,  et  sans  introduire  d'abord  l'hypothèse  de  l'étal 
approximativement  isotropique.  Il  trouve  ainsi  un  ellipsoïde  (ju'il  appelle  de 
F/-e5/ie/,  et  un  autre  qu'il  appelle  de  JS'euniann,  qui  ont  entre  eux  une  relation 
remarquable,  et  (|ui  coïncident  tians  riiypolhè^e  de  l'étal  voisin  de    l'isotropie. 

Foniienli   (C).    ---    [WH/t].    Dvnainicjiic    tics    syslèmcs    (|ni    se 
meiivenl  en  se  conscrvanl  alTiiis  à  cux-iiièiiics.  (4)  J- i  i-'))- 

Ee  système  est  su|)pr>sé  a\iiir  nu  |ioint  fixe  dans  l'origine,  et  en  conséquence 
(le  la  |)riiportiiiiiiialilé  qui  doii  avoir  lieu  ciilrc  les  vuliimes  des  lélraèdres  eorrcs- 
])onihinls,  on  peut  ri'iliiire  le  problème  au  c.is  du  s\stème  formé  jiar  le  point 
(ixe  et  (piatre  autres  points.  Les  é(|iiations  de  l'équililirr  sont  les  nirnics  (|ue 
l)onr  l'équilibre  asiatique;  cl  l'auteur,  ajirès  en  avoir  déduit  celles  du  mouve- 
menl,  donne  de  celles-ci  une  transt'ornialii)n  |iri)pie  à  mettre  en  évidence  cer- 
taines |>ropriélés  flu  inouveirKMit  du  svsièmr.  Cuis  il  ('l  uilie  ^.e  cas  d'un  système 
qui,  outre  la  (-(jndilinu  (i'.illin  ili-,  sali-^fail  au>si  à  la  cou'Mryalion  du  yoliiuic 
(les  l('traèdres. 

Morcid   (C).    -       [I)10r/].    Vnr    pclilr    cdiit  fihiilioii  à    hi    llu'oile 
ties  ronncs  (|iiailiali(|ii('>.  (  .).'):'. -,").') S  ). 
Si,    pour    une   lurm  ■   qn.idiatique  à  n  variables,  la  (/•— i)"""  Inrmc  ailjuiiiir 
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sYvaiioiiil  idciilii|iieiiiciU,  ce  qui  équivaut  à  supposer  que  dans  le  disLiiiiiiuanl 
de  la  fui-me  dunnée  soient  identiquement  nuls  les  sous-déterniinanls  jusqu'à 
fordie  /•  —  I   inclusivement,  la  r'^""  forme  adjointe  sera  un  carré  parfait. 

PincJierle  (S.).  —  [H12/i].  Sur  une  Iransfoniiiilion  tles  é(|ua- 
lions  difi'ércnlielles  linéaires  en  équations  linéaires  aux  dilTé- 
rences.  et  réciproquement.  (55f)-562). 

Aschicri  [Ferd.).  — ■  [Q2].  Sur  les  espaces  formés  par  des 
espaces  linéaires  dans  un  espace  de  quatrième  espèce  (Gi /j-Ou)). 
—  Suit  à  la  page  G98  sous  le  lilre  :  OueL/ues  obsei-^'cttions  sur 
les  espaces  à  une  dimension  et  à  deux  dimensions  rlftnt  des 
complexes  d'espaces  S,  (6()8--o3'). 

Maggi  (G. -A.).  —  [lv8t' 3].  Stir  l'intégration  des  éqtialions 
difTérentielies  du  mouvement  oscillatoire  d'un  fil  flexible  et 
inextensible,  autour  dune  configuration  d'érpiilibre.  (682-689V 

Détermination  des  composantes  a,  ;jl  du  déplacement  iFun  point  de  la  courbe, 
respectivement  parallèles  à  la  tangente  et  à  la  normale  à  la  position  d'équi- 
libre en  ce  même  point. 

Maggi  (G. -A.).  —  [Dlc].  Réduction  d'une  intégrale  multiple. 
(689-692). 

La  forme  du  reste  de  la  série  de  Taylor,  donnée  par  l'auteur  dans  sa  Note 
à  la  page  217  de  ce  Tome  comme  une  intégrale  multiple,  est  ici  ramenée  à 
une  intégrale  simple. 

Ferrini  {R.).  —  [ l'Tr/].  Sur  la  composition  d'tme  pile  vollaïquc. 
(693-697). 

Jung  (J.).  —  [Pirt].  Sur  une  troisième  transformation  de  genre /> 
et  du  degré  p  -t-  i  associée  à  toute  transformation  plane  bira- 
tionnelle.  (812-818). 

Berli/ii  ( Fug.).  —  [Q2].  Sur  la  Géométtie  des  espaces  linéaires 
dans  u\i  espace  de  n  dimensions.  (855-862  ). 

Généralisation  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  trois  droites 
soient  dans  un  même  plan,  c'est-à-dire  que  toute  droite  «lui  en  rencontre  deux 
en  des  points  arbitraires  rencontre  aussi  la  troisième. 

K. 
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ANNALKS  DE  i.\  FAni.Ti:  dks  Scikncf.s  di:  M\RSiin.i.K. 
Toino  VI  (  Jl/i  i;  1893  (  '  ). 

Saui'asfe  {^')-  —  Noie  sur  les  diviseurs  élémenlaires  et  complé- 
ment à  la  théorie  générale  des  s\slèmes  d  équations  dilléren- 
lielles  linéaires  et  homogènes.  (228-:23j). 

Dans   cette   Note    il    est    (léiiiDiitré  que.  sj  (ap  —  bj))'-,  i  Of)  -^  bq)' sont 

les  [iliis  f;r;iii(l(^s  iiiiissariOi'S  de   ap  ^  0<j   i|iii  divisent   le  d  ■lertninaiil 

yyA,,  — r/B,,      ...     j,  \,„^-  7l5,„   j 

[luis  lotis  SOS  inineiir>  dti   pi-einiir  ordre,  etc.   les  exposants 

l. —  /„  =  e 


des  diviseurs  élémentaires  fournis  par  ap -^  bq  ne  vont  jamais  eu  augmentiinl. 

Dans  la  tliéorie  des  équations  diiréreutielles  linéaires  el  honiojjénes,  les 
formes  canoniques  données  aux  solutions,  d"aprcs  les  théories  de  Weierslrass 
sur  les  formes  l)ilinéaires,  correspondent  à  un  iléterminant  canonique  où  Ion 
peut  ranger  les  lignes  et  les  colonnes  de  manière  ((ue  la  loi  précédente  des 
nombres  e  soit  en  évidence.  On  démontre,  dans  la  présente  Note,  que  celle  loi 
des  nombres  e  persiste  quand  on  retourne  de  la  forme  canonique  à  la  forme 
la  plus  générale. 

Kniin,  il  est  montre  que  les  méthodes  de  \>eierstrass  el  de  Fuchs,  tout  en 
étant  aussi  générales  l'une  que  Tautre,  sont  dislinelcs  el  sont  le  complém<Mit 
l'une  de  l'a  M  Ire. 


Tome  Vlll:  iSç);. 

.lanu-l  (  P.V  —  Sur  la  théorie  des  ligues  gé'0(]ési(|ues.  (i  i-'i^S"). 

La  réciproque  d'une  proposition  de  .M.  Darboux  {Lernns  sur  la  théorie  des 
surfaces.  Livre  \  ,  Chap.  \  )  est  déduite  par  .M.  .lanicl  du   problème  suivant  : 

Chercher   une  surface  dont  toutes  les  noriuales  soient  tans^entes  à  une 
surface  donnée. 

l>es   i-aisoniieiueiits  eiii|d(i\i->    mit   uni'   appliial ion   à    cerlaines  cati'gorics   de 
SUllaees  dont   reniinieialinri    leiiiiiiie   le    Meiii.iire. 


(')  Voir  llullelin.  I.  \\.  p.  i..:?. 
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Jiinii'l  (  J^).  —  Sur  la  division  des  pol\noiiies  eiiliers.  (  i  j  i -i(3i>/). 

Application  des  intégrales  déQn.ies  (d'après  Cauclivj  à  l'expression  du  quo- 
tient entier  de  deux  polynômes  entiers. 

Comme  corollaires,  deux  expressions,  sous  forme  de  déterminants,  du  quo- 
tient d'un  polynôme  entier  par  un  produit  de  facteurs  binômes  à  exposants 
entiers  quelconques,  et  expression  générale  du  reste  de  cette  division.  Enfin 
expression,  sous  forme  succincte,  de  l'intégrale  indéfinie  d'une  fonction  ration- 
nelle. 

Macé  (le  Lépinar  (./.).  —  Sur  les  franges  des  caustiques  el  les 
arcs  suiiiuniéraires  de  !  arc-en-ciel.  (i8~-20o). 


Tome  IX;  i8(,S. 
Dellac  {II-)-  —  Siinililude  des  figures  solides.  (  i-iû8i. 

Etant  données  dans  l'espace  deux  figures  seinblahles.  exislc-t-il  un  centre  de 
similitude,  c'est-à-dire  un  point  tel  qu'en  faisant  tourner  l'une  des  figures 
autour  d'un  axe  passant  par  ce  point,  elle  devienne  homolhétique  à  l'autre  par 
rapport  à   ce  point? 

Celte  question  avait  déjà  été  résolue  par  Euler.  .Mugnus.  Baltzer.  puis  par 
M.  DcUar  lui-même  en  iS'iG  et  en  i8-5,  et  par  .M.M.  Durlet  «t  Turry  en  i8ij'| 
et  en  i<S95. 

.M.  Dellac  reprend  de  nouveau  cette  question  et  la  complète  par  la  recherche 
des  propriétés  générales  des  systèmes  semblables  et  de  leurs  applications. 

Ces  propriétés  se  réduisent  à  trois  :  i"  il  y  a  un  centre  de  similitude  ou 
point  double;  i"  et  3"  il  existe  un  axe  de  similitude  ou  droite  double,  et  un 
plan  de  similitude  ou  plan  double.  Dans  ces  deux  derniers  cas,  il  n'y  a  pas 
réciprocité  si  l'angle  de  rotation  e»t  égal  à  if^o". 

L'auteur  étudie  ensuite  les  lieux  décrits  par  le  centre  de  similitude  lorsque 
l'rfne  des  figures  du  système  >ubit  une  translation  rectilii;iie  ou  une  rotation 
autour  d'un  axe. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  de  la  distribution  des 
centres  de  similitude,  qui  peuvent  être  plusieurs  quand  les  figures  semblables 
qui  forment  le  système  ne  sont  pas  illimitées  dans  tous  les  sens. 

Sont  examinés  les  cas  de  deux  plans  c)u  de  deux  droites  avec  un  rapport  c 
de  similitude.  Dans  le  cas  de  deux  droites,  le  lieu  est  un  hypcrboloïde  déter- 
miné (sans  calcul;  par  ses  génératrices. 

L'auteur  du  Mémoire  examine  ensuite  les  systèmes  formés  de  deux  sphères, 
de  deux  cylindres,  de  deux  cônes  de  même  ouverture,  de  deux  hélices  coupant 
les  génératrices  sous  le  même  angle,  de  deux  polyèdres  d'un  même  nombre  de 
faces.  Pour  deux  hélices  dont  les  axes  sont  parallèles,  le  lieu  est  une  trans- 
formée d'une  certaine  hélice.  Pour  deux  polyèdres  semblables  il  y  a  plusieurs 
centres  distribués  sur  une  sphère  îî  et  formant  des  polygones  plans  générale- 
ment irréguliers  inscrits  dans  des  petits  cercles  de  la  sphère  Î2. 

Dans  la  troisième  Partie  du  Mémoire,  .AL  Dellac  recherche  quels  sont  tous 
les  systèmes  atlmeltant   plusieurs   centres  d<-  similitude,  ou.  ce  qui  revient  au 


32  SKCONDI':   PART  II-:. 

iticine.    lotîtes    Il'S    figures    pouvant   coïncider   avec   elles-mêmes   de    plnsieuis 
manières  di (l'ère nies. 

Si,  lorsqu'une  figure  V  fait  une  révolution  entière  autour  d'un  n\c.  elle  ren- 
contre 2,  3,  4-  •••  positions  où  elle  coïncide  avec  sa  ]iosition  primitive,  cet 
axe  est  dit  binaire,  ternaire,  quaternaire,  etc. 

i"  On  sait  que  la  figure  F  a  un  axe  hinaire;  on  en  conclut  ([u'clle  est  symé- 
trique pai:  i-apport  à  cet  axe. 

2"  Si  la  figure  F  admet  trois  axes  l)inaires  (|ui  doivent  se  couper  et  être 
rectangulaires,  elle  est  symétrique  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes;  par 
exemple,  un  parallélipipède  rectangle. 

3"  Supposons  la  figure  F  limitée  dans  tons  les  sens  et  ayant  au  moins  un 
axe  d'ordre  supérieur  à  2,  il  faut  alors  et  il  suffit  qu'en  joignant  certains 
sommets  de  ce  corps  on  puisse  former  un  polyèdre  régulier,  appelé  noyau,  et 
qu'en  j(jignant  les  autres  sommets,  soit  entre  eux,  soit  avec  ceux-là,  on  puisse 
former  des  corps  identi(jues  surmontant  les  faces  extérieures  de  ce  poiyèilrc 
régulier.  Chacun  de  ces  corps  est  formé  d'un  même  nombre  d'onglets  iden- 
tiques ayant  pour  arête  commune  l'axe  de  la  l'are,  pour  bases  les  triangles  au 
centre  de  cette  face,  et  séparés  par  les  demi-plans  passant  par  l'axe  et  les 
rajons  consécutifs  de  la  face  régulière,  les  parlies  idenli([ues  de  ces  onglets 
s'obtenant  en  tournant  dans  le  même  sens  de  rotation.  Pour  que  cctiénoncé 
soit  général  il  faut  regarder  un  pohgone  régulier  double  comme  un  polyèdre 
régulier  à  deux  faces. 

4"  Si  le  corps  n'est  pas  limité  dans  tous  les  sens,  ou  bien  si  le  nombre  des 
posilions  de  coïncidence  est  infini,  on  trouve  la  surface  de  révolution  ou  la  vis. 

-M.  Césaro,  professeur  à  l'Université  de  Liège,  avait  déjà  traité  à  peu  prés  le 
même  sujet,  mais  par  des  méthodes  bien  dilTérenles. 

Fahry  (^L.).  —  Reclierclies  sur  Torii^ine  des  coiiiclcs  cl  les  liypo- 
ihèses  cosmogoniqiies.  (i55-i85). 

(Complément  à  l'élude  Sur  la  probabilité  des  conules  hyperboliques  et 
l'origine  des  comètes.  j)aiue  au  Tome  I\  . 


ïonio  X;  iSi)9. 

SlcpJmn  {t\).  —   La   (lislril)iilii)ii  de  1  iieiire  pai'   la   l'aciiilé  (\a 
Sciences  de  .Marseille.  (I^-éf'ace,  xxi  1  t-\\v  m), 

U'aprés  une  tnétliode  de  réglage  des  horloges  par  le  ]»endule,  déjà  indiquée 
jiar  liuygens,  un  curseur  peut  glisser  sur  la  verge  ilu  balancier  au  moyen  d'un 
mécanisme  simple. 

On  sait  que,  quand  on  [\\c  une  masse  adilitionnelle  sur  le  balancier  d'une 
lioi-loge  à  une  distance  ilu  |)oiiil  ilc  suspension  inférieure  à  la  longueur  du 
pendule  simple  s\nchrone,  il  existe  une  position,  peu  distante  du  milieu,  où 
reflet  produit  pour  l'accélération  de  la  marche  est  maximum,  \u  dél)ul,  b' 
curseur  est  placé  à  peu   prés   au  (juart  d<'  la  \erge  du  balancier  en  parlant  du 
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haut,  et  la  posilioQ  de  la  masse  est  ensuite  réglée  de  façon  à  avoir  une  marche 
aussi  parfaite  que  possible.  Il  suffit  de  remonter  un  peu  le  curseur  pour  ralentir 
la  marche. 

Jusqu'ici  l'emploi  d'une  masse  additionnelle  sur  le  balancier  n'avait  été  réa- 
lisé qu'en  vue  dun  réglage  permanent. 

Riquier  (C/t.).  — •  Sur  le  calcul  inverse  des  dérivées.  (1-60). 

On  nomme  calcul  inverse  des  dérivées  l'opération  qui  consiste  à  rechercher 
une  fonction  dont  on  suppose  connues  telles  ou  telles  dérivées.  La  méthode  à 
emplojer  consiste  à  construire  a  priori  les  développements  des  solutions  hypo- 
thétiques, à  chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  cette 
construction  puisse  s'effectuer  sans  incompatibilité,  et  à  démontrer  finalement 
la  convergence  des  développements.  Tel  est  le  point  de  vue  adopté,  dès  1872, 
par  M.  Méray.  Mais  la  question  ainsi  posée  n'est  traitée  par  lui  que  dans  le  cas 
de  dérivées  du  premier  ordre.  Pour  les  autres  cas,  il  donne  seulement  quelques 
indications  générales. 

M.  Riquier  s'est  proposé  de  traiter  le  problème  en  général  avec  l'énoncé 
suivant  : 

Trouver  toute  fonction  des  variables  .r,  y,  ...,  satisfaisant  à  la  double 
condition  : 

1°  D'être  développable  par  la  formule  de  Taylor  à  partir  de  valeurs 
données  x,^,  y^,  ...  ; 

1"  D'avoir  pour  dérivées  d'ordres  quelconques  donnés  {égaux  ou  inégaux) 
des  fonctions  données  de  x,  y,  .... 

Le  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties.  Dans  la  première,  on  examine  le  cas 
simple  d'une  dérivée  donnée  du  premier  ordre  de  la  fonction  inconnue.  Dans  la 
seconde,  on  fixe  l'économie  des  conditions  initiales  dont  la  donnée  détermine 
entièrement  une  solution  du  problème  général.  Dans  la  dernière,  on  opère  la 
réduction  du  problème  général  au  cas  élémentaire  qui  fait  l'objet  de  la  pre- 
mière Partie. 

Jainet  {V.).  —  Sur  les  surfaces  enveloppes  de  sphères.  (61-78). 

Une  surface  2  étant  regardée  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  dont  le  centre 
décrit  une  surface  donnée  S  et  dont  le  rayon  varie  en  fonction  des  deux  para- 
mètres qui  définissent  la  position  de  son  centre,  M.  Jamet  détermine  : 

1°  La  position  du  plan  qui  contient  la  normale  à  la  surface  S  et  le  rayon  de 
la  sphère  correspondante  aboutissant  au  point  où  celle-ci  touche  son  enve- 
loppe; 

2°  L'expression  de  l'angle  formé  par  ces  deux  directions; 

3"  Le  théorème  de  Malus  et  de  Dupin  sur  les  faisceaux  de  rayons  incidents 
normaux  à  une  surface; 

4°  La  recherche  des  surfaces  dont  toutes  les  normales  coupent  une  surface 
donnée  sous  un  angle  qui  dépend  uniquement  de  la  portion  de  normale  com- 
prise entre  les  deux  surfaces. 

M.  Jamet  indique  en   terminant   une   intégrale   complète  de  l'équation   aux 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  2'  série,  t.  XXVII.  (Mars  igoS.)  R. 
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dérivées  partielles  qui  correspond  à  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  qui 
coupent  sous  un  angle  donné  toutes  les  normales  à  une  surface  donnée. 

Jamet{V.).  —  Sur  la  ihéorie  des  formes  quadratiques.  (127-143). 

M.  Jamet  donne  une  méthode  de  calcul  pour  décomposer  deux  formes  qua- 
dratiques en  sommes  formées  des  mêmes  carrés.  La  méthode  conduit  à  ramener 
la  question  au  cas  où  les  deux  formes  données  ont  une  variable  de  moins.  Les 
deux  formes  nouvelles  combinées  linéairement  d'une  manière  arbitraire  don- 
nent une  forme  générale  dont  le  discriminant  sert  au  calcul  dans  le  cas  des 
diviseurs  élémentaires  simples.  Dans  le  cas  des  diviseurs  multiples,  on  trans- 
forme ce  discriminant  en  une  intégrale  définie  qu'on  décompose  en  une  somme 
de  résidus.  JL  Jamet  retombe  sur  les  formules  bien  connues  de  M.  Darboux. 


Tome  XI;  1900. 

Jamet  {V.).  —  Sur  un  ihéorème  de  M.  Lindemann.  (92-1  o3). 

Si  l'on  élève  le  nombre  e  à  des  puissances  marquées  par  les  racines  d'une 
équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  et  qu'on  fasse  la  somme  de  ces  puis- 
sances, on  obtient  une  certaine  somme.  Le  théorème  de  M.  Lindemann  sur 
l'impossibilité  d'une  relation  linéaire  à  coefficients  entiers  entre  plusieurs 
sommes  ainsi  définies  est  démontré  par  M.  Jamet  au  moyen  d'une  méthode  qui 
se  rattache  à  celle  qu'a  employée  M.  Hurvvitz  pour  démontrer,  après  Hermite. 
la  transcendance  du  nombre  e. 

Le  théorème  d'Hermite  et  la  transcendance  du  nombre  •::  (d'après  M.  Hil- 
bert)  sont  des  corollaires  du  théorème  démontré,  après  M.  Lindemann,  par 
M.  Jamet. 

Godefroy  {M-)-  —  Sur  les  développemenls  en  séries  entières  de  la 

théorie  de  la  fonction  gamma,  (i  17-124). 

Du  développement  de  logr(i-î-x)  on  déduit  les  développements  de  T{i-\-x) 

et  de  '  Ces  deux  derniers  donnent  immédiatement  ceux  des  fonctions 

r(i-+-a^) 
de  Prym,  P(i-t-a;)  et  Q(H-  x). 

Sauvage  {L.).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  E.  Amigues, 
proxiseurau  lycée  de  Toulon,  anciennement  chargé  d'un  Cours 
complémentaire  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille.  (laS- 
,40). 

Dellac  {IL).  —  Note  sur  l'élimination,  méthode  du  parallélo- 
gramme. (i4  i-ï64)- 

L'intérêt  spécial  de  cette  Note,  on  dehors  de  la  question  qui  s'y  trouve 
traitée,  est  dans  sa  provenance.  Cauchy  annonce,  dans  les  Comptes  rendus  de 


UI-VUE  DES  PUBLICATIONS.  3> 

l'Académie  des  Sciences  (t.  XLIV,  iSS^),  une  applicalioii  de  ses  clefs  ana- 
strophiques  à  rélirninatioii.  M.  Uellac  avait  eu.  de  Cauchy  lui-même,  comniu- 
aicalion  verbale  du  principe  de  la  méthode.  Il  l'a  débarrassée  de  l'algorithme 
des  clefs  anastrophiqiies  et  la  présente  suivie  du  travail  personnel  qu'il  a  fait 
sur  le  nombre  des  termes. 

Comme  il  existait  déjà  une  méthode  d'élimination  portant  le  nom  de  Cauchy, 
on  a  appelé  celle-ci  méthode  du  parallélogramme,  à  cause  de  la  figure  géo- 
métrique qui  y  joue  un  rôle  important. 

On  sait  que  le  résultant  de  deux  équations  de  degré  n  est  le  déterminant 
d'Euler  d'ordre  an.  La  méthode  actuelle  consiste  à  donner  le  développement 
de  ce  résullaut  sous  forme  d'une  somme  de  produits  de  n  facteurs  qui  sont  les 
binômes  de  la  méthode  de  Bezout.  On  y  arrive  en  développant,  suivant  la 
règle  de  Laplace,  un  déterminant  suivant  les  mineurs  du  second  ordre.  On  a 
pu  donner  les  tableaux  de  ces  développements  jusqu'à  n  —  !\. 

Il  y  a  intérêt  à  connaître  à  l'avance  les  nombres  de  termes  de  ces  Tableaux. 
De  «  =  I  à  «  =  8,  ces  nombres  sont 

I,     2,     7,     38,     295,     3098,     42271,     726734. 

Ces  nombres  sont  alternativement  pairs  et  impaiis  et  la  somme  de  deux 
consécutifs  est  divisible  par  3. 

La  racine  commune  est  le  quotient  de  deux  polynômes  analogues  au  résul- 
tant. On  a  pu  en  donner  les  Tableaux  jusqu'à  n  =  \. 

Pour  les  dénominateurs.  les  nombres  de  termes  sont,  depuis   «  =  2  jusqu'à 

«  =  8, 

I,     3,     ij,     m,     ii3i,     i5i23,     256335. 

Pour  les  numérateurs  ces  nombres  sont 

1.     2.     9,     63,     6ii,     8127,     135729. 


Tome  XII;  1901 . 

Jamet  {V.).  —  Stir  les  éqtialions  anliarnioniques.  (1-21). 

Si  une  équation  à  deux  variables  a:  et  i  est  algébrique  par  rapport  à  x,  et 
si  toutes  ses  racines  sont  des  fonctions  de  t  vérifiant  une  même  équation  de 
Riccati,  cette  équation  est  dite  ankarmonique.  L'étude  de  M.  Jamet  comprend  : 

1°  La  loi  de  formation  des  équations  anharmoniques; 

2°  La  démonstration  du  théorème  de  M.  Darboux  sur  le  caractère  anharmo- 
nique  de  leurs  covariants; 

3»  L'étude  particulière  des  équations  anharmoniques  du  quatrième  ordre  et 
la  transformation  de  l'équation  de  Riccati  correspondante  en  une  équation 
canonique  à  coefficients  doublement  périodiques; 

4°  L'intégration  de  cette  équation  canonique  et  de  l'équation  différeatielle 
linéaire,  du  deuxième  ordre,  qui  s'y  rattache  directement. 

Rouquel  {V .)■  —  Élude  géomélrique  des  surfaces  dont  les  lignes 
de  courbure  d'uu  svstème  sont  planes  et  égales.  (219-253). 
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Toutes  les  surfaces  S  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  planes 
et  égales  se  rangent  dans  l'une  des  catégories  suivantes  : 

i"  Les  surfaces  moulures  de  Monge,  comprenant,  comme  cas  particuliers, 
"     les  surfaces  qui  sont  doublement  surfaces  X; 

2°  Les  surfaces  enveloppes  de  sphères  à  cercles  caractéristiques  égaux; 

3°  Les  surfaces  engendrées  par  des  développantes  are'olaiies  de  conique 
entraînées  dans  les  plans  osculateurs  ou  dans  les  plans  normaux  d'une  courbe 
à  courbure  constante  ; 

4»  Les  surfaces  engendrées  par  des  tractrices  égales  ayant  même  asymptote, 
ou  par  des  courbes  parallèles  à  une  tractrice,  contenues  dans  les  plans  recti- 
fiants d'une  hélice  cylindrique  aux  éléments  principaux  de  laquelle  elles  sont 
invariablement  liées. 

Il  résulte  des  modes  de  génération  de  ces  surfaces  qu'on  peut  former  leurs 
équations  dans  un  système  d'axes  fixes  sans  y  faire  intervenir  d'autres  quadra- 
tures que  celles  qui  sont  nécessaires  pour  définir  les  courbes  à  courbure  cons- 
tante ou  les  hélices  cylindriques. 

De  plus,  dans  tous  les  cas,  sauf  celui  des  enveloppes  de  sphères,  les  lignes 
de  seconde  courbure  sont  pareillement  tout  intégrées. 

La  méthode  de  M.  Rouquet  est  entièrement  géométrique,  et  fondée  spr  les 
propriétés  de  certains  réseaux  plans-orthogonaux  déduits  des  surfaces  dont  les 
lignes  de  courbure  d'une  famille  sont  planes,  telles  qu'elles  sont  déjà  exposées 
dans  la  Thèse  de  M.  Rouquet. 

La  définition  et  les  principales  propriétés  dune  développante  aréolaire  de 
conique  sont  données  par  M.  Rouquet  sous  la  forme  suivante  : 

Une  développante  aréolaire  d'une  conique  de  foyer  O  est  le  lieu  décrit  par 
un  point  M  qui,  tandis  que  le  point  P  parcourt  la  conique,  se  déplace  sur  la 
tangente  à  celte  conique  au  point  P,  de  manière  : 

1°  Qu'il  y  ait  constamment  équivalence  entre  l'aire  du  triangle  OPM  et  celle 
du  secteurde  conique  balayé  par  le  rayon  OP,  à  partir  d'une  position  initiale; 
2°  Que  les  deux  aires  so.ent  situées  du  même  côté  du  rayon  vecteur  OP. 

Ces  développantes  se  partagent  en  trois  genres.  Celles  du  genre  elliptique 
sont  des  spirales  indéfinies.  Les  développantes  paraboliques  sont  seules  des 
courbes  algébriques.  II  y  a  toujours  un  rebroussement  de  première  espèce  à 
l'extrémité  du  rayon  vecteur  initial  qui  détermine  la  développante,  et  ce  rayon 
vecteur  est  la  tangente  de  rebroussement.  La  développante  a  mêmes  asymptotes 
que  la  conique.  La  tangente  en  un  point  de  la  développante  est  parallèle  au 
rayon  vecteur  correspondant  de  la  conique.  Le  rayon  de  courbure  varie  comme 
l'aire  du  secteur  de  conique,  car  ce  rayon  de  courbure  est  égal  au  double  de 
cette  aire  divisé  par  le  paramètre  de  la  conique. 


Tome  XIII;  1902. 

Charve{L.).  —  Frollemeni  dans  les  engrenages.  (i-i4)- 

Les  roues  d'engrenage  servent  à  transformer  un  mouvement  de  rotation  au- 
t'jur  d'un  axe  eu  un   mouvement  de  rotation  autour  d'un   axe  parallèle.  En 
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général,  on  construil  les  roues  de  manière  que  le  rapport  de  leurs  vitesses 
angulaires  reste  constant;  mais  cette  condition  n'est  pas  satisfaite  dans  la 
transmission  du  mouvement  des  cames  aux  marteaux,  dont  le  système  constitue 
cependant  de  véritables  engrenages. 

Lorsque  les  roues  ont  été  munies  de  dents,  de  manière  quelles  puissent 
engrener  l'une  avec  l'autre,  on  appelle  roue  menante  celle  sur  laquelle  est 
appliciuée  la  puissance,  et  roue  menée  celle  sur  laquelle  est  appliquée  la  résis- 
tance Si  les  dents  étaient  des  corps  parfaitement  polis,  on  pourrait  choisir 
arbitrairement  la  roue  menante  et  la  roue  menée.  Mais  le  frottement  qui 
s'exerce  entre  deux  dents  peut,  lorsqu'il  est  assez  grand,  empêcher  parfois  tout 
mouvement,  ou,  dans  d'autres  cas,  ne  permettre  le  mouvement  que  dans  un 
seul  sens.  Si  tout  mouvement  est  impossible,  aucune  roue  ne  peut  être  me- 
nante ou  menée.  Si,  au  conti'aire,  le  mouvement  ne  peut  se  produire  que  dans 
un  seul  sens,  la  roue  menante  n'est  pas  arbitraire. 

Lorsque  l'arc-boutcment  existe  complet,  ou,  dans  d'autres  cas,  dans  un  seul 
sens,  si  l'on  augmente  indéfiniment  la  puissai.ee,  on  finira  par  briser  les  dents 
de  l'engrenage. 

M.  Charve  montre  : 

1°  Que,  si  la  tangente  commune  aux  dents  en  contact  coupe  le  prolongement 
de  la  ligne  des  centres  des  roues  engrenées,  tout  mouvement  deviendra  impos- 
sible pour  une  valeur  assez  grande  du  froUement; 

1"  Que,  si  la  tangenle  commune  aux  dents  en  contact  passe  entre  les  centres 
des  roues  engrenées,  le  mouvement  ne  sera  possible  que  dans  un  sens,  si  le 
frottement  est  suffisamment  grand;  ce  sens  dans  lequel  le  mouvement  sera  tou- 
jours possible,  quel  que  soit  le  frottement,  est  celui  qui  éloigne  le  point  de 
contact  de  la  ligne  des  centres. 


Tome  XIV;  1902. 

Sauvage  (L.).  —  Premiers  principes  de  la  théorie  générale  des 
fonctions  de  plusieurs  variables.  (1-69). 

Lorsqu'un  point  z  ~  x  +  y  \  —  i  trace  dans  son  plan  une  courbe,  la  figure 
de  cette  courbe  ne  donne  aucune  indication  sur  le  mouvement  du  point  ;;  con- 
sidéré comme  un  mobile,  et  il  n'en  résulte  aucun  inconvénient  dans  la  théorie 
des  fondions  d'une  seule  variable.  Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  fonctions 
de  plusieurs  variables. 

Si  l'on  appelle  chemin  du  point  z  dans  son  plan  la  courbe  tracée  par  z  dans 
le  plan  des  z,  et  si  l'on  appelle  marche  de  z  toute  équation  permettant  de 
connaître  la  loi  du  mouvement  du  mobile  z  sur  son  chemin,  il  y  a  des  cas 
généraux  :  1°  où  la  variation  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  z^,  z^,  ...,;:„ 
est  indépendante  (dans  certaines  limites  de  déformation)  des  chemins  et  des 
marches;  2°  où  la  variation  de  la  fonction  dépend  (dans  certaines  limites)  des 
chemins  seulement;  3°  où  la  variation  de  la  fonction  dépend  des  chemins  et 
des  marches. 

Dans  un  Chapitre,  intitulé  Premières  définitions,  M.  Sauvage  définit,  comme 
d'ordinaire,  la  régularité  d'une  fonction  au  point  («,,  Oj,  ...,  «„  ).  La  série 
entière  représentative   est  convergente  dans  une  infinité  de  domaines  déler- 
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minés  ou  figurés  formés  d"un  cercle  de  centre  or,  et  de  rayon  R,  dans  le  plan 
des  Z|,  d'un  cercle  de  centre  a,  et  de  rajon  R,  dans  le  plan  des  z,,  etc.  Chaque 
domaine  est  déterminé  par  ses  rayons  R,.  Rj,  ...,  R„.  Uensemble  domanial 
est  l'ensemble  des  domaines  déterminés  ou  figurés,  et  n'est  pas  lui-même  figuré. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'holomorphisme.  On  appelle  ensemble  ré- 
gional tout  ensemble  de  points  (^,. -,.  ....  c,_  )  qui  contient  des  points  de 
régularité  et  par  suite  des  ensembles  domaniaux.  On  démontre  que,  dans  un 
ensemble  régional  d'holomorphisme,  tous  les  mouvements  du  point  {z^. 
s,,  ...,  z^)  qui  conduisent  ce  point  d'un  même  point  fa,,  o,,  ...,  a„)  à  un 
même  point  (é,,  6j,  ...,6.J  sont  équivalents,  c'est-à-dire  font  passer  la  fonc- 
tion u  d'une  même  valeur  u^  à  une  même  valeur  «,,. 

Dans  la  démonstration  de  ce  principe,  on  fait  intervenir  les  mouvements  du 
point  (s,,  Sj.  ...,  s„).  Un  mouvement  est,  par  exemple,  déterminé  par  les 
chemins  de  z^,  :..  ....  z„  dans  leurs  plans  respectifs,  par  le  mouvement  arbi- 
traire de  z,.  et  par  les  lois  des  mouvements  relatifs  de  z^,  z^.  ....  z^,  et  la 
conclusion  du  Chapitre  est  la  suivante  : 

Dans  un  ensemble  régional  quelconque,  il  ne  peut  coexister  sur  des  che- 
mins donnés  de  mouvements  non  équivalents  que  si  ces  chemins  renferment 
un  ou  plusieurs  points  singuliers. 

On  est  ainsi  amené  aux  points  singulier*  qui  font  l'objet  principal  de  la  troi- 
sième Partie  du  Mémoire.  Un  point  singulier  est  un  point  oii  la  fond  ion  n'est 
pas  régulière.  Chaque  point  singulier  intervient  par  sa  position  et  par  sa 
nature.  C'est  la  question  de  position  que  l'on  discute.  Les  seuls  points  singu- 
liers que  l'on  accepte  sont  ceux  définis  par  des  conditions  analytiques,  les 
conditions  d'inégalité  étant  écartées. 

S'il  n'y  a  qu'une  variable  z,  sa  marche  est  arbitraire  sur  n'importe  quel 
chemin,  et  la  classification  des  mouvements  du  point  z  se  ramène  à  la  classi- 
ficiition  des  chemins. 

Le  cas  de  deux  variables  est  traité  en  détail,  et  l'on  montre  qu'il  ne  suffit 
plus  de  donner  les  chemins  suivis  par  les  variables,  mais  qu'il  faut  encore  con- 
sidérer la  loi  du  mouvement  relatif  de  l'une  des  variables  par  rapport  à 
l'autre,  loi  qu'on  appelle  le  rapport  des  marches.  Lorsqu'on  a  précisé  la  ma- 
nière dont  les  mouvements  du  point  {z^,  2,)  peuvent  être  différents  entre  eux. 
on  montre  comment  on  peut  les  grouper  systématiquement  par  le  moyen  d'une 
figure  auxiliaire  qu'on  appelle  symboliquement  un  parallélogramme. 

On  applique  à  des  exemples  les  raisonnements  établis,  et  l'on  traite  des  cas 
de  chemins  ouverts  pour  des  fonctions  uniformes  et  non  uniformes,  un  cas  de 
chemins  fermés,  et  un  cas  oii  les  données  sont  un  chemin  et  le  rapport  des 
marches. 

Le  cas  d'un  mouvement  donné  pour  une  fonction  de  plus  de  deux  variables 
est  ramené  aux  cas  précédents  par  la  remarque  suivante  justifiée  dans  le  cours 
du  Mémoire  :  dans  tout  mouvement  fini  du  point  (2,,  z,,  ...,  z„),  on  peut 
remplacer  la  fonction  des  variables  ^1,2,,  ....  z„  par  la  suite  d'un  nombre 
fini  de  fonctions  d'une  seule  variable,  ou  par  la  suite  d'un  nombre  fini  de 
fondions  de  deux  variables. 

I..  S. 
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Fredholm   (./.).    —  Sur  une  classe   de    transformations    ration- 
nelles. (^1\Q,-1'X1  ). 

V  6030    2010 

Le^'i  (B.).  —  Sur  la  résolution  des  points  singuliers  des  surfaces 
algébriques.  (222-225). 

A  8020 

Duheni  (P.).  —  Sur  certains  cas  d'adhérence  dun  liquide  vis- 
queux aux  solides  qui  le  baignent.  (260-26-). 

B  2i90    2520 

Maillet  {E.).  —  Quelques  remarques  sur  les  fonctions  entières. 
(275-277). 

A  3610 

Deslandres  (//•).  —  Détermination  de  la  trajectoire  exacte  des 
aérostats  par  rapport  au  sol.  (344-'^46). 

B  2860 
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Maillet  {E .).  —  Sur  les  fonctions  quasi-entières.  (4o5-4o7). 
A  3610 

Adliémar  i^R.  d').  —   Sur   une   classe  d'équations   aux  dérivées 
partielles   intégrables   par   approximations   successives.   (407- 
409)-    . 
A  4840 

Tannenberg  (  ]V.  de).  —  Sur  quelques  transformations  de  con- 
tact. (409-4  I  1). 

A  8020    5230 

Painlevé  (P-)-  —  Sur  les   transcendantes  méromorphes  définies 
par  les  équations  différentielles  du  second  ordre.  (449-45^)- 

A  3610    4820 

Duliem  (P.).  —  Sur  l'impossibilité  de  certains  régimes  perma- 
nents au  sein  des  fluides  visqueux.  (456-458). 

B  2i90    2520 

Goursat   {E.).  —   Sur   quelques   transformations   de    Bâcklund. 
(459-462). 

A  5230    4840 

Maillet  (E.).  —  Sur  les  lignes  de  décroissance  maxima  des  mo- 
dules et  des  équations  algébriques  ou  transcendantes  (5i  7-5 18). 

A  3610    2410    4040 

Boutroux  (P-)-  —  Sur  les  fonctions  entières  du  genre  infini  et 
les  transcendantes  méromorphes  découvertes  par  M.  Pain  levé. 

(519-522). 

A  3610    4820 

Ditheni  (P.).  —   Sur  l'extension  du  théorème  de  Lagrange  aux 
liquides  visqueux.  (58o-58i). 

B  2490 

Lebesgue  {II.)-  —  Un  théorème  sur  les  séries  Irigonomélriques. 
(585-587). 

A  5610    3260 
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Khiyver  {J.-C).  —  Sur  les  séries  de  factorielles.  (dSj-SSq). 

A  3630 

Picard  {E.).  —  Quelques  remarques  sur  les  périodes  des  inté- 
grales doubles  et  la  transformation  des  surfaces  algébriques. 
(629-631  ). 

A  3270    4070    8060 

Autonne  (L.).  —    Sur  les  groupes   réguliers  d'ordre  fini.  (64o- 
642). 
A  1230 

Levi  { B.).  —  Sur   la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux 
variables.  (642-644)- 
A  4020    8020 

Duhem  (/*.).  —  L'e\tension  du  théorème  de  Lagrange  aux 
liquides  visqueux  et  les  conditions  aux  limites.  (686-688). 

B  2490        A  5660 

Séguier  {de).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Frobenius.  (692-693). 
A  1210 

TVallenberg  {E.).  —  Sur  les  expressions  linéaires  homogènes 
commutatives.  (693-696). 

A  4850 

Holmgren  (E.).  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  constante  néga- 
tive. (;4o-743). 

A  8450    3210    6410 

Freycinet  {de).  —  TSote  accompagnant  la  présentation  d'un  Ou- 
vrage qu'il  vient  de  publier  sur  les  principes  de  la  Mécanique 
rationnelle.  (761-762). 

B  0000 

Fejer  (L.).  —  Sur  la  différentiatiou  de  la  série  de  Fourier.  (762- 
765). 

A  5610    3210 
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Petot  (A.).  —  Sui'  les  conditions  de   stabilité   des   automobiles 
dans  les  courbes.  (yôo-'jbS). 

B  1640 

Painfeié  (P.).  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
fonctions  abéliennes.  (808-8 1 3  ). 

A  4070    3G10 

Bussy  [de).  —  llésistance  due  au\  \aj;ues  satellites.  (8i3-8i8). 
B  2850 

Ilumbert  {G.).  —  Sur  les  fonctions  abéliennes  à  multiplication 
complexe.  (8'j6-882). 

A  4070    2830    2840    8060 

Bussj-  (de).  —  Résistance  due  aux.  vagues  satellites.  (882-885). 
B  2830 

Tzizeica   (G.).    —    Sur  la    déformation  continue   des    surfaces. 
(894-895). 

A  8850 

Jlabut.    —   Lois  de  déformation,   principes   de  calcul  et    règles 
d'emploi  scientifiques  du  béton  armé.  (895-898). 

B  3620    3630    3280 

Maillet  {E .).  —  Sur  les  séries  divergentes  et  les  équations  diffé- 
rentielles. (975-977). 

A  3220    3610    4810 

Goursat  {E.).  —  Sur  une  classe  de  transformations  deBackluad. 
(io35-io38). 

A  5230    5210 

Demouliii  (A.).   —   Sur    la    délormalion    des    conoïdes   droits. 
(io38-io4o). 

A  8850 
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Gros  (A.).  —  Le  problème  des  surfaces  chargées  debout.  Solu- 
tion dans  le  cas  du  cylindre  de  révolution.  (io4i-io43). 

B  3270    3280 

Jordan   (C).   —   Notice   sur  les  travaux   de  M.   Lazare    Fuchs. 

(io8i-io83). 

A  0010 

Duhem  (P.).  —  Sur  les  fluides  compressibles  visqueux.  (io88- 
1090). 

B  2490 

Tannenberg  (  J]  .  de).  —  Sur  quelques  systèmes  orthogonaux  el 
leur  application  au  problème  de  la  déformation  du  paraboloïdc. 
(i  loo-i  102). 

A  8850 

Clairin  {J-)-  — ■  Sur  une  classe  de  transformations  des  équalions 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  (i  102-1  io3). 

A  5230 

Maillet  {E.).  —  Sur  les  propriétés  arithmétiques  des  fonctions 
entières  et  quasi-entières.  (ii2i-ii33). 

A  3610    2890    2920 

Fahry  {E.).  —  Sur  les  rayons  de  convergence  d'une  série 
double,  (i  190-1  192). 

A  3220    3640 

Desaint  (L.).  —  Sur  la  représentation  exponentielle  générale  et 
quelques-unes  de  ses  applications  (  1 193-1 195). 

A  3630    3640 

Pompéiu  (D.).  —  Sur  les  fonctions  de  variables  complexes. 
(1195-1197). 

A  3600 

Ilumbert  (G.).  — Sur  les  fonctions  abéliennes  à  mulliplicatioa 
complexe  (1261-1266). 

A  4070    2840 
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Diihem  (P-)-   —    La   viscosité  au   voisinage  de    l'état   critique. 

(1272-1274). 

B  249Û        C  1800 

Obriot.  —  Sur  les  équations  différentielles  du  second  ordre  qui 
admettent  un  groupe  fini  continu  de  transformations  algé- 
bi-iques.  (1288-1291). 

A  1-230    4820    4040 

Servant.  —  Sur  deux  problèmes  de  Géométrie.  (1 291-1293). 
A  8450    8850 

Ringelmann.  —  Sur  une  méthode  de  comparaison  des  moteurs 
de  différentes  puissances.  (1293-1295). 

C  2490 

Borel  (E.).  —  Sur  les  fonctions  de  genre  infini.  (1 343-1  344)- 
A  3G10 

Gravé  {D.).  —  Un  cas  remarquable  de  transformation  ration- 
nelle de  l'espace.  (i345-i346). 

A  80-20 

Lecornu  {L.).  —  Sur  les  moteurs  à  combustion.  (i347-i349)- 

C  2400 
Fouché  {M.).  —  Sur  certains  couples  de  surfaces  applicables. 

(i4i2-i4i4). 

k  8840    8850 

Cartan  {E.).  —  Sur  l'intégration  des  systèmes  différentiels  com- 
plètement iutcgrables.  (i4i5î-i4i8). 

A  4830    5240     1230 
Jouguet.  —   Sur  la  rupture  et   la    déformation    de    l'équilibre. 

(i'4 18-1420). 

15  3G'20 
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De  Montessus  de  Ballore.  —  Sur  les  fractions  continues  algé- 
briques. (1489-1491)- 
A  3220 

Fredholm  (/.).  —    Sur  une   classe   d'équations  fonctionnelles, 
(i56i-i564). 
A  6030    2010 

Cartan  {E .).  —  Sur  l'intégration  des  systèmes  différentiels  com- 
plets complètement  intégrables.  (i564-i566). 

A  4830    5240    1230 

Lecornu  {L.).  —  Sur  les  moteurs  à  injection,  (i 566-1 568). 

C  2490 


Tome  CXXXV. 

Painlevé  (P-)-  —  Sur  le  développement  des  fonctions  analytiques 
en  séries  de  polynômes,  (i  i-i5). 

A  3630 

Autonne  (L.).  —  Sur  un  groupe  nouveau  d'ordre  fini  linéaire  à 
quatre  variables.  ( 22-23). 

A  1210 

Korn  (A.).  —  Application  de  la  méthode  de  la  moyenne  arithmé- 
tique aux  surfaces  de  Riemann.  (94-95)- 

A  5660    3620 

Appell  {P-)-  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Torres,  concer- 
nant un  avant-projet  de   ballon   dirigeable,  présenté  à  l'Aca- 
démie dans  la  séance  du  26  mai  1902.  (i4i-i46)- 
B  2860 

Borel  {E.).  —  Sur  la  généralisation  du  prolongement  analytique. 

(i5o-i52). 

A  3630 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2«  série,  t.  XXVII.  (Avril  igoS.)  R.4 
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Painlei'é  (P.).  —  Observations  sur  la  Communicalion  précé- 
dente. (i52-i53). 

A  3G30 

Picard  (E.).  —  Sur  une  propriété  curieuse  d'une  classe  de  sur- 
faces a-lgébriques.  (217-220). 

A  8060 

Boussinesq  (/.)•  —  Réflexion  et  réfraction  par  un  corps  transpa- 
rent animé  d'une  translation  rapide;  équations  du  mouvement 
et  conséquences  générales.  (220-225). 

C  3820 

Korn  {^•)-  —  Sur  le  problème  de  Diricblet  pour  des  domaines 
limités  par  plusieurs  contours  (ou  surfaces).  (23i-232). 

A  5G60 

Boussinesq  (J-)-  —  Pvéflexion  et  réfraction  par  un  corps  transpa- 
rent animé  d'un  mouvement  rapide  :  ondes  réfléchies  et  réfrac- 
tées; amplitude  des  vibrations.  (26Q-2-3). 

C  38-20 

Boussinesq  (J.).  —  Réflexion  et  réfraction  par  un  corps  animé 
d'une  translation  rapide  :  constriiclion  des  rayons,  indépendante 
de  la  translation,  et  rotation,  paraissant  au  contraire  en  dé- 
pendre, du  plan  de  polarisation  du  ravon  réfracté.  (3o9-3i4)- 

C  3820 

Vallier  {E.).  —  Sur  la  loi  des  pressions  dans  les  bouches  à  {eu. 
(3 1 4-3 16). 

B  IGOO 

Lindeluf  [E .).  —  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini  (3 1  G- 
3.9). 

A  3G10 

Considère.  —  Résistance  à  la  traction  du  béton  armé.  (33--34i). 
B  3620 
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Kœnigs  {G.).  —  Sur  l'assemblage  de  deux  corps.  (343-346). 
B  0430 

Considère.  —  Elude  théorique  de  la  résistance  à  la  compression 
du  béton  armé.  (365-36S). 

B  3620 

Maillet  {E .).  —  Sur  les  fonctions  entières  et  quasi-entières  et  les 
équations  ditlérentielles.  (391-392). 

A  3610    4820 

Liouville  (Z^-).  —  Sur  les  équations  diflTérentlelles  du  second  ordre 
à  points  critiques  fixes.  (392-395). 

A  4880    4850 

Painlevé  {P-).  —  Sur  l'irréductibilité  des  transcendantes  uni- 
formes définies  par  les  équations  différentielles  du  second  ordre. 
(4ii-4i5). 

A  4880    4820 

Considère.  —  Etude  expérimentale  de  la  résistance  à  la  compres- 
sion du  béton  armé.  (410-419). 

B  3620 

Maillet  (E.).  —  Sur  les  équations  différentielles  et  la  théorie  des 
ensembles.  (434-435). 

A  4810    0430 

Boussinescj  (/.).  —  Extension  du  principe  de  Fermât,  sur  l'éco- 
nomie du  temps,  au  mouvement  relatif  de  la  lumière  dans  un 
corps  transparent  hétérogène,  animé  d'une  translation  rapide. 
(465-470). 

C  3820 

Tzitzéica^G.).  —  Sur  la  déformation  continue  des  surfaces  (5o3- 
5o5). 

A  8850 
Stekloff  {IV.).  —  Remarque  sur  un  problème  de  Clebsch  sur  le 
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mouvement  d'un   solide  dans  un  liquide  indéfini  et  sur  le  pro- 
blème de  M.  de  Brun.  (526-028). 

B  16-20        B  2440        A  4060 

De  Séguier.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Frobenlus.  (SaS-oSo). 

A  1210 

Boiissinesq  (J-)-  —  Démonstration  générale  de  la  construction 
des  rayons  lumineux  parles  surfaces  d'onde  courbes.  (559-563). 

C  3820 

Servant  (M.).  —  Sur  l'habillage  des  surfaces.    5y5-5--). 

A  8840    8850 

Ilaton  de  la  GoupilUère .  —   Sur  le  problème  des  brachjsto- 
chrones.  (614-619). 
B  1610 

Beaulard  (/^.).  —  Sur  les  paramètres  élastiques  des  fils  de  soie. 
(62.3-626). 
B  3290 

Ilaton    de    la    GoupilUère.    —    Quelques  cas   d'intégration  de 
l'équation  des  brachystochrones.  (65j-662). 

A  4820        B  1610 

Schlesinger  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques. 
(676-678). 

A  3610    4010 

Chessin  (A.).  —  Sur  l'équation  de  Bessel  avec  second  membre. 
(678-679); 

A  4420 

Suchar  (P.).  —  Sur  un  exemple  de  transformations  corrélatives 
en  Mécanique.  (679-682). 

B  1610 

Ocagne{M.  d).  —  Sur  la  résolution  nomographique  du  triangle 
de  position  pour  une  latitude  donnée.  (728-730). 

\  0090 
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Liouville  (/?.).  —  Sur  les  transcendantes  uniformes  définies  par 
les  équations  différenlielles  du  second  ordre.  (731--32). 

A  4880    3610 

Painlevé{P.).  —  Sur  les  transcendantes  uniformes  définies  par 
l'équation y'^zn  Qy--\-  x.  (757-761). 

A  4880    3G10 

Duhem  {P.).  —  Sur  les  quasi-ondes.  (761-768). 
B  2400        C  9050 

Autonne  {L.).  —  Sur  les  substitutions  crémoniennes  dans  l'es- 
pace. (776-778). 

A  1230 

Jouguet.  —   Sur  la  rupture  et   le    déplacement   de   l'équilibre. 

(778-780). 

B  3620 

Cartan  {E.).  —   Sur  l'équivalence  des   systèmes  différentiels. 
(781-783). 

A  5240    1230    1240 

Stekloff  (  JV-Y  —  Sur  certaines  égalités  remarquables.  (783-786). 
A  5610    3260 

Arsonval  {d').  —  Pendule  de  Foucault  simplifié.  (832-833). 
B  1640 

Vallier  {E.).  —  Sur  la  loi  des  pressions  dans  les  bouches  à  feu. 

(842-845). 

B  1650 

Stekloff  {  W.).  —  Sur  la  représentation  approchée  des  fonctions. 

(848-85.). 

A  3260    3210 

Cavtan  {E.).  —  Sur  la  structure  des  groupes  infinis.  (85i-854)' 
A  1240 
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Maillet  {E.).  —  Sur  les  fondions  monodromes  à  point  singulier 
essentiel  isolé.  (889-891). 

A  3610 

Esclangon  (E.).  —  Sur  une  extension  de  la  notion  de  périodicité. 

(891-89.4). 

A  3210 

Mittag-Leffler  (G.).  —  Sur  l'intégrale   de  Laplace-Abel   (937- 
939)- 
A  3610    3260 

Duhem  (/*•)•  —  Sur  les  conditions  nécessaires  jiour  la  stabilité 
de  Téquilibre  d'un  système  visqueux.  (939-940- 
B  2520 

Vallier  (E.).  —  Tracé  des  courbes  de  pression.  (942-943). 
B  1650 

Stekloff  {  JV.).  —  Sur  quelques  conséquences  de  certains  déve- 
loppements en  séries  analogues  aux  développements  trigonomé- 
triques.  (946-949). 

A  3260    3210 

Le  Vavasseur  [R.).  —  Sur  les  congruences  à  plusieurs  inconnues 
relativement  à  un  nombre  premier  impair.  (949-95'3). 

A  2850 

Auric.  —  Sur  la  généralisation  des  fractions  continues  (950-932). 

A  3220    28i0 

Lioiiville  (/?•)•  —  Sur  les  transcendantes  uniformes,  définies  par 
des  équations  différentielles  du  second  ordre.  (952-954)- 

A  4880    4820 
Palnlevé  {P.).  —  Sur  l'irréductibilité  de  réqualiony=  (Sy--\-  x. 

(1020- 1025). 

A  4880    4820 
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Combebîac.  —  Sur  les  propriétés  du  plan  an  point  de  vue  de 
VAnalysis  sitits.  (io44-io45). 

A  G4I0    6120 

Krause  (-^/.).  —  Sur  une  formule  sommaloire  dans  la  théorie  des 
fonctions  à  deux  variables.  (io45-io48). 

A  3240 

Duheni  (P.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  et  les  variables 
sans  inertie.  (1088-1091). 

B  25:0 

Aclhéniar  {R.  d').  —  Sur  l'intég^ration  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre,  du  type  hyperbolique,  à  plus 
de  deux  variables  indépendantes,  (iioo-iioi). 

A  4840 

Rapport  sur  le  grand  prix  des  Sciences  mathématiques.  (ii54- 
1161). 

A  1230     1240    5230    5240 

Rapport  sur  le  prix  Cordin.  (i  162). 
A  8850 

Rapport  sur  le  prix  Montyon. 
B  3210 

Duhem  {P.).  —  Des  conditions  nécessaires  pour  qu'un  fluide 
soit  en  équilibre  stable.  (1290-1293). 

B  2520 

Hadamard  (J.)-  —  Sur  les  fonctions  entières.  (i3o9-!3ii). 
A  3610 

Stekloff  {  W.).  —  Remarque  relative  à  ma  Note  sur  la  représen- 
tation approchée  des  fonctions.  (i3i  i-i3i3). 

A  3210    3220    3260 
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Lerch  {M.).  —  Sur  la  formule  fondamentale  de  Dirichlet  qui  sert 
à  déterminer  le  nombre  de  classes  de  formes  quadratiques  bi- 
naires définies.  (i3i4-i3i5). 

A  2830    3220 

Lindelôf  {E .) .  —  Une  application  de  la  théorie  des  résidus  au 
prolongement  analytique  de  la  série  de  Tajlor.  (i3i5-i3i8). 
A  3630 

Mayor  (B.).  —  Sur  une  représentation  plane  de  l'espace  et  son 
application  à  la  Statique  graphique.  (i3i9-i32i). 
A  8020       B  1250 

J.  T. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN  (  '  ). 

Tome  XL;  1892, 

Stahl  (  W.).  —  Sur  la  génération  des  courbes  gauches   ration- 
nelles. (i-54). 

Une  courbe  gauche  étant  définie  par  les  équations 

n 
pa7.=  9,(,A)  =  2]a,p!x'-P        (t=i,  2,  3,4), 

p  =  0 

il  existe  (n  — 3)  formes  d'ordre  n,  linéairement  indépendantes 

n 
p  =  0 

conjuguées  des  <?;([!),  c'est-à-dire  satisfaisant  aux  conditions 

n 

^(-O''o,,/t,„_p=o        (t  =  i,  2,  3,  4),        (A'  =  i,  ...,  „_3). 

p=:0 

L'auteur  étudie  en  détail  les  formes  d'ordre  (n-i-r)  dont  la  /•'«■»•  polaire  est 


(' )  Cf.  Bulletm,  t.  XX,,  p.  72. 
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conjuguée  par  rapport  aux  'fiC;j-);  ces  formes  le  conduisent  à  associer  à  toute 
courbe  d'ordre  n  des  faisceaux  de  plans  et  des  faisceaux  de  droites  dont  il 
développe  simultanément  les  propriétés.  Une  classification  des  courbes  ration- 
nelles dordre  n  en  résulte. 

Ce  travail  contient  de  nombreuses  applications  aux  courbes  des  ordres  3, 
5,  7,  9- 

Holder  (O.).   —    Les  groupes  simples   dordre   inférieur  à  200. 
(55-88). 

Il  s'agit  ici  des  groupes  formés  d"un  nombre  limité  d'opérations  (groupes  de 
substitutions,  par  exemple),  envisagés  au  point  de  vue  de  leur  structure  (ou 
composition).  On  connaît  six  types  différents  de  groupes  simples  dont  chacun 
renferme  un  nombre  illimité  de  groupes  différents  :  les  groupes  d'ordre  pre- 
mier qui  ne  possèdent  aucun  sous-groupe;  le  groupe  alterné  des  substitutions 
de  n  lettres  (n>4);  les  types  signalés  par  M.  Jordan  (Traité  des  substitu- 
tions et  des  équations  algébriques,  Paris,  1870)  qui  dérivent  du  groupe  linéaire, 
du  groupe  abélien  et  des  deux  groupes  hypo-abéliens. 

Le  groupe  de  l'icosaédre  appartient  au  troisième  type;  ce  même  type  con- 
duit aussi  de  deux  manières  différentes  à  un  groupe  simple  d'ordre  168. 

D'après  Galois,  60  est  le  plus  petit  ordre  composé  d'un  groupe  simple;  l'au- 
teur a  examiné  de  proche  en  proche  la  possibilité  de  groupes  simples  d'ordre 
inférieur  à  200  et  n'a  pas  trouvé  de  nouveaux  groupes.  Les  nombres  60  et  168 
sont  les  seuls  nombres  composés  inférieurs  à  200  qui  sont  des  ordres  de  groupes 
simples  :  le  groupe  d'ordre  168  est  celui  de  l'équation  modulaire  pour  la  trans- 
formation du  7'  ordre  des  fonctions  elliptiques. 

Tous  les  groupes  d'ordre  inférieur  à  200  et  différent  de  60,  120,  168,  180  sont 
résolubles. 

Les  théorèmes  de  Sylow  (Math.  Ann.,  t.  V,  p.  584)  fournissent  naturelle- 
ment le  mojen  d'investigation  le  plus  puissant  pour  le  problème  dont  il  s'agit. 
Quelques  ordres  particuliers  60,  90,  112,  120,  i44)  ï68,  180  nécessitent  une 
étude  spéciale. 

Miith  (P-)-  —  Sur  les  covarlants  des  coUinéalions  planes.  (89-98). 
Soit 

f{x,u)=       V       a-iX-u^=     ^      uj(x).-      ^      a7;/i(u); 

(/,A  =  1,Î,3)  (1  =  1,2,3)  (A  =  l,2,3) 

la  relation 

f{x.  u)  =  0 

définit  une  collinéation  plane  qui  fait  correspondre  au  point  x^,  Xj,  x^,  le 
point  f(x)^,  f{x)^,  /{x)y  A  chaque  point  Ç,,  ç,,  îj  la  collinéation  f{x,  u) 
permet  d'associer  la  conique 


ç,       X^      /(•^)2 
?3       ^3      /(^)3 


c?(/)  = 
Tensemble  de  ces  coniques  forme  un  réseau  qui  est  associé  à  /{x,  u).  Ce  rc- 
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seau  est  aussi  associé  à  la  collinéation 

(2)  /=  =  /=(^,  J<)  =  ^«.i«u-^,"u 

et  à  toutes  les  colliaéations 

(3)  xu^^A/{x,u)-h[J.f-{x,u), 
où  l'on  a  posé 

«_.=  U,X^-r-  U.X,-T-  W3X3, 

pourvu  que  \  et  a  ne  vérifient  pas  une  certaine  équation  du  troisième  degré 
qui  donne  les  collinéations  perspectives  du  système  (3). 

L'auteur  développe  diverses  applications  géométriques  de  ces  résultats. 

Zeuthen  (II. -G.).  —  Nouvelle  démonstration  du  principe  de  cor- 
respondance de  Caylej  et  Brill,  et  mélliode  pour  la  détermina- 
tion des  coïncidences  de  correspondances  algébriques  sur  une 
courbe  d'un  genre  quelconque.  (99-124). 

L'auteur  s'est  proposé  de  donner  une  démonstration  adaptée  aux  besoins  de 
la  Géométrie  énumérative,  c'est-à-dire  qui  permette  d'avoir  pour  le  dénombre- 
ment des  coïncidences  des  règles  précises,  applicables  même  aux  cas  limites. 

Le  théorème  de  Cayley  et  Brill  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

Soit  sur  une  courbe  algébrique  f,  de  genre  p.  une  correspondance  telle 
qu'à  chaque  point  X  correspondent  ^  points  Y  mobiles,  déterminés  par 
l'intersection  de  f  et  d'une  courbe  c?  qui  coupe  f  en  k  points  coïncidant 
avec  X  et  en  d'autres  points  fixes  et  telle,  d'autre  part,  qu'à  chaque  point  Y 
correspondent  a  points  X  :  il  existe  sur  la  courbe  /,  y  points  où  un  X  coïn- 
cide avec  un  Y,  en  posant 

Y  =  a  -^  Ji  -f-  2kp. 

M.  Zcutlicn  le  démontre  pour  une  courbe  générale  d'ordre  n  et  convient  de 
compter  l'influence  des  singularités  de  manière  à  ce  qu'il  subsiste  pour  une 
courbe  particulière  quelconque.  Une  autre  démonstration,  basée  sur  l'étude  de 
l'influence  des  points  doubles,  permet  de  le  déduire  du  cas  particulier  où  la 
courbe  /  est  unicursale.  L'extension  au  cas  de  /{  négatif  (correspondances  à 
valeur  négative)  est  indiquée. 

L'auteur  termine  par  des  applications  aux  polygones  de  Steiner  et  aux 
groupes  spéciaux  de  Brill  et  Nœlhcr  sur  une  courbe  de  genre  p. 

Klein  (F.)-  —  Sur  le  cas  d'Hcrmite  de  Tcquation  dififérentiolle  de 
Lamé,  (i  20-129). 


Soit 


tr=     '  ''^ 


c,)(/»  — e:)(y»— 63) 
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l'é  jualion  de  Lamé  s'écrit 

^  =  (A/,  +  B)E, 

A,  B  désignant  des  constantes.  On  sait  que  pour  qu'une  solution  particulière 
ait  la  fornne 

h  b  h 

E  =  {X  —  e,)^  {X  —  e,)i  {x  —  e,)i  o^ip), 

où  î|,  c,,  cj  désignent  au  choix  o  ou  i  et'f;.(/p)  un  polynôme  de  degré  /.',  il  faut 

X  =  n(n  -Vi)         avec         —  =  A"  -t- -' ^> 

2  2 

B  satisfaisant  en  outre  à  une  certaine  équation  algébrique  d'ordre  A+i. 

Les  divers  polynômes  'Jj.  sont  réels  et  la  distribution  de  leurs  racines,  toutes 
réelles,  est  remarquable. 

Hermite  a  étudié  en  détail  le  cas  :  A  =  /î  (  «  -f-  1),  B  quelconque. 

Il  existe  toujours  alors  deux  solutions  particulières  E,,  E,  pour  lesquelles 

E,E,=  F(y^), 

F  désignant  un  polynôme  d'ordre  2  n. 

M.  Klein  s'est  proposé  de  trouver  les  propriétés  générales  de  l'équation  d'Her- 
mite  qui  comprennent,  lorsque  B  est  convenablement  choisi,  les  propositions 
rappelées  plus  haut  sur  la  réalité  des  a^  et  la  distribution  de  leurs  racines;  en 
d'autres  termes  il  détermine  la  forme  de  la  courbe  F{p,  B)  =  o  en  regardant 
/>  et  B  comme  des  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires. 

Klein  (f-)-  —  Sur  la  notion   de   domaine   fondamental  dans  la 
théorie  des  fonctions.  (iSo-iSg). 

Ce  travail  est  destiné  à  éclairer  certains  points  d'un  ."Mémoire  antérieur 
[lYouvelles  contributions  à  la  théorie  des  fonctions  d'après  Biemann  (Math. 
Ann.,  t.  XXI)];  il  contient,  en  oulre,  des  indications  sur  une  théorie  géomé- 
trique (et  générale)  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  que 
l'auteur  espère  développer  plus  tard. 

L'auteur  se  proposait,  dans  le  travail  rappelé  plus  haut,  de  définir  une  cor- 
respondance algébrique  entre  deux  variables  complexes  par  une  surface  oaferfe 
dont  les  bords  sont  associés  deux  à  deux,  de  manière  à  constituer  une  variété 
fermée  :  c'est  le  domaine  fondamental  {Cf.  H.  Poixcaré,  Groupes  fuchsiens 
{Acta  Mathematica)]. 

Si  l'on  suppose  le  domaine  étendu  sur  la  sphère  de  Neumann,  il  ne  doit 
recouvrir  un  même  point  qu'un  nombre  limité  de  fois  et  les  courbes  frontières 
doivent  être  en  nombre  limité;  enfin  la  correspondance  entre  les  points  de 
deux  bords  doit  être  définie  par  une  fonction  analytique. 

M.  Klein  ajoute  que  l'on  doit  pouvoir  entourer  chaque  point  du  domaine  de 
façon  à  en  séparer  un  morceau  fini  représentable  sur  un  cercle  à  l'aide  d'une 
fonction  analytique.  Cette  condition  nécessaire  est  suffisante. 

Dans  le  cas  particulier  oit  le  domaine  est  limité  par  des  arcs  de  cercles  qui 
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, .  ,    .          ,,        ,    ,,                    ,           ...               .      .        f      az-\-b\     ., 
se  déduisent  I  un  de  lautre  par  des  substitutions  projectives  (  z,  —^ -^  h   il 

ne  peut  exister  aucun  sommet  hyperbolique,  c'est-à-dire  tel  que  les  deux  côtés 
adjacents  dérivent  l'un  de  l'autre  par  une  substitution  hyperbolique.  Cette 
proposition  est  fondamentale  pour  la  théorie  des  fonctions  automorphes 
(fonctions  fuchsiennes  de  M.  Poincaré). 

L'auteur  termine  en  indiquant  les  liens  du  travail  actuel  avec  ses  travaux 
antérieurs  sur  l'étude  géométrique  de  l'équalion  différentielle  hxpergéométrique 
et  de  léquation  de  Lamé  (cas  Hermite)  {Math.  Ann.,  t.  XXXVII). 

A^œther(M.).  —  Sur  la  démonslralion  d'un  théorème  de  la  théorie 
des  fonctions  algébriques,  donnée  dans  les  Math.  Annalen, 
t.  VI,  p.  35i.  (i4i-i44). 

Démonstration  simple,  sans  emploi  de  développements  en  série  de  la  propo- 
sition fondamentale  suivante  : 

Une  condition  suffisante  pour  que  l'on  ait 

où  o  et  il*  sont  des  polynômes  en  5,  ;;  sans  facteur  commun  (non  homogènes), 
ainsi  que  A  et  B,  est  qu'il  existe,  pour  chaque  point  d'intersection  z  =  a, 
s  ~  b  des  courbes  '■?  =  o,  i{/  =  o,  deux  polynômes  A'  et  B'  tels  que  l'expres- 
sion 

/-A''f-B'<}, 

développée  suivant  les  puissances  de  z  —  a  et  s  —  b,  commence  par  des 
termes  de  dimension  supérieure  à  k,  en  désignant  par  k  un  nombre  donné 
à  l'avance. 

Ce  nombre  k  est  déterminé  avec  plus  de  précision  dans  le  cours  de  la 
démonstration. 

Anissimoff  [  \V.).  —  Sur  le  cercle  limite  de  Fuchs.  (i45-i48). 

Démonstration  de  l'inexactitude  d'une  règle  proposée  par  Fuchs  pour  trouver 
le  cercle  limite  dans  le  cas  d'une  fraction  rationnelle 

Pasch  {M.).  —  Sur  rinlroduclion  des  nombres  irrationnels.  (i5o- 

l52). 

Kober  (G.).  —  Addition  à  la  Note  :  «  Sur  le  groupe  des  huit  sur- 
faces du  second  degré  harmoniquement  associées  »  (Math. 
Annalen,  t.  XXXIII).  (i53-i54). 
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Bochert  {A.).  —  Sur  le  nombre  des  valeurs  différenles  d'une 
fonction  de  n  lettres.  (Continuation  d'un  travail  paru  dans  le 
Tome  XXXIII  des  Annales,  p.  584-)  (1^7-173)- 

Nous  citerons  dans  ce  travail,  qu'il  est  impossible  de  résumer,  la  proposition 
suivante  : 

Soit  u  le  plus  petit  nombre  de  lettres  que  peut  altérer  une  substitution  de 
n  lettres  qui  ne  change  pas  une  fonction  donnée  (en  dehors  de  la  substitution 
identique);  soit  u'  le  nombre  correspondant  pour  les  substitutions  paires  de 
n  lettres;  désignons  par  k  le  plus  grand  entier  tel  que  par  les  permutations 
de  k  lettres  convenables  la  fonction  donnée  acquière  A!  valeurs  différentes,  par 

k'  le  plus  grand  entier  tel  que  la  fonction  acquière  — ^  valeurs  différentes  par 

les  permutations  de  k'  lettres  convenablement  choisies,  on  aura 

,  ^  2  I  ,    ,         ^5  .  I 

k  ^  -r  n  -{-  -  (u  —  u)  —  T-         SI        u>  -  n; 
3  3  o  2 

.  ^  I  .  ^  I  ,       „ 

k  ^  -  n -\- m  —  I  SI  u^-n-r-i,        a  >  3, 


m  désignant  le  plus  petit  entier  qui  n'est  pas  à  la  fois  inférieur  à  -^ 1  et  à  -  ; 

,,>  2  5  .  I 

A=-n  —  -  SI  u>-n; 

3  3  2 

k  ^  -  n  -\-  ni  —  I         SI        o  <,u  ^  -  n  -hi, 


m'  désignant  le  plus  petit  entier  non  inférieur  à  -u' — i;  k'  supérieur  ou  égal 
au  plus  petit  des  deux  nombres 

2  2  ,    ,         ^        5  I  I     , 

^rt+^(u— m)—  „  et         -nn — u — I 

ô  6  3  22 


lorsque 

k'  supérieur  ou  égal  à 

quand  l'on  a 


w  +  m'>  «  ; 


n  -\ —  m  -\ —  ni 


u  A —  (m'  —  ni)'^  -n  + 


et  u'  supérieur  à  3  et  à  m. 

Ces  résultats  et  ceux,  obtenus  par  l'auteur  dans  le  travail  qui  suit,  le  con- 
duisent à  la  proposition  suivante  : 

Si  une  fonction  de  n  lettres  est  à  plus  de  deux  valeurs,  le  plus  grand  entier  A", 
tel  que  par  toutes  les  permutations  de  A"  lettres  convenablement  choisies  la 

7  7    • 

fonction  considérée  acquière  A!  valeurs  différentes,  est  supérieur  à  — n —  ^  si 

le  groupe  de  la  fonction  est  au  moins  doublement  transitif;   il  est  supérieur  à 
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-^n —  ^  SI  ce  groupe  est  au   moins  triplement  transitif;  il   est  supérieur  ou 

2  ■- 

égal  à  7î  « —  ^  si  ce  groupe  est  au  moins  quadruplement  transitif. 

Bocheit  (A.).  —  Sur  la  cla.sse  des  groupes  de  substitutions 
transitifs.  (i-6-ic)3). 

La  classe  désigne  le  plus  petit  nombre  de  lettres  altérées  par  une  substitu- 
tion du  groupe  différente  de  la  substitution  identique. 

L'auteur  a  obtenu  ici  des  limites  inférieures  pour  cette  classe  qui  dépendent 
à  la  fois  du  degré  de  transitivité  et  du  nombre  des  lettres  substituées  (degré 
du  groupe). 

Si  un  groupe  de  substitutions  de  n  lettres  ne  renferme  pas  le  groupe  alterné 

de  n  lettres,  sa  classe  dépasse-; 1   s'il    est   plus   que  simplement   transitif, 

n  , .  fi 

7i I  S  il  est  plus  que  doublement  transitif,  atteint  ou  dépasse  -  — i  s'il  est 

o  '  '  '2 

plus  que  triplement  transitif. 

Bàcklund  (yi.-K.).  —  Application  de  théorèmes  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  à  la  théorie  des  systèmes  ortho- 
gonaux, en  particulier  à  celle  des  systèmes  cycliques  de  Ribau- 
cour.  (194-2G0). 

La  plupart  des  théorèmes  dont  on  fera  l'application  ici  sont,  d'après  l'auteur, 
déjà  connus.  Une  exposition  de  la  théorie  des  sj sternes  orthogonaux  cycliques 
de  Ribaucour  conduira  aux  équations  aux  dérivées  partielles  qui  serviront 
d'exemples  dans  la  théorie  générale  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre. 

Toutes  ces  recherches  ont  d'ailleurs  été  déjà  publiées  par  l'auteur  sous  une 
forme  diiïérenle,  mais  en  langue  suédoise  ('). 

Les  systèmes  cycliques  de  lUbaucour.  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  (existence  des  solutions  satisfaisant  à  certaines  condi- 
tions initiales).  —  Application  aux  équations  obtenues  précédemment;  aux 
équations  linéaires  de  la  forme  de  Laplace.  —  Une  classe  particulière  d'équa- 
tions du  second  ordre  (équations  intégrables  par  la  méthode  de  Darboux; 
application  à  réquation  s  =  ap  -h  bq).  —  Généralités  sur  l'équation  du  troi- 
sième ordre  à  trois  variables  indépendantes  (existence  des  solutions);  appli- 
cation à  l'équation  du  troisième  ordre  des  systèmes  orthogonaux  (Darboux). 
—  Familles  de  surfaces  à  courbure  constante  négative  qui  appartiennent  à  un 
système  orthogonal. 

]]  irtingci-  (T.).  —  Recherches  sur  les  fonctions  abéliennes  de 
genre  .').  (2()i-3i2). 

(  '  )  Cf.  RiBAUCoun,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LXVII,  LXX,  LXXM;  Ri.\NCin,  Journal  de  Battaglini,  t.  XXF,  XXII;  Dar- 
boux, Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  II. 
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L'auteur  se  propose  de  donner  une  snlulion  nouvelle  du  problème  de  l'in- 
version pour  p  =  3. 

Les  arguments  sont  donnés  comme  sommes  de  quatre  intégrales  et  Ton  peut 
obtenir  le  faisceau  entier  des  quadruples  corésiduels  qui  appartiennent  à  une 
valeur  déterminée  de  largument  transcendant.  On  a  égard  dans  les  calculs 
aux  domaines  de  rationalité  de  diverses  espèces  considérés  par  M.  Klein  dans 
la  théorie  des  fonctions  abéliennes. 

Par  exemple,  la  solution  s'obtient  avec  l'aide  de  fonctions  de  Jacobi  dont  le 
développement,  suivant  les  puissances  des  sommes  d'intégrales,  a  pour  coeffi- 
cients des  covariants  entiers  de  la  courbe  C^  qui  définit  le  domaine  algébrique. 
Pour  les  fonctions  6  employées  d'habitude,  les  coefficients  sont  des  irratio- 
nalités du  domaine  précédent. 

Markoff  {A .).  —  Sur  la  série  hvpergéométrique.  (3i3-3i6). 

Application  du  théorème  de  M.  Klein  sur  la  distribution  des  zéros  d'un  pro- 
duit de  deux  séries  hypergéométriques,  dans  le  cas  où  ce  produit  se  réduit  à 
un  polynôme.  Calcul  du  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de  ce 
polynôme. 

Schônjlies  (A.).  —  Sur  le  mouvement  des  systèmes  invariables 
dans  le  cas  de  surfaces  axiales  cylindriques.  (3i7-33i). 

L'auteur  étend  aux  mouvements  dans  lesquels  les  axes  hélicoïdaux  engen- 
drent un  cylindre  certaines  propriétés  des  mouvements  plans.  Un  cas  particu- 
lier extrêmement  remarquable  a  été  découvert  par  M.  Darboux;  c'est  le  mou- 
vement dans  lequel  chaque  point  décrit  une  courbe  plane.  M.  Schonflies  en 
signale  une  nouvelle  génération  mécanique  :  Lorsque  trois  sommets  d'un  triangle 
décrivent  trois  plans  pendant  que  le  plan  du  triangle  se  déplace  parallèlement 
à  lui-même,  chaque  point  lié  invariablement  au  triangle  décrit  une  ellipse. 

Biaticlii  (L.).  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  linéaires  dont 
les  coefficients  appartiennent  à  un  corps  quadratique  imagi- 
naire. (332-4 12). 

D'après  l'auteur,  ce  travail  est  une  continuation  de  celui  qui  est  paru  au 
Tome  XXXVIII  de  ces  Annales.  Il  s'agit  des  substitutions 


où  z  est  une  variable  complexe,  les  coefficients  a,  ^,  y,  5  étant  tous  les  nombres 
entiers  d'un  corps  quadratique  imaginaire  il  qui  satisfont  à  la  condition 

ao  —  ?Y  =  I . 
Si  l'on  pose 

i-h  i\^ 


pour  D  =  3  (mod4)  et  u  =  t'v'D  dans  tous  les  autres  cas,   ces  entiers  ont  la 
forme  ni  +  ntii,  m  et  n  étant  des  entiers  ordinaires. 
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Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  utilisant  la  représentation  géométrique 
de  -M.  Poincaré  (Acta  mathematica,  t.  III)  et  le  principe  de  l'extension  du 
groupe  par  réflexion,  dont  le  développement  est  dû  à  M.  Fricke,  l'auteur  fixe 
les  polyèdres  fondamentaux  pour  les  valeurs 

D  =  I,  2,  3,  5,  6,  7,  10,  II,  i3,  i5,  ig. 

Il  reste  à -démontrer  que  les  groupes  G  correspondants  sont  engendrés  par 
un  nombre  limité  de  substitutions;  ce  point  est  réservé  pour  une  étude  ulté- 
rieure. 

Dans  la  deuxième  Partie,  l'auteur  établit  la  tliéorie  des  formes  quadratiques 
de  Dirichlet  et  d'Hermite  dans  le  corps  £2,  ainsi  qu'il  l'avait  fait  déjà  {loc.  cit.) 
I  +  i  v'3  " 


pour  les  corps  (i,  i),  (  i, 

Enfin  la  troisième  Partie  a  pour  but  l'étude  d'une  classe  particulière  de 
formes  quadratiques  sur  lesquelles  on  exécute  les  substitutions  du  groupe  qui 
n'altèrent  pas  une  forme  indéfinie  d'Hermite. 

Celte  théorie  aura,  pour  les  fonctions  automorphes  attachées  au  groupe  con- 
sidéré, la  même  importance  que  la  théorie  des  formes  quadratiques  dans  l'étude 
des  fonctions  modulaires  qui  interviennent  dans  la  multiplication  complexe 
des  fonctions  elliptiques. 

Segre  {€.).  —  La  représenlalion  réelle  des  formes  complexes  et 
des  êtres  hjperalgébriques.  (413-467). 

Ayant  introduit  les  éléments  complexes,  les  êtres  définis  par  des  liaisons 
analytiques,  fonctionnelles,  entre  les  coordonnées  réelles  de  leurs  éléments 
(courbes,  surfaces,  complexes  de  droites,  etc.)  peuvent  être  généralisés  en  con- 
sidérant ceux  qui  sont  définis  par  des  liaisons  analogues  entre  les  composantes 
réelles  de  ces  coordonnées.  Si  les  liaisons  sont  algébriques,  les  nouveaux  êtres 
seront  dits  hyperalgébriques. 

L'étude  de  ces  nouveaux  êtres  peut  se  faire  directement  {Cf.  Saggio,  Actes 
de  l'Académie  de  Turin,  t.  WV,  XXVI)  par  les  mêmes  procédés  que  pour 
les  êtres  algébriques.  On  peut  aussi  adopter  une  représentation  réelle  pour  ces 
nouveaux  êtres  et  étudier  cette  représentation;  c'est  la  voie  suivie  par  l'auteur. 

La  Table  suivante  pourra  renseigner  sur  l'importance  de  son  travail  : 

Représentation  réelle  des  formes  simples;  du  plan  complexe,  etc.  —  Les 
groupes  fondamentaux.  —  Projectivité  et  antiprojectivité.  —  Antiprojectivité 
involutivc;  chaîne.  —  Antipolarité;  hyperconiques;  hyperquadriques,  etc.  — 
Les  êtres  hyperalgébriques  en  général.  —  Introduction  des  points  bicomplexes. 
—  Nombres  bicomplexes.  —  Indications  d'extensions  nouvelles  et  indéfinies. 

Fricke  (/?.).  —  Nouvelles  contributions  à  la  théorie  de  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques.  (469-502). 

L'aulcur  se  propose  plus  particulièrement  l'étude  du  domaine  algébrique 
délini  par  une  équation  modulaire,  en  reléguant  au  second  plan  la  formation 
effective  de  l'équation.  Il  s'attache  spécialement  aux  équations  modulaii-es  de 
première  espèce  qui  se  présentent  dans  l'étude  de  la  transformation  d'ordre  n 
de  la   fonction   modulaire   de  première  espèce  J(oj).  Ses  recherches   portant 


-i-t  Pc^U*  - 
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surtout  sur  les  valeurs  premières  de  l'entier  n  peuvent  être  regardées  comme 
un  complément  apporté  aux  recherches  de  M.  Kiepert  {Math.  Annalen, 
t.  XXXII,  XXXVII)  qui  a  envisagé  de  préférence  le  cas  où  n  est  composé. 
Enfin  l'auteur  fait  un  usage  systématique  des  formes  homogènes,  introduites 
par  M.  Klein  dans  la  théorie  des  fonctions.  Il  étudie  ainsi  en  particulier  les 
formes  modulaires  considérées  par  M.  Hurvitz  {Malh.  Annalen,  t.  XXVII). 
La  surface  F",,^,  pour  n^^ii  et  n  =  19  et  les  formes  correspondantes  de 
dimension  — i  et  —  a.  —  Les  fonctions  T'(a)),  à  trois  valeurs,  des  surfaces  F,, 
et  FjD  et  leur  relation  avec  x(o)).  —  Expression  de  g^,  g-^,  A  par  les  formes  A, 
B,  E  des  surfaces  Fj^  et  Fj,,;  expression  rationnelle  de  J  au  moyen  de  t  et  t'. 

—  Les  surfaces  F„_^,  de  genre  2,  pour  n  =  28  et  «  =  3i  et  les  fonctions  à  deux 
valeurs  sur  ces  surfaces.  —  Formation  des  fonctions  à  six  valeurs  E,  t'  pour 
n  =  23,  3i;  leur  relation  avec  t.  Les  modules  Y,  Z.  —  Expression  des  formes 
modulaires  de  première  espèce  par  les  modules  A,  B,  etc.  des  surfaces  F^^,  F^j. 

—  La  surface  F^^  correspondant  à  n  z=  !\'j  et  les  formes  modulaires  B  et  E.  — 
Les  fondements  de  l'élude  de  la  transformation  d'ordre  71  =  71. 

Gordan  (P.).  —  Détermination  d'une  forme  binaire  par  les  pre- 
miers termes  de  ses  covariants.  (5o3-526). 

Parmi  les  systèmes  de  formes  fondamentales  {Grundformen)  associés  à  une 
forme  binaire 

f{x)  =  a^x"-i-  naiXl~^x.,-{-. . . 

et  dont  chaque  covariant  de  /  dépend  rationnellement,  il  en  est  deux  qui  sont 
tels  que  tout  covariant  de  /  en  soit  une  fonction  rationnelle  entière,  à  un  fac- 
teur près  qui  est  une  puissance  de  f.  Ce  sont  des  formes  du  deuxième  et  du 
troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  a  :  1°  les  Ueberschiebungen  (') 
d'indice  pair  de  f  avec  f  et  leur  déterminant  fonctionnel  avec  / 

J:v-  (/,  fr\     J2v+i=  [if,  fy-\  /]  =  (J^v  /); 

2°  Les  formes  sœurs  G  définies  par  les  formules 

fG^={af)-^a'^~''        avec         {ab)b"^'~\ 

Si  l'on  transforme /(a;)  par  la  substitution 

en  une  forme  F  (y)  manquant  du  second  terme,  les  coefficients  de  F(k)  sont 
les  premiers  termes  des  G^.  Hermite  a  montré  comment  on  pouvait  exprimer 
tout  covariant  de  f{x)  avec  les  G^,  mais  il  restait  à  trouver  la  loi  de  forma- 
tion des  covariants  de  f{x)  avec  les  J;  c'est  l'objet  du  présent  travail.  La 
détermination  des  G  à  l'aide  des  J  est  ramenée  à  celle  de  certains  coefficients 
numériques  G,  leur  forme  par  rapport  aux  J  étant  connue.  M.  Gordan  montre 

(')  On  pourrait  employer  pour  ce  terme  le  mot  chevauchement  qui  le  traduit 
exactement  ou  encore  le  mot  rejet  qui  a  un  sens  un  peu  diflércnt  mais  qui  est 
plus  simple. 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  1"  série,  t.  XWII.  (Alai  1908.)  R.5 
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qu'on  peut  établir  pour  les  C  des  formules  de  récurrence  qui  en  permettent  le 
calcul  de  proche  en  proche  dès  que  les  premiers  sont  déterminés  directement. 

Horii  {J-)-  —  Sur  la  théorie  des  systèmes  d'équations  différen- 
tielles linéaires  à  une  variable  indépendante.  (52"-55o). 

Un  système  d'équations  dilTérenlielles  linéaires 

dont  toutes  les  solutions  sont  régulières  au  point  singuliers;  =  o  est  dit  régu- 
lier en  ce  point.  Si  l'on  désigne  alors  un  sjstème 

sous  le  nom  de  système  canonique,  chaque  système  régulier   se  laisse  trans- 
former en  un  système  canonique  par  une  suite  de  substitutions  de  la  forme 


r«=  _2 


/*»?s?         (a,  ,3  =  1,   ...,  »j) 

et  de  la  forme 

y^  =  X  z,^        (  a  =  un  des  nombres  i,   ....  m). 

Ce  théorème  a  été  énoncé  déjà  par  M.M.  Sauvage  et  Ivœnigsberger;  leurs 
démonstrations  sont,  d'après  l'auteur,  incomplètes.  Il  en  donne  une  nouvelle 
basée  sur  l'emploi  des  diviseurs  élémentaires  de  Weierslrass  et  distincte  de 
celle  qu'il  a  appliquée  à  des  cas  particuliers  dans  un  travail  antérieur. 

Study  {E .).  — ■  Représentation  de  la  multiplicité  formée  par  les 
coniques  d'un  plan  sur  un  espace  ponctuel.  (SoS-Sô-i). 

Dans  son  travail  Sur  la  géométrie  des  coniques  {Math.  Ann.,  t.  XXVII), 
l'auteur  a  étudié  la  multiplicité  algébrique  formée  par  les  coniques  d'un  plan 
au  point  de  vue  de  la  théorie  des  invariants  :  chaque  conique  est  considérée  à 
la  fois  comme  lieu  de  points  et  comme  enveloppe  de  droites.  Il  indii|ue  ici 
une  représentation  de  la  multiplicité  considérée  sur  un  espace  ponctuel  supé- 
rieur :  à  chaque  conique  correspond  un  point  d'une  multiplicité  .Mj  d'un  espace 
à  27  dimensions.  Cette  multiplicité  M5  a  l'ordre  loa;  elle  est  l'intersection 
commune  de  197  multiplicités  du  second  ordre  linéairement  indépendantes. 

.M.  Study  montre,  sur  un  problème  de  la  théorie  des  caractéristiques,  les 
avantages  de  cette  représentation. 


Study  {E.).  —  Réponse.  (559-562). 

l\éponse  à  .M.  Zeuthen  relative  aux  dilToren 
des  caractéristiques  de  Chasies. 

Sludy  {E.).  —  Sur  les  systèmes  de  coniques.  (^oGo-d^S) 


Réponse  à  .M.  Zeuthen  relative  aux  dilTorentcs  manières  d'envisager  la  théorie 
des  caractéristiques  de  Chasies. 
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L'auteur  applique  ici  les  indications  données  dans  son  travail  Méthodes 
pour  la  théorie  des  formes  ternaires  (Leipzig,  1889)  à  un  problème  particu- 
lier de  la  géométrie  des  conique?. 

L'équation  d'un  sj-stème  de  coniques  à  quatre  paramétres  est  mise  sous  une 
forme  telle  que  les  multiplicités  linéaires  invariantes  du  système  apparaissent 
immédiatement.  Les  résultats  obtenus  sont  appliqués  à  la  théorie  des  sur- 
faces Fj  de  l'espace  à  5  dimensions  dont  la  projection  dans  l'espace  ordinaire 
est  une  surface  de  Steiner. 


Tome  XLI;  1893. 

Ritter  {E .).  —  Les  formes  uniformes  automorphes  de  genre  nul  ; 
revision  et  extension  des  théorèmes  de  Poincaré.  (1-82). 

L'auteur,  s'inspirant  des  idées  émises  par  M.  Klein  [youvelles  contributions 
à  la  tliéorie  des  fonctions  d'après  Riemann  {Math.  Annalen,  t.  XXI)],  s'est 
proposé  de  reprendre  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  (fonctions  auto- 
morphes) dans  le  cas  de  p  ^=0,  de  façon  systématique.  L'existence  des  fonc- 
tions automorphes  est  établie  par  la  méthode  de  Schwarz-Neumann,  indépen- 
damment de  tout  développement  en  série.  La  variable  complexe  z  est  partout 
remplacée  par  deux  variables  ^,,  ^,  figurant  de  façon  homogène,  ce  qui  sup- 
prime le  rôle  particulier  du  point  à  l'infini;  les  fonctions  automorphes  sont 
obtenues  comme  quotients  de  formes  homogènes  en  z^,  z.,. 

Indiquons  rapidement  les  points  principaux  de  ce  travail  : 

L  Notions  fondamentales  de  théorie  des  fonctions  et  de  théorie  des  groupes. 
Domaine  fondamental  et  groupe  d'une  fonction  automorphe  de  genre  zéro. 
Conditions  nécessaires  que  doit  remplir  le  domaine,  classification  des  divers 
domaines  d'après  la  nature  et  le  nombre  des  éléments  limites. 
Les  fonctions  uniformes  du  domaine;  démonstration  de  leur  existence. 
Disjonction  de  ^  et  !^  en  variables  homogènes  : 


h. 
z,' 


étude  de  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  dont  Z,  et  Z,  sont 
deux  solutions. 

Disjonction  d"une  substitution  projective  de  î^  en  substitutions  linéaires  et 
homogènes. 

Exemples  de  groupes  avec  cercle  fondamental. 

IL  Théorèmes  généraux  sur  les  formes  uniformes  et  automorphes  impropres. 
Systèmes  de  multiplicateurs  pour  les  formes  uniformes  automorphes. 
Expression  des  formes  automorphes  à  Taide  de  z^,  z^  :  les  formes  fonda- 
mentales (s'annulent  en  un  sommet  seulement  du  domaine  et  simplement). 
Propriétés  des  zéros  et  des  infinis. 
Les  intégrales  attachées  à  un  domaine  fondamental. 
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III.  Expression  des  formes  automorphes  par  Z^.  Z.^ 

Convergence  des  séries  de  Poincaré. 

Pour  les  groupes  avec  cercle  fondamental,  la  série  de  Poincaré 


Fk(^..  ;.)  =  ^P;'rKKT,  Cï). 


qui  est  de  degré  R,  converge  pour  R  < —  2  si  le  cercle  fon  lamentai  est  limite, 
pour  R  =  — 2  s'il  n'existe  sur  ce  cercle  que  des  points  limites  isolés. 

Séries  automorphes  pour  R  =  —  2. 

Séries  et  produits  infinis  pour  les  intégrales  automorphes. 

Construction  de  formes  automorphes.  pour  R  < —  2,  avec  un  seul  pôle  simple 
dans  le  domaine  fondamental  :  formes  élémentaires.  Comparaison  de  ces  formes 
avec  les  éléments  simples  de  Poincaré. 

Molien  (Th.).  —  Sur  les  systèmes  de  nombres  complexes  à  plu- 
sieurs unités.  (83-i56). 

Il  s'agit  ici  des  systèmes  de  nombres  complexes  à  addition  associative  et 
distribulive  et  à  multiplication  associative  et  distributive  à  droite  et  à  gauche. 

M.  Lie  a  appelé  l'attention  sur  les  systèmes  de  nombres  complexes  pour  les- 
quels le  groupe  correspondant  G„  admet  un  sous-groupe  simple  G„._,  (Le 
groupe  correspondant  à  un  système  de  nombres  est  un  groupe  linéaire  tel  que 
les  équations  de  son  groupe  des  paramètres  définissent  la  multiplication  dans 
le  système  de  nombres  considéré).  L'auteur  établit  que  ces  systèmes,  qu'il 
nomme  primordiaux,  possèdent  m-  unités  principales  et  que  le  groupe  de 
paramétres  qui  leur  correspond  est  identique  au  groupe  des  paramètres  du 
groupe  linéaire  et  homogène  général  à  n  variables.  En  dautres  termes,  chaque 
système  primordial  est  représenté  par  une  matrice  carrée  dont  tous  les  élé- 
ments sont  indépendants. 

Chaque  système  de  nombres  complexes  peut  être  caractérisé  par  une  forme 
normale  qui  permet  de  les  partager  en  classes  de  telle  sorte  que  tous  les  sys- 
tèmes d'une  classe,  qui  sont  en  nombre  infini,  sont  déterminés  par  l'un  d'entre 
eux.  Ce  dernier  peut  être  pris  parmi  les  systèmes  sans  conique  associée 
{Aichtkegelschnittsystem)  de  M.  Scheffers.  Dans  celle  classification  les 
nombres  réels  ordinaires  représentent  la  classe  des  systèmes  primordiaux. 

Voici  maintenant  une  énuméralion  rapide  des  diverses  queslioDS  traitées 
dans  cet  important  travail  : 

I.  Les  systèmes  de  nombres  complexes  et  les  formes  bilinéaires. 

Définition  et  conséquences  immédiates.  Les  systèmes  associés.  La  forme 
polaire  d'un  système.  Recherche  de  tous  les  systèmes  primordiaux  associés  à 
un   système  donné.  (Addition.) 

II.  Les  systèmes  de  nombres  et  les  équations  algébriques. 

Les  équations  caractéristiques  d'un  système  de  nombres.  Diviseurs  des  équa- 
tions caractéristiques.  Le  rang  d'un  système  de  nombres  et  l'équation  conrs- 
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pondante.   L'équation  de  Killing.  Les  équations  cai-actéristiques  pour  les  sys- 
tèmes associés.  Equation  de  Killing  et  forme  normale  d'un  système  de  nombres. 

in.  Les  systèmes  de  nombres  et  les  groupes  attachés  à  ces  systèmes. 

Relations  avec  la  théorie  des  groupes  de  transformations.  Groupes  associés. 
Transitivité  et  intransitivité.  Groupes  primordiaux.  Élude  d'un  groupe  parti- 
culier. La  forme  normale  des  groupes  attachés  à  un  système  de  nombres. 

IV.  Les  systèmes  de  nombres  et  les  matrices. 

Propriétés  des  matrices.  Expression  des  groupes,  attachés  à  un  système,  par 
des  matrices.  Forme  normale  d'un  système  de  nombres.  Une  classification  des 
sj'stèmes  de  nombres  complexes. 

Pochhammeî'  {L.).  —  Remarques  sur  l'intégrale  r(a).  (i5'j-i66). 

•Transformations  diverses  du  contour  d'intégration  fermé  (G)  que  Ton  peut 

employer  pour  définir  r(a),  dans  le  cas  de  a  complexe,  au  moyen  d'une  inté- 
grale prise  le  long  de  (G).   {Cf.  Pochhammer,  Math.  Ann.,  t.  XXXV). 

Pochhainmer  {L.).  —  Sur  une  classe  d'intégrales  définies.  (16^- 

173). 

Propriétés   des  intégrales    1  e"  uf-^  (Ç'{u)  du,     1  e"{u  —  x^-^uP-^  <f{u)  du 

prises  le   long  de   certains   contours  fermés,  formés   de  droites  et  de  cercles, 
lorsque  »(m)  est  uniforme. 

Pochhammer  (L.).  —  Sur  une  équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre  à  coefficients  linéaires.  (^iy/\- l'jS). 

L'équation 

dx-    '    '"  dx 


d- y  cl  y 

■     ■   "    ■      -y  =  0, 


où  p   est  une  constante  quelconque,  différente  d'un  nombre  entier,   admet  la 
solution  uniforme 


—    /     e" 


u-'i  du, 


où  G  est  un  contour  fermé  allant  de  — x  à  0  et  de  o  à  — 00  en  suivant  l'axe 
réel  et  entourant  l'origine. 

Pochhammer  {L.).  —  Sur  cinq  intégrales  doubles.  (179-19^)- 

Ces  intégrales  sont  en  relation  avec  les  intégrales  eulériennes. 
La  première  se  réduit  à  T{a)V{b),  la  seconde  à  F  (a)  T  (6). 

Pochhammer  (L.).  —  Sur  les  équations  différentielles  des  séries 

cf(p,  cr;  x)  et  J'(p,  cr,  -;  x).  (197-218). 


70  SnCONDK  PAUTIE. 

Ces  suites  sont  des  cas  particuliers  {n  =  3,  n  =  4)  d'une  série,  étudiée  par 
l'auteur,  qui  vérifie  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n. 
La  série 

^  l.p.S  I  .2.p(p  +  l).s(<T  +l) 

est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

.  cP y       ,  ,     cT-y  dy 

qui  possède  en  outre  les  solutions  non  uniformes 

^'-P  ,7(2  —  p,  7  —  p  +  i;  x)^ 
x^^"  cT(2  —  0-,  p  —  ff  +  i;  x). 

De  même,  l'équation  différentielle  du  quatrième  ordre 

+  (  oa  -i-  p-r  -h  5T  +  p  -H  5  +  T  -i-  I  )  j:    ,  *.;  +  p-T  -^ )-  =  o 

^  '  '  '  dx-  dx  X 

admet  comme  solutions,  la  série,  uniforme  en  x^ 

X  x"- 


^(p,  a.  t;  .r)  =  I- 


l.pTt  I.2.p(p+l).ff(!7-(-l).T('ir-hl) 

et  les  fonctions  non  uniformes  telles  que 

a;'"?r7(2  —  p,  CT  —  ?+')  "^  —  P  +  i-  ^)- 
On  suppose  qu'aucune  des  constantes 

p,       s,       T,       p  —  T,        p  —  T,        J  —   T 

n'est  un  entier  (positif,  nul  ou  négatif). 

On  parvient  à  l'expression  des  solutions  de  ces  équations  différentielles  sous 
forme  d'intégrales  définies  en  posant  respectivement 


V  satisfera  à  une  équation  diflértnliciie  du  second  ordre,  W  à  une  équation 
du  troisième  ordre.  Les  solutions  sont  respectivement  des  intégrales  doubles 
et  des  intégrales  triples. 

Staude  (O.).  —  Conlribulion  à  la  discussion  des  équalions  du 
mouvement  d'un  point.  (:i\[)-'23()). 

De  même  qu'on  étudie  en  un  point  d'une  courbe  gaucbc  la  direction  et  la 
courbure  de  la  courbe  en  la  comparant  avec  une  courbe  de  direction  constante 
(droite)  et  une  courbe  de  coui-bure  constante   (cercle),    l'auteur  se   propose 
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d'étudier  les  propriétés  infinitésimales  du  mouvement  d'un  point  en  le  com- 
parant au  mouvement  tangent  (de  vitesse  constante)  et  au  mouvement  oscu- 
lant  (d'accélération  constante).  Ceci  permet  d'abord  de  classer  les  différents 
moments  d'un  mouvement.  L'auteur  ajoute  que  sa  méthode  permet,  si  on  l'ap- 
plique à  la  théorie  des  courbes  gauches,  de  séparer  les  singularités  qui  appar- 
tiennent à  la  courbe  gauche  elle-même  de  celles  qui  sont  introduites  par  la 
représentation  paramétrique. 

Des  applications  sont  faites  à  l'étude  du  mouvement  d'un  point  (dans  le  cas 
d'une  fonction  de  forces)  d'abord  libre  puis  assujetti  à  décrire  une  surface. 
Signalons  l'étude  détaillée  du  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  parabo- 
loïde  elliptique. 

Kœnigsberger  (L.).   —    Sur  l'inlégralion  des  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  simultanées.  (260-285). 

Exposition  particulière  de  la  méthode  de  Natani,  étendue  par  Hamburger 
aux  systèmes  d'équations  du  premier  ordre  à  plusieurs  inconnues,  dans  le  cas 
de  deux  équations  linéaires 

y;,-t-a,,7,-f-  2,,^,-^  p^=  o, 

où  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,,  z^.  L'auteur  forme  le  sys- 
tème d'équations  aux  différentielles  totales  dont  l'i'ntégration  équivaut  à  celle 
du  système  précédent  et  étudie  en  détail  les  relations  entre  ces  deux  systèmes. 
Quelques  exemples  terminent  ce  travail. 

Korteweg  (D.-J.).  —  Sur  les  singularités  des  différents  ordres 
d'exception  et  leur  réduction.  (286-30-). 

Ce  travail  doit  contenir  une  théorie  de  la  réduction  des  singularités  d'ordre 
supérieur  des  domaines  algébriques  différente  en  principe  de  la  théorie  de 
Cayley. 

Soit  X  un  domaine  algébrique  défini  par  s  coordonnées  x,,  x^,  ...,  x^. 
Chaque  système  de  m  équations 

-j,=  o,         ...,         -^^=0         {/>i<_s) 

définit  une  multiplicité  à  (5  —  ni)  dimensions  du  domaine  X;  si  les  9  dépen- 
dent de  r  paramètres/?,,  ...,  p^,  chaque  détermination  des/?  donnera  l'une 
de  ces  multiplicités.  Ces  multiplicités  peuvent  présenter  des  singularités  :  si  la 
présence  de  l'une  d'elles  exige  g  relations  entre  les  p,  on  dira  qu'elle  appar- 
tient au  ^''■»"  ordre  d'exception  et  on  la  désignera  par  B  . 

L'étude  des  B,  est  de  beaucoup  la  plus  importante;  cela  résulte  en  partie 
de  ce  qu'on  peut  passer  d'une  multiplicité  à  une  auti-e  sans  que  les  multipli- 
cités intermédiaires  présentent  d'autres  singularités  que  des  B,.  Si  une  singu- 
larité B  doit  être  obtenue,  on  s'arrangera  pour  que  les  diverses  relations  entre 
les  paramètres  ne  soient  vérifiées  que  l'une  après  l'autre;  on  aura  ainsi  décom- 
posé B    en  singularités  Bj. 

Il  y  a  aussi  des  singularités  que  présentent  de  façon  permanente  les  multi- 
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plicités  considérées  :  si  l'adjonction  d'une  nouvelle  condition  les  transforme 
en  singularités  Bi,  on  les  désignera  par  B„;  si  cette  transformation  exige 
Ç-+-I  relations,  on  les  désignera  par  B_  . 

Par  exemple,  si  le  domaine  X  est  un  point  x,  y,  z  de  l'espace  ordinaire,  et 
si  l'on  considère  les  surfaces  d'ordre  n  comme  des  multiplicités  dépendant  de 

^  n  («--i- 6« -T- II)  paramètres  :  les  ombilics,  les  plans  triplement  tangents,  les 

tangentes  quadruples  sont  des  singularités  B,;  les  plans  quadruplement  tan- 
gents, les  nœuds  et  les  points  d'osculation  sont  des  singularités  B,.  Par  contre, 
les  plans  doublement  tangents,  les  tangentes  triples  sont  des  B_,  parce  qu'on 
peut  encore  les  assujettir  à  une  condition  sans  qu'elles  cessent  de  se  présenter 
sur  une  surface  générale  d'ordre  n.  Le  plan  tangent  simple  est  une  B_;,' la 
tangente  en  un  point  une  B_3. 

Sur  la  déformation  linéaire  effective  et  non  effective.  —  Sur  les  B,  qui 
peuvent  être  regardés  comme  des  B,  multiples.  —  Sur  la  décomposition  des  B^. 
—  Décomposition  des  rebroussements  et  des  noeuds  biplanaires.  —  Déformation 
du  point  multiple  d'ordre  m.  —  Déformation  du  point  triple.  —  Sur  le 
nombre  maximum  des  courbes  qui  viennent  se  toucher  en  un  point  triple 
d'une  courbe. 

Franklin  {F.).  —  Remarque   sur  un  point  de  la  Théorie  des 
fonctions  abéliennes  de  Riemann.  (3o8). 

Burkhardt  {II-).  —  Sur  un  lliéorème  fondamental  de  la  théorie 
des  groupes  finis  de  substitutions  linéaires.  (Sog-Sia). 

.M.  Ivlein  a  donné  {Math.  Annalen.  t.  XV)  une  méthode  permettant  de 
former  des  fonctions  homogènes  et  entières 

Y       Y„  Y 

des  n  variables  ;r,,  x^,  ...,  x„  qui  subissent  les  substitutions  linéaires  d'un 
groupe  r  (formé  d'un  nombre  limité  de  substitutions)  quand  les  x  subissent 
les  substitutions  d'un  groupe  isomorphe  G. 

11  emploie  pour    cela    une    fonction    entière    homogène   cp(.r,,  .r,, >^„) 

dont  les  différentes  valeurs  par  les  substitutions  de  G  ne  sont  pas  liées  par 
certaines  relations  homogènes  à  coefficients  constants.  L'auteur  établit  que 
pour  chaque  groupe  G  on  peut  toujours  former  une  fonction  s  satisfaisant  à 
ces  conditions. 

Burkhardt   (//•)•    —    Recherches  sur  les   fonctions   modulaires 
hyperelliptiques  (3''  Partie).  (3  i  3-343). 

La  dernière  partie  de  ces  recherches  (Cf.  Malli.  Annalen.  t.  XXXVL  XXXVIII  ) 
a  pour  objet  le  développement  des  relations  entre  le  problème  de  la  trisection 
des  fonctions  liyperelliptiques  et  celui  des  vingt-sept  druites  de  la  surface 
générale  du  troisième  ordre.  M.  Jordan  a  montré  que  les  groupes  correspon- 
dants sont  isomorphes;  .M.  Klein  a  esquissé  la  réduction  effective  des  pro- 
blèmes l'un  à  l'autre;  il  restait  à  la  réaliser.  C'est  ce  que  l'auteur  se  propose 
de  faire,  en  développant  une  méthode  géométrique  employée  par  M.  Wilting, 
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Diss.  Gôttingen,  1887;  Math.  Annalen,  t.  XXIX)  par  l'iniroduclion  des  coor- 
données de  la  droite.  Le  problème  des  vingt-sept  droites  est  ramené  à  la  tri- 
section des  fonctions  hyperelliptiques. 

Kneser  {A.).  —  Remarques  sur  le  cas  irréductible  de  l'équation 
du  troisième  degré.  (344-'^48)- 

Une  équation  du  troisième  degré,  irréduclible  dans  un  domaine  de  rationa- 
lité réel  et  qui  possède  trois  racines  réelles  ne  peut  être  résolue  par  l'emploi 
de  radicaux  réels.  Toute  équation  irréduclible  dans  un  domaine  réel  de  ratio- 
nalité et  résoluble  par  l'adjonction  de  radicaux  réels  a  pour  degré  une  puis- 
sance de  2. 

M.  Kneser  établit  à  nouveau  ces  propositions  qui  ont  déjà  fait  l'objet  des 
recherches  de  MM.  Holder  {Math.  Ann.,  t.  XXXVIII)  et  Mollunie  {Comptes 
rendus  de  l'Académie  de  Nap/es,  juin  1890). 

Kneser  (A.).  —  Quelques  théorèmes  généraux  sur  les  formes  les 
plus  simples  des  courbes  planes.  (349-3'y6). 

Quelles  formes  peut  présenter  une  branche  de  courbe  aiïectéc  d'une  singu- 
larité donnée?  Quel  est  le  nombre  des  points  d'intersection  d'une  droite  avec 
une  courbe  de  caractère  déterminé;  le  nombre  des  tangentes  menées  d'un 
point  à  une  telle  courbe?  L'auteur  se  propose  de  préciser  ces  questions  et  d'y 
répondre  dans  le  cas  des  singularités  les  plus  simples.  Ce  travail  est  à  rap- 
procher de  certaines  remarques  de  Môbius  {Sur  les  formes  principales  des 
courbes  du  troisième  ordre)  et  de  la  Note  Sur  la  forme  des  courbes  sphé- 
riques  {Œuvres,  t.  II).  La  méthode  de  recherche  adoptée  a  déjà  été  employée 
par  l'auteur  {Math.  Ann.,  t.  XXXIV). 

Propriétés  de  l'arc  de  courbe  sans  singularités.  —  Courbes  avec  tangentes 
doubles  et  points  doubles.  —  Courbes  avec  point  d'inflexion. 

Maiirer  {L.).  —  Sur  les  fonctions  d'une  variable  réelle  qui  pos- 
sèdent des  dérivées  de  chaf[ue  ordre.  (3-7-402). 

L'auteur  suppose  toutes  les  dérivées  finies  en  tous  les  points  d'un  cer- 
tain intervalle  {a,  6),  aucune  d'entre  elles  ne  pouvant  s'annuler  qu'en  un 
nombre  limité  de  points  de  l'intervalle.  Ce  nombre  peut  naturellement 
dépasser  toute  quantité  donnée  quand  l'ordre  de  la  dérivée  augmente  indéfini- 
ment. 

Voici  les  conditions  qu'il  obtient  pour  l'existence  de  toutes  les  dérivées  : 

1°  La  fonction  est  continue  dans  l'intervalle  (a,  b); 

2°  Si  l'on  divise  (a,  b)  en  n  parlies  égales  et  si  l'on  forme  les  dilTérences 
premières,  secondes,  etc.  de  la  fonction  pour  ces  nouveaux  intervalles,  pour 
n  suffisamment  grand  : 

a.  Deux  différences  consécutives  ne  peuvent  s'annuler; 

b.  Si  une  différence  s'annule,  celles  qui  sont  relatives  aux  deux  intervalles 

qui  comprennent  celui  auquel  elle  se  rapporte,  sont  de  signes  contraires; 

3°  Un  intervalle  auquel  correspond  un  changement  de  signe  des  difTérences 
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d'ordre  p  n'a   aucun  point  commun  avec  un  intervalle  auquel  correspond  un 
changement  de  signe  des  différences  d'ordre  (/?  +i). 

4»  Le  nombre  des  changements  de  signe  que  peuvent  présenter  les  diffé- 
rences d'ordre  p  ne  peut  dépasser  une  certaine  limite,  quelque  grand  que  soit  n. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes. 

Hunvitz  (>J.).  —  Sur  les  domaines  algébriques  qui    admettent 
des  transformations  uniformes.  (4o3-442). 

I.  Toute  surface  de  Riemann  (  irréductible)  dont  le  genre /?  est  supérieur  à  i, 
ne  peut  admettre  qu'un  nombre  fini  de  transformations  uniformes.  M.  Hur- 
witz  en  donne  une  démonstration  nouvelle,  dont  un  point  essentiel  est  constitué 
par  la  recherche  des  points  d'une  surface  de  genre  /),  qui  peuvent  être  des 
pôles  d'ordre  inférieur  à  (p -h  j)  d'une  fonction  algébrique  uniforme  sur  la 
surface,  n'ayant  qu'un  seul  pôle. 

Le  nombre  de  ces  points  est  toujours  />(/>-— 0  lorsque  chacun  deux  est 
compté  avec  un  certain  degré  de  multiplicité. 

M.  Hurwitz  montre  que  le  nombre  des  points  réellement  distincts  dépasse 
toujours  2p  +  2,  sauf  pour  une  surface  hyperelliptique,  auquel  cas  il  est  2p,+  2. 

Si  l'on  exclut  ce  dernier  cas,  ces  points  sont  identiques  avec  ceux  de  la 
courbe  des  adjointes  ç,  dans  l'espace  à  {p  —  i)  dimensions,  où  la  courbe 
admet  p  points  en  commun  avec  un  plan  tangent.  L'auteur  éludie  également 
les  points  de  cette  courbe  où  une  surface  d'ordre  A-  (A>i)  la  coupe  en 
(2A'  —  OC/' — ')  points  confondus. 

IL  La  surface  de  Riemann  la  plus  générale  qui  admet  un  groupe  fini  de 
transformations  uniformes  peut  s'obtenir  en  plaçant  sur  une  surface  quel- 
conque 4>,  (/•  —  i)  surfaces  identiques  et  les  réunissant  d'une  certaine  manière. 
Les  suifaces  ainsi  obtenues  sont  naturellement  les  surfaces  régulières,  étudiées 
par  ALM.  Klein  et  W.  Dyck,  qui  sont  définies  par  une  résolvante  de  Galois. 

Si  une  surface  de  Riemann  F,  de  genre  p,  recouvre  r  fois  une  surface  <l>  de 
genre  o,  on  a  l'équation 

2/?  —  2  =  \>'  -r-  /•( 2 nj  —  2  ), 

w  désignant  le  nombre  des  points  de  ramification  de  F  sur  <P.  M.  Hurwitz 
déduit  de  cette  relation  celle  obtenue  par  M.  Zeuthen  entre  les  genres  de  deux 
surfaces  de  Riemann  qui  se  correspondent  algébriquement.  Celte  équation  le 
conduit  également  à  compléter  la  proposition  qui  fait  l'objet  de  la  première 
Partie  : 

Une  sur/ace  de  Piemann  de  genre  p  ne  peut  admettre  plus  de  84(/>  —  1) 
transformations  uniformes. 

III.  Si  la  surface  de  Riemann  K  de  genre  p,  supérieur  à  i,  admet  un  groupe 
de  transformations  uniformes,  on  peut  faire  correspondre  à  ce  groupe  un 
groupe  de  transformations  linéaires  cl  homogènes  des  dilTérenlicUcs  de  pre- 
mière espèce.  Les  deux  groupes  sont  isomorphes. 

L'auteur   s'occupe   de  la   détermination   des  racines   de    l'cqualion   caracté- 


REVUE  DES   PUULICATIONS.  7J 

ristiquc  relative  à  l'une  de  ces  transformations  linéaires;    il    y   parvient  par 
l'étude  de  fonctions  à  multiplicateurs. 

Tous    ces   résultats  admettent  des   applications  multiples  à   la  théorie   des 
fonctions  modulaires  elliptiques. 

Friche  (-/?.)•  —  Sur  le  caractère  arilhméliqiie  des  fonctions  du 
triangle  (fonctions  de   Scliwarz)   à  ramifications  (2,  3,  7)    et 

(2,4,7)-  (44^-468). 

Il  s'agit  ici  de  la  nature  arithmétique  des  eocfficienls  d'une  substitution 

a-r,  -t-  3 


qui  fait  partie  d'un  groupe  infini  discontinu.  M.  Poincaré  a  découvert  un 
moyen  de  définir  arilhmétiquement  de  tels  groupes,  par  les  transformations  de 
certaines  formes  quadratiques  quaternaires  en  elles-mêmes.  Ces  gr(jupes  ont 
été  étudiés  et  étendus  par  MM.  StoulT  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  1891),  Bianchi  {Bendiconti  délia  Accadeniia  dei  Lincei,  1890- 
1891)  et  Fricke  {Math.  Ann.,  t.  XXXVIII,  XXXIX). 
Pour  parvenir  à  des  résultats  plus  généraux,  l'auteur  étudia  récemment  les 

fonctions  de  Schwarz  si—,  ^)  —  ;  x\  qui  jouent  un  rôle  si  important  dans  la 

théorie  des  fonctions  modulaires  elliptiijues  :  les  coefficients  des  subslilutions 
sont  formés  dans  ces  cas  avec  les  entiers  d'un  corps  algébrique  fini.  Le  présent 
travail  s'occupe  du  cas  où  ce  corps  est  le  corps  cubique  défini  par  la  résolvante 
pour  les  périodes  à  deux  termes  des  racines  septièmes  de  lunité. 

Story  (  W.-E .).  —  Sur  les  covarianls  d'un  système  de  formes. 
(469-490). 

La  démonstration  donnée  par  M.  Hilbert  {Math.  Ann.,  t.  XXXVI)  pour 
l'existence  d'un  nombre  limité  d'invariants  et  de  covarianls  d'un  s^-stème  de 
formes,  au  moyen  desquels  les  autres  s'expriment  rationnellement,  procède  par 
trois  étapes  successives  : 

1°  Expression  linéaire  de  chaque  invariant  au  moyen  d'un  nombre  fini  d'in- 
variants déterminés; 

2°  Remplacement  des  coefficients  par  leur  expression  analogue  à  l'aide  d'in- 
variants ; 

3°  Application  répétée  des  deux  opérations  1  et  2  aux  coefficients  jusqu'à  ce 
que  les  invariants  subsistent  seuls. 

Pour  les  formes  binaires,  la  seconde  partie  du  théorème  de  M.  Hilbert 
dépend  du  théorème  suivant  : 

Chaque  fonction  homogène  et  isobare  des  coefficients  de  la  forme 

«„ x'[  -t-  (  -  ) a^X"''^ X.,  +  .  .  .  , 
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nr 


de  degré  r  el  de  poids  p  =  — >  donne  par  application  de  l'opération 
AD   _  A-D-  _  A^ D^ 

'  "  TTH  "^  ÏTTT      3 : 4  !  "^  '  '  ' 

D  =  o„  — -  +  2fl,-^^ i- A  =  /m,-_ r-(«— i)a.,-r h... 

•"  ^a^  '  da,  (>ao  '    '  dfli 

un  invariant  de  cette  forme. 

La  démonstration  de  M.  Hilbert  est  différente  lorsque  le  nombre  des  variables 
dépasse  2. 

M.  Story  étend  le  théorème  précédent  aux  formes  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  et  constitue  ainsi  une  nouvelle  démonstration  complète. 

Baur  (L.).  —  Les  idéaux  de  Dedekind-Weber  dans  un  corps 
hyperelliptique.  (4ii-5o8). 

Réponse  à  des  objections  formulées  par  M.  Hensel  {Journal  de  Crelle, 
t.  109)  au  sujet  du  travail  de  M.  Dedekind  :  Théorie  des  fonctions  algébriques 
d'une  variable  (Journal  de  Crelle,  t.  92).  M.  Baur  traite  en  détail  le  cas  d'un 
corps  hyperelliptique 

(i-=  {z-a,)...{z-a,,^). 

Sc/iur  (F.).  —  Sur  le  caractère  analvllque  des  fonctions  qui  défi- 
nissent les  transformations  d'un  groupe  lîni  el  continu,  (oog- 
538). 

M.  Lie  a  annoncé  que  tout  groupe  transitif,  défini  par  des  équations  qui 
peuvent  être  soumises  à  un  certain  nombre  de  différentiations,  est  semblable 
à  un  groupe  défini  par  des  équations  analytiques.  L'auteur  se  propose  d'éta- 
blir ce  théorème  avec  toute  la  précision  désirable.  Il  est  amené  dans  ce  but  à 
réduire  tout  groupe  transitif  à  une  forme  canonique,  dans  laquelle  intervien- 
nent de  façon  bien  déterminée  les  constantes  de  structure  c,ij. 

Zeulhen  (II. -G.).  —  Exemples  de  la  délerminalion  des  conicjues 
d'un  système  donné  qui  satisfont  à  une  condition  donnée. 
(539-544). 

Exemples  de  cas  où  la  règle  de  Chasles,  a  a -h  ^v,  souffre  une  exception. 

Dochlemann  {K-)-  —  Sur  les  systèmes  linéaires  dans  le  plan  et 
dans  l'espac(;  et  sur  leur  jacobienne.  (545-070). 

Étude  des  singularités  que  présente  en  général  un  système  linéaire  de 
courbes  ou  de  surfaces,  avec  application  particulière  aux  faisceaux,  aux  réseaux 
et  à  leurs  jarobiennes. 
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Stcickel  {P.).  —  Sur  la  réduction  d'un  problème  de  Dynamique 
à  des  intégrales  hvperelliptiques.  (5jo-58o). 

Il  s'agit  des  cas  où  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  de  révolution, 
avec  une  fonction  de  forces,  se  ramène  à  des  intégrales  hvperelliptiques  çi/eZ/e^ 
que  soient  les  conditions  initiales. 

L'auteur  étudie  en  particulier  les  surfaces  de  révolution  dont  les  géodésiques 
s'expriment  par  des  intégrales  hvperelliptiques  ou  elliptiques.  Les  cas  de  réduc- 
tion à  ces  intégrales  du  mouvement  d'un  point  pesant  sont  également  déter- 
minés. 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  une  extension  de  la  formule  de  Stirlinsr. 
(oSi-ygo), 

L'auteur  se  propose  de  montrer  que  l'intégrale  de  Raabe 


/ 


rt  +  i  

logr(  j;)  dx  =  a  loga  —  a  -t-  logy  1- 


donne  une  méthode  facile  pour  obtenir  l'expression  de  la  quantité 

log[^(a-^çj^(a  +  I-ï)] 
en  supposant  î  compris  entre  o  et  i,  lorsque  a  est  un  grand  nombre.  Il  retrouve 
ainsi,  par  une  nouvelle  voie,  dans  les  cas  ç  =  o,  ç  =  -,  les  séries 

logr(a)  =(a—-\\os,a-a  +  \ossl'^.-^y  (-')"''B 

"     ^     ■^  \  -ij  ..:-«  2«(2  7i  — i)a-"-' 

I        r-l  '\  .  ,  '—  V     f-»)"(2^»-'— I)B„ 

logr    a  -î-  -  )  =  a  loga  —  a  —   og  v'2~  -f-   > ~^ ^^r-^.  > 

"    \  2/  "  ="  ^  ^  2«{2n  — i)(2a)-"-' 

découvertes  par   Stirling  et  par  Gauss.   où   B,,  B^,  ...  désignent  les  nombres 

de  BernouUi  -,  -— ,  •••  avec  leurs  termes  complémentaires. 
D    60 

Hermite  signale  en  particulier  l'usage  qu'on  peut  faire  pour  le  même  objet 

d'une  formule  de  Stielljes  {Journal  de  Mathématiques,  t.  V). 

Busche  (E.).  —  Sur  le  rapport  anharmoniquc  de  quatre  points 
dune  droite.  (591-096). 

Hamburger  (M.)-  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  complètes  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  à  deux  variables. 
(Extrait  d'une  Lettre  à  M.  A.  Maver).  (097-600). 

Soit  F(a7,  7,  y')  =  (r'—  'y,  )(jk'— ■!/,). . .(  r  —  v„)  =  o   l'Ile  équation   dilTé- 
rentielle  de  degré  n  en  y'  ;  soit  alors 

M_^  const. 
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riiitégrale   de   y' — y^=  o:   on  peut   écrire  l'intégrale  générale  de    l'équation 
F  =  o  sous  la  forme 

(«,  — c)(f<,—  c)...{it„—c)  =  {Ui—c)/,{x.  y,  c)  =  o. 

Des  équations 

fiix,  y,  r)  =  0,         ii^—c=  o, 

on  déduit  par  élimination  de  y 

o{c,  y,  x)  =  o, 

et  la  fonction  c  ainsi  définie,  portée  dans  l'équation  u^  —  c  =  o,  donne  encore 
une  intégrale  complète  de  Féquation  F  =  o, 

Scheffers  {G.}.  —  Sur  la  réduclibililé  des  systèmes  de  nombres 
complexes.  (6oo-6o4)- 

Rectification  à  un  travail  antérieur  {Malh.  Jnn.,  t.  XXXIX);  démonstration 
du  théorème  rectifié. 


Tome  XLII;  1893. 

Klein  (F-)-  —  Sur  des  relations  de  réalité  pour  la  courbe  nor- 
male des  cp,  dans  le  cas  d'un  genre  quelconque.  (1-29). 

M.  Klein  se  propose  l'étude  des  propriétés  réelles  des  courbes  algébriques 
en  partant  d'une  surface  de  Riemann  avec  ses  feuillets  et  ramifications  comme 
clément  donné,  ce  qui  permet  de  mettre  en  évidence  les  modules  :  parmi 
toutes  les  courbes  associées  à  une  telle  surface  il  considère  spécialement  la 
courbe  des  adjointes  .p  et  rattache  ainsi  le  Mémoire  actuel  à  des  travaux  anté- 
rieurs sur  les  courbes  planes  du  4'  ordre  {Math.  Ann.,  t.  X,  XII).  Toutes  les 
méthodes  données  alors  pour  p  —  2>  sont  étendues  à  p  quelconque  et  l'exten- 
sion n'avait  pu  être  faite  en  partant  de  l'équation  algébrique  qui  définit  la 
courbe. 

Différentes  sortes  de  surfaces  de  liiemann  symétriques,  en  particulier 
dans  le  cas  hyperelliptique.  —  Une  surface  de  Riemann  est  symétrique  quand 
elle  admet  une  transformation  conforme  de  période  2  en  elle-même,  qui  ren- 
verse le  sens  des  angles  :  elle  correspond  à  une  courbe  algébrique  réelle.  On  la 
dit  orthosymétrique  quand  elle  se  partage  en  deux  parties  séparées  lorsqu'on  la 
coupe  le  long  des  lignes  de  symétrie,  diasymétrique  dans  le  cas  contraire. 
Les  surfaces  de  chaque  espèce  qui  ont  le  même  nombre  de  lignes  de  syniéirie 
forment  un  continu  d'un  seul  tenant  :  on  passe  de  l'une  à  l'autre  par  défor- 
mation continue  sans  changer  le  nombre  des  lignes  de  symétrie  et  la  nature 
de  la  surface.  Il  suffit  donc  d'étuilicr  les  surfaces  hyperelliptiques 
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Courbe  normale  des  y.  —  Elle  est  déflnie  par  les  formules 
9,  :  -f ,:...:  a  —  ch\\  :  dn\^  : . . .  '.dw^, 

où  les  iv  sont  des  intégrales  distinctes  de  première  espèce.  On  peut  s'arranger 
pour  que  les  rapports  des  dw  prennent  des  valeurs  conjuguées  en  des  points 
SN'métriques  de  la  surface;  aux  a  lignes  de  symélrie  correspond  alors  une 
courbe  réelle  des  »  à  a  branches  séparées.  Propriétés  de  cette  courbe. 

La  méthode  des  points  doubles  permet  de  passer  par  déformation  continue 
d'une  courbe  quelconque  à  une  courbe  qui  n'a  que  des  points  doubles  isolés. 

M.  Klein  étudie  ensuite  en  détail,  au  point  de  vue  de  la  réalité,  les  domaines 
définis  par  une  équation  d'ordre  a  entre  les  9  '■  f.^^  o.  Si  le  domaine  touche 
la  courbe  des  es  partout  où  il  la  rencontre,  on  le  désigne  par  F.^^—o.  Le  cas 
hyperelliplique  est  soumis  à  un  examen  spécial. 

La  suite  du  travail  est  consacrée  au  problème  suivant  : 

Déterminer  sur  une  surface  symétrique,  avec  >v  lignes  de  symétrie  (a>o), 
un  système  de  sections  canoniques  tel  que  l'on  puisse  préciser  pour  les  inté- 
grales normales  y,^  la  réalité  des  périodes  t,^^,  de  façon  à  pouvoir  aborder  au 
point  de  vue  de  la  réalité  lélude  des  problèmes  d'inversion. 

M.  Klein  étudie,  par  exemple,  l'expression  des  F  au  moj'en  des  séries  thêta 
et  détermine  le  nombre  des  faisceaux  réels  de  F.^^  et  de  F,. 

Blanchi  {L.).  —  Stir  les  groupes  de  subslilulions  linéaires.  (3o- 
57)- 

Ces  recherches  servent  de  complément  à  celles  publiées  dans  le  Tome  XL 
de  ces  Annales.  On  y  a  observé  que  les  groupes  des  corps  quadratiques 

p('/5)         pf/^'ë)         p(/v'l0)         p('vl3)         pV         2  / 

sont  contenus  comme  sous-groupes  exceptionnels  dans  des  groupes  plus  étendus; 
l'auteur  forme  ici  ces  groupes  plus  étendus.  Les  coefficients  des  substitutions 
sont  toujours  des  entiers  algébriques,  mais  ils  appartiennent  à  des  corps  algé- 
briques de  degré  supérieur  à  2.  11  détermine  également  les  polyèdres  fonda- 
mentaux des  groupes 

p('v'u)      p((>'n)      p(/v'2Î)      p(/V^;      p\      2      /_ 

La  seconde  Partie  du  travail  rattache  la  théorie  des  substitutions  linéaires 
formant  un  groupe  discontinu,  à  coefficients  complexes,  à  celle  des  formes 
quadratiques  quaternaires  réelles.  C'est  une  extension  des  résultais  de  M.  Poin- 
caré  [Les  fonctions  fuchsiennes  et  l'Arithmétique  (Journal  de  Math., 
série  IV,  t.  III,  1887)]. 

A  chaque  groupe  discontinu  quaternaire  qui  conserve  la  forme 


correspond  un   groupe   discontinu  de  substitutions  (A)  ;'=      "^  à  coeffi- 

cients complexes.  Au  groupe  arithmétique  reproduisant  une  forme  arithmé- 


8o  SECONDE   PARTIE. 

tique  (à  coefficienls  entiers)  correspond   un  groupe  polyédrique,  les  coeffi- 
cients de  la  substitution  étant  des  nombres  algébriques.  Aux  groupes  Y     '' 
étudiés   plus  haut  correspond  un   sous-groupe  du  groupe  arithmétique  repro- 
duisant la  forme 

M.  Klein  a  observé  qu'un  groupe  polyédrique  (A)  improprement  discontinu 
pouvait  devenir  proprement  discontinu  lorsqu'on  envisage  simultanément 
deux  variables  z,  t 

-'       ^-'+?  /'-  «^"-- 

•>   ^  ^>  i   —   — : ^"  ■ 


Cette  remarqua  permet  de  passer  de  fonctions  fuchsiennes  des  deux  variables 
z,  t  aux  fonctions  Inperabéliennes  de  M.  Picard,  dont  l'étude  a  été  rattachée 
par  ce  dernier  à  celle  de  la  forme  quaternaire,  citée  plus  haut. 

Hoyer  (P.).  —  Sur  les  «  liaisons  dans  une  suite  »  avec  une  appli- 
cation à  la  théorie  des  substitutions.  (58-88). 

L'étude  des  changements  que  subissent  les  liaisons  entre  les  divers  feuillets 
d'une  surface  de  Riemann  aux  lignes  de  passage  quand  on  change  ces  dernières, 
a  conduit  à  envisager,  au  point  de  vue  de  la  forme,  des  substitutions  iden- 
tiques mises  sous  forme  de  produits  de  substitutions  circulaires.  L'auteur 
étudie  ici  des  questions  analogues  sous  un  point  de  vue  général  et  abstrait. 

Dantscher  (^.).  —  Sur  la  théorie  des  maxima  et  niininia  d'une 
fonction  de  deux  variables.  (89-131). 

En  opposition  avec  un  jugement  hâtif  de  L.  ScheefTer  {Math.  Ann., 
t.  XXXV),  l'auteur  montre  qu'on  peut  parfaitement  conclui'e  les  propositions 
relatives  au  maximum  et  au  minimum  dune  fonction  de  deux  variables  en  un 
point,  de  l'étude  de  la  même  fonction  sur  toutes  les  droites  issues  du  point,  à 
condition  de  préciser  sur  chacune  d'elles  l'étendue  de  l'intervalle  dans 
lequel  certaines  inégalités  sont  vérifiées. 

Gordaii  (/"*.).  —  Sur  un  théorème  de  Hilberl.  {\Zi-\f\'i). 

Hilbert  a  démontré  que  tous  les  invariants  d'une  forme  s'expriment  ration- 
nellement à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'entre  eux.  M.  Gordan  remarque  que  Hil- 
bert a  seulement  établi  l'existence  des  invariants  »  qui  constituent  le  système 
complet  sans  en  indiquer  la  formation  elTcctivc  ou  les  propriétés;  il  donne 
une  nouvelle  démonstration  comblant  ces  lacunes,  dans  laquelle  il  utilise, 
dit-il,  certaines  idées  de  la  théorie  des  nombres  de  Dedekind  introduites  par 
Hilberl  dans  la  théorie  des  formes. 

Netlo  {E .).  —  Sur  la  théorie  des  «  svstèmes  de  triples  ».  (i4'^- 
i;")2). 

Si    l'on    peut  grouper  par  trois,   n   éléments  x^.  x^,    ....  x,,  de   façon   que 
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cliaque  coniLinaison  cc^x^  figure  une  fois  et  une  fois  seulemenl  clans  l'un  de 
CCS  groupes,  leur  ensemble  constitue  un  «  système  de  triples  ».  Noelher  a 
7t)onlré  que  les  racines  de  Téqualion  modulaire  du  8"  degré  conduisent  par 
leur  résolvante  du  7°  ordre  à  de  tels  systèmes.  L'équation  de  Hesse  (points 
d'inflexion  d'une  cubique)  du  neuvième  degré  conduit  aussi  à  un  système  de 
triples.  L'auteur  indique  de  nouvelles  propriétés  de  ces  systèmes. 

Parmi  les  nombres  n  (qui  sont  de  ht  forme  6m-\-i  ou  6/»  -t- 3  )  inférieurs 
à  100,  il  reste  encore  à  examiner  n  =  25.  n  =  8ô.  M.  Nctto  a  donné  des  prin- 
cipes permettant  de  former  les  groupes  de  triples  dans  tous  les  autres  cas. 

Piingsheini  (i-)-  —  Sur  la  ihéorie  de  la  série  de  Taylor  et  les 
fonctions   analvtif[ues  dont  le  domaine  d'existence   est  borné. 

(i53-i84). 

Etude  des  diverses  circonstances  qui  peuvent  se  présenter  quand  une  fonc- 
tion de  variable  complexe  n'est  pas  développable  par  la  série  de  Taylor  au  voi- 
sinage d'un  point.  Exemples. 

Formation  à  l'aide  de  suites    7    '- — ;  de  fonctions  ([ui  sont  finies  et  conti- 

V 

nues  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  à  l'intérieur  d'un  certain  cercle  et  sur  ce 
cercle  et  qui  n'admettent  pas  de  continuation  analytique  au  delà. 

Formation  de  fonctions  qui  ne  peuvent  être  développées  par  la  série  de 
Taylor,  en  tous  les  points  d'une  ligne,  parce  qu'il  existe  sur  cette  ligne  un 
ensemble  dense  de  points  en  lesquels  les  dérivées  croissent  assez  vite  pour  que 
la  série  de  Taylor  diverge. 

Burkhardt  (//•)•   —   Stir  l'expression    de   cas    partictiliers    des 
formes  primaires  automorphes  par  des  séries  thêta  spéciales. 

(i85-2i4)- 

Lorsque  les  différences  des  exposants  d'une  équation  difTérenticlle  liypcr- 
géométrique  sont  des  inverses  de  nombres  entiers 

I  1  1 

À  =    ,  ,  a  =  —  ;  V  =  -  , 

(  m  n 

l'argument  x  est,  on  le  sait,  une  fonction  uniforme  automorplic  du  rapport  r, 
de  deux  solutions  particulières.  On  peut,  en  posant 


s'arranger  pour  que  Xi  et  x„  soient  des  formes  automorphes,  sans  singularités, 
de  -r^^  et  t,,.  Cette  propriété  appartient  aussi,  d'après  Halphen,  aux  formes 
irrationnelles 

I  i 

9  =  (^a)',  '!j  =  {xb)"',        ■/---:.  {xc)'\ 

a,  b,  c  désignant    les   points  de  ramification.  -M.  Klein  en  ap[)elanl  l'attention 
Bull,  (les  Sciences  nuil/icin.,  2'  série,  t.  XWTI.   (Mai   i;)o3.)  R.G 
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sur  l'expression  de  t,,,  t,^  par  des  périodes  d'inlégrules  abéliennes  de  première 
espèce  a  exprimé  l'opinion  que  les  séries  6  correspondantes  pourraient  con- 
duire   à    des    expressions    analytiques    pour    les    formes    primaires   9.   Ç,    y. 

M.  Burkliardt  a  confirmé  cette  vue  dans  les  deux  cas  les  plus  simples  (  À  =  a  =  -, 

V  =  o:   A  =  -,   |JL  =  V  =  o)  tout  en  rencontrant  des  difficultés  sérieuses  dans  le 

o  j 

cas  général. 

Horii  {J-)-  —  Sur  rinlégration  des  systèmes  d'éqiialions  aux 
dérivées  partielles  à  deux  variables  indépendantes.  (214-252). 

Il  s'agit  de  Textension  des  théories  et  résultats  de  Fuclis  sur  les  équations 
didVrentielles  linéaires  aux  systèmes  à  deux  variables  indépendantes  qui  peu- 
vent se  mettre  sous  la  forme  aux  différentielles  totales 

(a,  ?  =  1,  ....  m), 
oh  les  coefficients  satisfont  aux  condilions  d'intégrabilité 

,     (  F,..  G.,3  -  G„.,  F..3  )  =  _^?  _  _^- . 

y 

Ces  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y  dont  les  dénomina- 
teui'S  sont  des  produits  de  facteurs  irréductibles  o{x^  y);  M.  Horn  cherclie 
d'abord  la  forme  générale  du  système  pour  lequel  les  solutions  sont  régulières 
au  voisinage  d'un  point  du  domaine  singulier  o{x,  y)  =  o;  il  se  propose 
ensuite  de  calculer  ces  solutions. 

La  réduction  du  système  à  une  forme  canonique  et  l'élude  des  solutions 
sont  faites  dans  le  cas  ou  le  délerniinant  caractéristique  n'a  que  des  divi- 
scui's  élémentaires  simples. 

Bolza  {O.).  —  Sur  la  délinilion  du  groupe  d'une  équation, 
donnée  par  Kronecker.  (?.53-2j()). 

Muth  (/■*•) —  Sur  les  i'ormes  bilinéalres  ternaires.  (256-2-2). 

Contribution  à  l'éluch^  du  cas  oii  toutes  les  formes  d'un  faisceau  de  formes 
ternaires  liilinéaires  sont  singulières,  c'est-à-dire  oii  leur  déterminant  est  nul. 

Slekloff  [\V.).  —  Sur  le  inouvetnent  d'un  corps  solide  dans  un 
liquide.  (2-3-2-'î). 

Dobriner  {II-)-  —  lleniarqucs  sur  le  Mémoire  de  M.  Rélhy  : 
Sur  rc^^alitc  des  surfaces  {Math.  Aiii}.,  t.  X\X\  III).  (27.')- 
284). 
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Dobrincr  (f/.).  —  Ln  théorème  de  Bolvai  et  son  application 
aux  surfaces  planes.  (285-2C,6  ). 

Jiélhy  (M.).  —  Sur  légalité  des  surfaces.  (  2(jj-.joj). 
Réponse  aux  remarques  de  .M.  Dobriner. 

Malien  (Th.).  —  Rectification  au  Mémoire  :  Sur  les  sjslènïes 
de  nombres  complexes.  (3io-3i2). 

11  s'agit  des  propriétés  de  l'équation  de  Ivilling  d"un  système  de  nombres. 
Ililbert  (D.).   —  Sur  les  systèmes   complets   d'invariants.  (3i4- 

3:3). 

La  limitation  des  invariants  d'un  système  complet  est  le  point  de  départ  des 
recherclies  actuelles  de  l'auteur.  Il  se  propose  d'établir  que  la  théorie  des  inva- 
riants peut  être  regardée  comme  une  application  particulière  de  la  théorie 
générale  des  corps  de  fonctions  algébriques.  Les  méthodes  appliquées  doivent 
suffire  pour  l'étude  des  formes  à  un  nombre  quelconque  de  variables  ou  de 
séries  de  variables,  lors  même  que  les  variables  de  diverses  séries  ne  subiraient 
pas  les  mêmes  substitutions  linéaires;  néanmoins,  pour  la  clarté  et  la  brièveté 
de  l'exposition,  M.  Hilbert  s'est  borné  aux  formes  binaires  ou  ternaires  à  une 
seule  série  de  variables. 

Ce  travail  comporte  une  Table  qui  peut  donner  une  idée  de  son  importance; 
nous  indiquons  seulement  ici  les  titres  des  Chapitres  : 

Le  corps  des  invariants; 

L'évanouissement  des  invariants; 

Le  degré  du  corps  des  invariants: 

La  notion  de  la  forme  nulle; 

La  détermination  des  formes  nulles: 

La  détermination  d'un  système  complet  dinvariants. 

Botzmann  (L.).  —  La  démonstration  du  principe  du  dernier 
multiplicateur,  telle  qu'elle  résulte  des  lois  de  l'équilibre  de  la 
chaleur,  sous  sa  forme  la  plus  simple.  (3j4-376). 

Schijnjlies  {A.).  —  Sur  les  polvgones  formés  d'arcs  de  cercle. 
(Première  Partie,  ?>---^o^). 

Les  recherches  de  M.  Schwarz  ont  montré  l'importance  de  la  considération 
des  triangles  formés  d'arcs  de  cercle.  M.  Klein  a  pensé  à  utiliser,  pour  l'étude 
des  équations  linéaires  du  second  ordre  quelconques,  le  polygone  formé  d'arcs 
de  cercle  sur  lequel  le  demi-plan  est  représenté  par  le  quotient  de  deux  solu- 
tions particulières.  Il  est  nécessaire  pour  cela  de  faire  connaître  de  façon  pré- 
cise les  propriétés  de  ces  polygones  et  de  leur  ensemble;  c'est  là  lobjcl  des 
recherches  de  l'auteur. 
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Dan?  le  -Alémoire  actuel  il  se  borne  aux  polygones  rectilignes  appliques  sur 
un  plan  à  un  ou  plusieurs  feuillets  et  pouvant  présenter  des  points  de  ramifi- 
cation intérieurs. 

Kneser  [A.').    —   Recherches  sur  les  zéros  réels  des  intégrales 
cl'tine  équation  différentielle  linéaire.  (4o9-435). 

Il  s"agit  ici,  comme  dans  les  travaux  classiques  de  Sturni  et  Liouville,  des 
propriétés  des  intégrales  des  équations  difTérentielles.  importantes  pour  les 
applications  à  la  Physique  mathématique.  L'auteur  étudie  en  détail  la  question 
suivante  : 

Les  intégrales  d'une  équation  dilTérentielle  linéaire  s'annulent-ellcs,  oui  ou 
non,  une  infinité  de  fois  lorsque  la  variable  réelle  varie  de  o  à  -^  x'? 

Si  la  fonction /(j:)  est  finie  et  continue  pour  des  valeurs  de  j:  suffisamment 
grandes  et  si    lim  f{x)  est  positive,  toute  intégrale  de  réqualioa 

.r  :^  00 

(•)  y"-^yf{^)  =  o, 

finie  pour  x  suffisamment  grand  et  continue  ainsi  que  ses  deux  premières 
dérivées,  est  oscillante,  c'est-à-dire  s'annule  pour  une  suite  indéfiniment  crois- 
sante de  valeurs  de  x. 

Si  la  fonction  f(x)  est  pour  les  grandes  valeurs  de  x,  finie,  continue  et 
négative,  l'équation  (i)  n'a  pas  d'intégrale  oscillante  :  toute  intégrale  qui  est 
finie  et  continue  pour  les  grandes  valeurs  de  x  ainsi  que  ses  deux  premières 
dérivées  finit  par  être  ou  croissante  et  positive  ou  décroissante  et  négative. 

Si  P,  Q,  P'  sont  pour  de  grandes  valeurs  de  x,  finies  et  continues,  toute 
intégrale  y  de  léquation 

y"-i-  Pr'-h  Qy  =  o, 

finie  et  continue  pour  de  grandes  valeurs  de  x  ainsi  que  ses  deux  premières 
dérivées,  est  : 

1°  Oscillante  si 

J^_.=  (o_ip'-^P=)>'; 

2"  Non  oscillante  si 

lim     ar^fo—  -  V  —  ~  pA  <  \, 

ou  si,  la  limite  précédente  étant  y  >  on  a  pour  x  suffisamment  grand 
M.  Ivncser  étudie  de  même  quelques  équations  d'ordre  supérieur  ù  2. 
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NeLlo  (E.).  —  Sur  la  tliéoiie  des  équalions  al)éliennes.  (4^6- 
45-2). 

Relalioiis  entre  une  équation  abélienne /(vC)  z=  o  et  l'équation  en  y,  qui  en 
dérive  par  la  transformation  y  —  F  {x). 
PZtude  des  propriétés  de  Téquation 

=  O, 

■^{X)  —  X 

oii  Ion  a  posé 

r:(-^)=r[r(-^)]-         --M         ?/+.=  r[?;f-^)]- 

Netlo  {E.).  —  Sur  le  problème  d'intcrpolalion  de  Cauclij. 
(452-456). 

On  sait  que  ce  problème  n'est  pas  toujours  possible;  Fauteur  rétablit  par 
une  méibode  élémentaire  et  donne  les  conditions  sous  lesquelles  il  n'admet 
pas  de  solution. 

LiirotJi  {J-}-  —  Dénionslration  d  un  théorème  de  Berlin!  sur  les 
systèmes  linéaires  de  polvnomes.  (45j-47o). 

Démonstration  algébrique  du  théorème  suivant  : 

Si  tous  les  polynômes  d'un  système  linéaire  sont  décomposables,  ou  bien 
il  existe  un  facteur  commun  à  tous  ces  polynômes,  ou  bien  le  système  se 

décompose  en  polynômes  qui  appartiennent  tous  à  un  même  faisceau. 

SÙ7i07i  (-^J-)-  —  Sur  la  détermination  du  volume  dans  la  Géomé- 
trie de  Lobatschewskj.  (471-484)- 

L'auteur,  par  une  transformation  de  l'élément  de  volume,  établit  simplement 
divers  résultats  de  Lobatschewskj'  et  calcule  les  volumes  des  corps  élémen- 
taires :  sphère,  cône,  cylindre,  prisme  triangulaire,  etc. 

Kœnifisherger  (L.).  —  Remarque  sur  la  démonstration  d'exis- 
tence des  intégrales  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles. (485-488). 

Pick  (G.).  —  Sur  le  système  de  formes  d"un  polygone  formé 
d'arcs  de  cercle,  dont  le  genre  est  nul.  (  '[89-496). 

Aux  sommets  d'un  polygone  fondamental  qui  donne  naissance  à  une  fonc- 
tion automorphe  correspondent  dts  formes  primaires  aulomorphes  {Cf.  IliTTEii. 
Math.  Ann.,  t.  XLI);  l'auteur  étudie  ici  le  déterminant  fonctionnel  et  le  hes- 
sien  de  ces  formes  pour  les  polygones  de  genre  nul. 

Lilienlhal  {II. -Y.).  —  àNote  sur  la  forme  normale  de  Hesse  de 
l'équation  d'un  plan.  (497-5o4). 
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Il  s'agit  d'établir  une  forme  normale  de  l'équation  du  plan,  analogue  à  celle 
de  Hesse.  permettant  la  distinction  entre  les  deux  côtés  du  plan,  sans  qu'il  y 
ait  d'exception  quand  le  plan  passe  par  l'origine.  L'auteur  utilise  seulement  les 
directions  positives  des  axes. 

Lilientlutl  (/?.-[.).  —  Sur  la  courbure  géodésique.  (5o5-525). 

Formules  générales  donnant  les  différentes  courbures.  —  Éléments  linéaires 
de  deux  faisceaux  de  courbes  et  de  leurs  trajectoires  orthogonales.  —  Équa- 
tions fondamentales.  —  Courbures  géodésiques  dans  des  faisceaux  orthogonaux. 
Applications.  —  Courbure  géodésique  de  l'image  sphérique  d'une  courbe  sur 
une  surface. 

Bolza  (O.).  —  Sur  les  relations  linéaires  entre  les  systèmes  fon- 
damentaux d'intégrales  de  l'équation  différentielle  de  Riemann 
qui  correspondent  à  différents  points  singuliers.  (526-536). 

L'auteur  développe,  pour  l'équation  de  Riemann  à  trois  points  singuliers, 
les  relations  entre  les  divers  s^'stèmes  fondamentaux  qui  correspondent  aux 
trois  points  singuliers  de  façon  à  conserver  la  symétrie  par  rapport  à  ces 
points  :  toutes  les  relations  dérivent  de  l'une  d'entre  elles  par  simple  permuta- 
lion  de  lettres.  Une  certaine  réduction  normale  des  sj'stèmcs  fondamentaux  le 
conduit  ensuite  aux  relations  linéaires  les  plus  simples. 

Stdckel  {P •).  —  Sur  le  mouvement  d  un  point  dans  une  multipli- 
cité à  II  dimensions.  (53^-563). 

.Sur  une  classe  remarcjuable  de  mouvements  d'un  point  dans  une  multi|)licilé 
à  «  dimensions  [hypothèse  d'une  fonction  de  forces  qui  vérifie  l'équation 
AU=/(U)  des  surfaces  parallèles].  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  de 
Hamilton-Jacobi  par  séparation  des  variables  et  sur  un  problème  d'inversion 
qui  conduit  à  des  fonctions  de  n  variables  réelles  à  n  périodes.  —  Sur  une 
classe  de  mouvements  d'un  point  (jui  correspond  au  mouvement  de  Jacobi  sur 
une  surface  de  révolution. 

Friche  (/?.).  —  Sur  les  principes  de  théorie  des  groupes  qui  ser- 
vent à  l'étude  des  fonctions  automorplies.  (564-594)- 

Il  s'agit  de  la  définition  générale  de  groupes  de  snl)slitiitions  linéaires, 


proprement  discontinus,  dont  l'auteur  a  déjà  indiqué  des  cas  particuliers 
{Math.  Ann.,  t.  WWIIL  \\XI\).  Les  coefficients  de  la  substitution  sont  des 
entiers  algébiiqucs  d'un  certain  corps  algébri(]uc  fini,  clioisis  d'après  des  règles 
simples. 

Suivant  que  le  corps  algébrique  est  réel  ou  imaginaire,  on  se  trouve  en  pré- 
sence d'un  groujic  avec  cercle  principal  du  d'un  groupe  avec  polyèdre   fonda- 
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inciUiiI    (C/.    PoixcARÉ,    Acta    mathematica,    t.    IIl;    Bianciii,   Math.    Ann., 

t.  xxxvin,  XL). 

Soit  K„  un  corps  de  degré  n,  supposé  réel;  désignons  par  P  et  par  Q  deux 
nombres  positifs  de  K„,  tels  que  ni  P  ni  PO  ne  soient  quadratiques  dans  K„. 
Si  A,  B,  C,  D  désignent  des  entiers  de  K„  assujettis  à  la  seule  condition 
(module  de  la  substitution  =  i) 

.V_PB--i- QC=— PQD-=:  I,  * 

les  substitutions 

(A-t-Bv/p),^(Cv/Q^Dv/PQ_l^         et         T(,)  =  ^ 
(-  C  ^  0  +  D  v'PQ  )  T,  4-  (  A  —  B  \JV  )  f. 

forment  le  groupe  considéré  r(Iv„,  P,  Q).  Les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  sa  discontinuité  propre  sont  : 

1°  Que  tous  les  corps  conjugués  de  K,j  soient  réels; 

1°  Que  tous  les  nombres  conjugués  de  P  soient  négatifs; 

3°  Que  tous  les  nombres  conjugués  de  0  soient  positifs. 

Schonfiies  (^4.).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  configinalions 
régulières  n-i.  (oqS-dq-). 

Complément  à  un  travail  antérieur  de  l'auteur  (Math.  Ann.,  t.  X\Xl). 

IVe/tzien  (C).   —  Sur  le  produit  de  deux  déteriuinauts.  ("^qS- 
Goo). 

Baker  (/•)•  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  Noelher.  (Goi- 
6o4). 

Développement  d"une  Note  de  Brill  {Math.  Ann.,  t.  XXXIX)  au  sujet  de  la 

démonstration,  donnée  par  Bertini,  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 

que  l'on  ait 

F  =  A<i>  +  BM-, 

F,  «1>,  ^*  étant  trois  polynômes  en  x,  y. 


Tome  XLIII;  iSgS. 

Weber  (//•)•  —  Léopold  Rronecker.  (i-ao). 
Notice  nécrologique  suivie  de  la  liste  de  ses  travaux. 

WolJJing  {E.).  —  Sur  les  invariants  des  Ibnctions  algébriques 
de  formes.  (26-62). 

L'auteur  se  propose  Tclude  des  fonctions  des  coefficients  (et  des  variables) 
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d"un  système  de  formes  liomogénes 

/..  U    ■■■,  A- 

qui  sont  simplement  multipliées  par  une  puissance  du  module  de  la  tiansfor- 
iiiation  quand  on  soumet  ces  formes  à  une  transformation  linéaire  et  homogène  : 
ce  sont  les  invariants  du  système  de  formes. 

Après  a\;oir  étendu  les  notions  des  promanants,  remanants  et  familles 
d'invariants,  Fauteur  introduit  comme  arguments  les  sommes  des  formes  /,, 
puis  \es pro^luits  et  les  fonctions  rationnelles  entières  quelconques.  Les  résul- 
tats obtenus  sont  ramenés  à  la  forme  la  plus  simple  et  l'auteur  insiste  sur  la 
différence  entre  les  propriétés  des  formes  complètes  et  défectives. 

Il  passe  enfin  à  Tétude  des  invariants  de  fonctions  rationnelles  ou  algé- 
briques quelconques  des  formes  /^  ....  f-^,  des  invariants  d'invariants  et  des 
équations  invariantes. 

Ce  travail  n'exige  pour  être  lu  que  la  connaissance  des  notations  symbo- 
liques de  la  théorie  ordinaire  des  invariants  (Gordan,  Clebsch). 

Klein   (F.).   —    Considérations    comparatives    sur   de   nouvelles 
recherches  géométriques.  (63-ioo). 

Réimpression  du  Programme  d'entrée  à  la  Faculté  (Erlangcn,  1S72)  avec 
quelques  additions.  Cf.  la  traducu>)n  de  AI.  Padé  (Annales  de  l'École  Nor- 
male supérieure,  1891). 

Bianchi (L.).  —  Sur  quelques  classes  de  groupes  de  substitutions 
linéaires  à  coefficients  complexes.  (»oi-i35). 

L'auteur  a  étudié  {Math.  Ann..  t.  WWIII,  XL,  XLI)  certains  groupes  de 
substitutions 


où  a,  p,  Y,  S  sont  tous  les  entiers  d'un  corps  quadratique  imaginaire,  pour 
lesquels  aS  —  Py  =  i.  II  commence  par  étudier  ici  une  classe  de  sous-groupes 
congruentiels  des  groupes  précédents. 

Une  seconde  Partie  du  travail  est  consacrée  à  des  groupes  qui  sont  l'exten- 
sion naturelle  de  ceux  considérés  par  M.  Fricke  {Math.  Ann.,  t.  WWTII, 
XXXIX)  et  qui  se  rattachent,  d'autre  part,  aux  groupes  arithmétiques  qui 
reproduisent  une  forme  quadratique  quaternaire  réelle. 

G/rtf  (J.-/f.).  —  Sur  laddilioii  et  la  soustraction  des  argunienls 
dans  les  fonctions  de  Bessel,  avec  une  ap[)!ication.  (i3G- 
i.il). 

Reye  (Th.).  —  Sur  le  calcul  symbolique  des  transformations 
géomc-lriques.  (  1  4^-  1  7^»)- 

L'auteur    s'occupe    des    Iran-furmatinns    univuques,    rc>crsiblcs,    non    dégé- 


^'^'^     IPC^T-Uê 
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nérées,  qui  font  correspondre  un  à  un  les  éléments  de  deux  figures  :  points, 
droites  et  plans.  Il  étudie  géométriquement  les  diverses  questions  de  théorie 
élémentaire  des  groupes  auxquelles  elles  donnent  lieu  :  formation  du  produit, 
inversion,  transformations  permutables  avec  une  transformation  donnée,  etc. 

Sliickel  (P-)-  —  Stir  les  courbes  algébriques  rectifiables.  (171- 
i84). 

M.  Humbert  a  démontré  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
courbe  algébrique  plane  soit  rectifiable  algébriquement  (c'est-à-dire  pour  que 
l'arc  de  la  courbe  soit  une  fonction  algébrique  des  coordonnées  de  son  extré- 
mité variable)  est  qu'elle  soit  la  développée  d'une  courbe  algébrique.  L'exten- 
sion complète  de  cette  proposition  aux  courbes  gauches  ne  peut  se  faire. 
M.  Stackel  montre  que  toutes  les  courbes  gauches  algébriques,  rectifiables 
algébriquement,  sont  des  développées  des  courbes  gauches  pour  lesquelles  le 
sinus  de  la  torsion  dépend  algébriquement  des  coordonnées  de  l'extrémité  de 
l'arc. 

Signalons  quelques  propositions  curieuses  sur  les  géodésiques  des  dévelop- 
pables  algébriques. 

Weber  (//.)•  —  Conlrlbulion  à  la  théorie  de  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques  avec  une  application  à  la  théorie  des 
nombres  (i85-ig6). 

Soient  /.",  k'  les  modules  de  Jacobi,  et 

V  kk 

pour  tout  nombre  premier  n  supérieur  à  3,  les  expressions 
"=/(w),         v=f{no>) 

sont  liées  par  une  relation  algébrique  symétrique,  de  degré  {n  -\-i)  par  rap- 
port à  chacune  des  lettres  «,  v  et  dont  les  autres  solutions  sont 


^/■=/(  '  ^"j  /i  =  o(mod4 


48). 

M.  Weber  s'occupe  ici  de  cette  équation  modulaire  de  Schlâjli  (Cf.  Fonc- 
tions elliptiques  et  nombres  algébriques,  Brunswick,  1890)  dans  le  cas 

n  = —  I  (mod  24) 

et  plus  particulièrement  pour 

n  ~  23,         n  =  47- 

Burkhardt  (//.).  — •  Sur  les  fonctions  de  vecteurs  qui  sont  aussi 
des  vecteurs.  Application  des  méthodes  de  la  théoiie  des  inva- 
riants à  une  question  de  Physique  malhcmatiqne.  (ly^-aio). 
Bull,  des  Sciences  mathé/n.,  2"  série,  t.XXVII.  (.Juin   i^oS.)  H.- 
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M.  P.  Driide  a  été  conduit  par  ses  recherches  sur  les  diverses  tliéories  de  la 
lumière  à  la  question  suivante  : 

Étant  donné  un  nombre  quelconque  de  vecteurs,  fonctions  de  la  position 
d'un  ou  de  plusieurs  points,  déterminer  de  la  façon  la  plus  générale  des  fonc- 
tions de  ces  vecteurs  et  de  leurs  dérivées  suivant  les  coordonnées  qui  sont 
elles-mêmes  des  vecteurs? 

Si  l'on  se 'restreint  à  la  détermination  des  vecteurs  dont  les  composantes 
sont  des  polynômes  formés  avec  les  composantes  des  vecteurs  donnés,  ce  pro- 
blème est  susceptible  d'une  réponse  simple  : 

Soient  u^,  v,,  «'„  ...,  ?<„,  v,,,  <v„  les  composantes  des  vecteurs  donnés;  ces 
composantes  subissent  par  toute  transformation  linéaire  et  homogène  orthogo- 
nale des  coordonnées  x,  y,  z,  une  transformation  linéaire.  Ajoutons  un  nou- 
veau sjstème  «g,  v^,  w,  transformé  de  même  et  formons  un  invariant  entier 

F  («a,  t'o-  n\,;  ;/,,  v^,  (v,  ;  ...;  «„,  v,,,  iv'„  ) 
qui  soit  linéaire  en  «„,  *'„,  «'„  ;  les  trois  dérivées 

âF        d\-         ÔF_ 

âUf,       ôi'„       diVi,  1 

sont  les  composantes  d'un  des  vecteurs  cherchés.  Tous  ces  nouveaux  vecteurs 
peuvent  s'obtenir  ainsi. 

Ililbert  (D.).  —  Sur  la  transcendance  des  nombres  e  et  t:.  (216- 
219). 


Démonstration  de  cette  transcendance  basée  sur  la  considération  de  l'inté- 
^■ale 

^^  ^?[(  c  -  .)  (^  -  2  ). . .(  ;  -  ;i  )]?+'e-  dz. 


r 


dt'jà  étudiée  par  Hcrmile. 

llnrwitz  {A.).  —  Démonstration  de  la  transcendance  de  e.  (220- 
22  1). 

Modification  à  la  démonstration  de  Ililbert,  qui  évite  l'emploi  des  intégrales 
{Cf.  JoRD.VN,  Cours  d'Analyse,  t.  II,  a*  édition,  p.  99). 

Gordan  (P.)-  —  Transcendance  de  e  et  ti.  (222-224). 

Démonstration  où  n'intervient  que  le  développement  en  série  de  e^  (Cf.  Comptes 
rendus.  Paris,  juillet  189.3). 

Jiinkrr  {l'r.).  —  Sur  les  fonctions  syinclriqiics  de  j)lusienrs  séries 
de  variables.  (220-270). 

Consid('rons  deux  ou  plusieurs  séries  de  variables,  en  noinbre  égal 
■£r    y ,    'V,;    X..,    y..,     IV.,;     ...;     x,..    y, tr,,. 
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nous  appellerons  fonction  symétrique  de  ces  séries  toute  fonction  qui  ne 
change  pas  quand  on  échange  les  éléments  d'une  série  avec  les  élénients  cor- 
respondants d'une  autre  série. 

Les  fonctions  SXj,  .  ..■,'iLx^x^,'Zx^y2^  . .  .■,'Zx^x.,x^,lLx^x^_y^,'Zx^y2y■i^  ...; 
Hx^x-^x-^x^,  ^XiXtX^y,,,  ...  sont  les  fonctions  élémentaires.  Il  est  clair  que 
toute  fonction  symétrique  peut  s'exprimer  avec  des  fonctions  élémentaires, 
mais  l'expression  à  laquelle  on  parvient  n'est  pas  unique.  Les  fonctions  élé- 
mentaires sont  en  efl'et  liées  par  des  relations  identiques,  que  M.  Junker  se 
propose  d'étudier. 

De  façon  plus  précise  une  fonction  symétrique  étant  dite  de  /,■'■"«  espèce 
lorsqu'elle  dépend  des  arguments  x^  y,  ...,  w  de  A-  séries,  M.  Junker  montre 
que  toute  fonction  de  A''""  espèce  peut  s'exprimer  à  l'aide  de  fonctions  de  pre- 
mière espèce  et  de  fonctions  élémentaires.  Il  détermine  ensuite  les  relations 
qui  lient  les  fonctions  élémentaires  et  les  fonctions  de  première  espèce. 

Le  calcul  effectif  de  ces  relations  est  fait  pour  trois  variables  x.,  y^  z  dans 
les  cas  où  il  va  moins  de  neuf  séries. 

Ilasliiï^s-Moore  {E.).  —  Concernant  les  systèmes  de  triples. 
(.;,-.8,5). 

Deux  sj'slèmes  de  triples  d'un  même  nombre  d'éléments  sont  dits  de  même 
classe,  s'ils  peuvent  se  correspondre  biunivoqucment  de  façon  qu'à  un  triple 
corresponde  un  triple. 

.M.  Netto  {Math.  Ann.,  t.  XLII)  a  trouvé  qui;  le  nomln-e  n  des  éléments  a 
la  forme  6//1  +  1  ou  lj//i  -4-3.  Existe-l-il,  pour  chaque  nombre  de  l'une  de  ces 
formes,  un  système  de  triples?  Pour  un  même  nombre  n.  tous  les  svstèmcs 
de  triples  appartiennent-ils  à  une  même  classe? 

I^es  constructions  indiquées  par  M.  Netto,  avec  une  construction  nouvelle 
lorsque  n  est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  Qni  -r-  5,  suffi- 
ront à  former  des  systèmes  pour  toute  valeur  de  n  admissible. 

A  partir  de  n  =  i3,  M.  iMoore  établit  que  l'on  peut  construire  deux  sortes  au 
moins  de  systèmes  de  triples,  chaque  sorte  pouvant  contenir  plusieurs  classes. 
(Deux  systèmes  de  sortes  dllférentes  soûl  supposés  de  classes  diderentes.  ) 

Mo'ei'  (/'.).  —  Siii'  les  disciiminanls  et  les  résultants  des  équa- 
tions qui  déterminent  les  singularités  des  courbes  algébriques 
avec  des  applications  aux  questions  concernant  la  réalité.  (1^86- 
3oo). 

Extrait  d'un  .Mémoire  plus  étendu  paru  sous  le  même  titre  (  Wiener  Monals- 
heftenfiir  Matheniatik  iind  Physik). 

La  nature  des  singularités  des  courbes  algébriques  planes  ou  gauches  est 
telle  que  la  coïncidence  de  deux  éléments  singuliers  entraine  en  général  celle 
de  trois  éléments.  Cette  circonstance  trouve  sa  raison  analytique  dans  les  pro- 
priétés des  résultants  et  des  discriminants  des  équations  algébriques  qui  défi- 
nissent la  singularité.  Pour  les  mettre  en  évidence  dans  les  cas  les  plus  simples. 
Fauteur  a  étuilié  les  courbes  rationnelles  de  l'espace  à  trois  dimensions. 

La  relation  découverte  par  M.  Klein  entre  les  singularités  réelles  d'une 
courbe  plane   donne  pour  les  courbes  gauches  une  congruence  (mod4).  Pour 
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un  espace  à  quaLre  dimensions,  ou  un  nombre  pair,  on  retrouve  des  relalions 
déterminées. 

Hôlder{0.).  —  Les  groupes  d'ordre/?^,  /xy-,  pqr^  />''.  (3o2-4i2). 

On  connaît  déjà  les  groupes  d'ordre  p-  et  pq  quand  p  el  q  sont  premiers  : 
Les  groupes  d'ordre  p  sont  cycliques;  ceux  d'ordre/?^  tX.  pq  ont  été  donnés 
par  AI.  Netfo  {Substilutionenlheorie).  L'auteur  commence  par  l'etrouver  ces 
résultats  par  une  métliode  particulière  qu'il  étend  ensuite  aux  groupes 
d'ordre  pq-,  pqr^  p^,  p'. 

11  trouve  un  grand  nombre  de  types,  par  exemple  quinze  groupes  d'ordre  yj* 
si  p  est  impair. 

Un  dernier  paragraphe  donne  le  tableau  complet  de  tous  les  types  de  groupes 
iWndrcs  p,  p-,  p^,  p*;  pq,  pq',  pqi"-  ces  groupes  sont  décomposés  en  produits 
quand  ils  peuvent  l'être.  Nous  ne  pouvons  même  songer  à  reproduire  ce 
tableau  si  important,  à  cause  de  son  étendue. 

Kiazer   (A.).   —   La   transformation  des  fonctions   llièta  d'une 
variable,  (i""  Partie,  4i3-456),  (2"  Partie,  457-004). 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Ouvrage  (Nouveaux  fondements  de  la 
théorie  générale  des  fonctions  thêta.  Leipzig,  Teubner,  1892),  l'auteur  a 
traité  complètement  le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  thêta  :  on 
peut  déduire  des  résultats  indiqués  la  solution  d'un  problème  de  transforma- 
tion particulier  en  décomposant  la  transformation  considérée,  suivant  les  règles 
indiquées,  en  transformations  simples,  pour  lesquelles  on  a  donné  des  formules 
qu'il  suffira  ensuite  de  combiner  de  la  façon  indiquée  pour  obtenir  les  for- 
mules générales.  L'auteur  se  propose  d'exposer  ici,  en  partant  de  ces  principes, 
la  théorie  générale  de  la  transformation.  La  première  Partie  renferme  la 
décomposition  d'une  transformation  quelconque  et  rétablissement  des  formules 
pour  les  transformations  simples,  la  seconde  résout  le  problème  de  la  transfor- 
mation pour  un  entier  n  quelconque. 

Deux  Tables  de  matières  accompagnent  ces  Mémoires,  remarquables  par  leur 
netteté. 

Baur  {L.).   —  Sur  la  théorie  des  fonctions  d'un  corps  cubique. 
(5o5-52o). 

Étude  détaillée  d'un  corps  cul)i([ue  irréductible  quelconque  d'après  les  prin- 
cipes exposés  par  M.  Dcdekind  [  Théorie  des  fonctions  algébriques  d'une 
variable  [Journal  de  Crelle,  t.  t)'2)]. 

Weber  (//.).  —  Les  fondements  généraux  de  la  ihéorie  des  équa- 
tions, de  Galois.  (52r-r)4()). 

L'auteur  se  propose  d'établir  la  théorie  de  ('lalois  de  façon  à  comprendre 
autant  que  possible  tous  les  cas  où  cette  théorie  peut  être  appliquée.  Elle 
apparaît  comme  une  conséquence  immédiate  de  l'extension  de  la  notion  de 
groupe  à  un  corps,  ou  encore  conniu'  une  loi  fornielle  enlièrcnicnt  indépen- 
dante (le  lii  sii-'nilicalion  des  éléments. 
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Gall{V.).  —  Sur  les  syzyganls  D-'^  =  [5,  5,  2]  de  deux  formes 
quadratiques  binaires  simultanées.  (55o-552). 

Mie  (G.).  —  Démonstration  de  Texislence  des  intégrales  des  sys- 
tèmes dififérentiels  ordinaires,  d'après  Peano.  (553-568). 

Suit  le  système 

fin  démontre  habiUiellement  Texistence  des  intégrales  sous  les  conditions  sui- 
vantes : 

i"  Au  voisinage  des  valeurs  initiales  x^,  j)-,,,,  . . . ,  y„^  les  /,  sont  des  fonctions 
finies  et  continues  des  variables  x,  y^ _r„  : 

2"  On  a,  pour  tout  /;  et  tout  j\,  dans  le  voisinage  des  valeurs  initiales 
considérées 


fjix.y,,  ....y,^^y„  ■  ■ .,  y„)  —  f^jx,  y,,  ...,j\,  ■■■■y,.) 


<  Ca, 


les  C;^  étant  des  constantes  positives. 

M.  Peano  a  montré  le  premier  que  ces  dernières  conditions,  dites  de  Lip- 
schitz,  ne  sont  pas  nécessaires  pour  Vexistence  des  solutions  (bien  que  lors- 
qu'elles sont  remplies  on  puisse  affirmer  que  la  solution  considérée  est  unique). 

La  démonstration  de  M.  Peano  est  exposée  {Math.  Ann.,  t.  XXXVII)  à  l'aide 
des  notations  de  son  Calcul  logique;  M.  Mie  s"est  proposé  d'en  donner  un 
exposé  accessible  au  grand  public  et  aussi  concis  que  possible. 

Killing  {^V.).  —  Sur  la  Géométrie  projective.  (oôg-Sga). 

Combien  de  points  dans  un  espace  projectif  peuvent  correspondre  aux  mêmes 
valeurs  des  coordonnées?  Pour  un  nombre  de  dimensions  égal  ou  supérieur 
à  2,  deux  points  au  plus. 

Un  second  paragraphe  indique  un  moyen  de  passer  de  la  Géométrie  projec- 
tive à  la  Géométrie  métrique. 

Stolz  (O.).  —  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  Géométrie 
analytique.  (591-592). 

Observations  sur  la  Note  de  ^I.  Lilienthal,  relative  à  la  forme  de  Hcsse  de 
l'équation  du  plan. 

Baker  (If. -F.).   —    Sur  une  démonstration   géométrique  de   la 
formule  2?  de  Jacobi.  (592-597). 

Il  s'agit  de  déduire  de  la  formule  de  Jacobi  une  propriété  géométrique  des 
cubiques  planes.  Weierstrass  a  simplifié  la  formule  de  Jacobi  en  n'y  laissant 
plus  subsister  qu'une  seule  fonction  r  (on  a  alors  l'équation  à  trois  termes); 
M.  Uaker  montre  que  l'équalion  à  trois  termes  ou  la  formule  de  Jacobi  cxpri 
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iiieiil  des  propriclés  d'une  fonction  dijublemeiit  périodicjue  d'un  seul  arguiiieiU 
r(u-hu^)r{u-^-u^)r(lt-^UJ)r{u-i-u^) 


g{u)  = 


^{■lu-^-s) 


avec  5  =  M,4- i<;-T- «3+ {<(.  La  représentation  paramétrique  des  cubiques  con- 
duit alors  à  la  proposition  cherchée. 

Bâcher  {M.).  —  Quelques  ihéoièmes  sur  la  réflexion  projeclive 
(098-600). 

Décomposition  des  collinéations  de  l'espace  en  réflexions  et  transformations 
du  groupe  principal  (mouvements  et  similitudes). 

Ilausciibeiger  (O-)-  —  T^e  problème  fondauieiiLal  de  la  ihéoric 
des  aires  et  des  volumes.  (6oi-6o4). 

Si  deux  figures  planes  finies  peuvent  èti-e  décomposées  en  figures  congruentes. 
leur  inégalité  peut-elle  être  établie  par  une  autre  décomposition?  L'auteur  se 
propose  d'établir  rigoureusement  la  négative  pour  les  figures  formées  de 
droites.  ' 

J.  D. 
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189;);  premier  semestre. 

Vohlen  {J-}-  —  Frédéric  II  et  d'Alemherl.   (  Î9-71V 

Lipschitz  [fi-)-  —  Remarques  concernanl  les  diflerenlielles  d'ex- 
pressions .symboliques.  (i2'.à-i36). 

L  Les  expressions  envisagées  par  M.  Lipschitz  sont  de  la  forme 
A  =  //,;, -H /<.;.-;-..  .-H  «, S,, 

où  :,,  ïn,  ...,  ;,  désignent  des  quantités  réelles  et  </,,  u,,  ...,  //,  des  symboles 
([uelconques  doimés.  Ces  symboles  sont  choisis  de  façon  que  les  règles  de  l'addi- 
tion s'étendent  aux  expressions  symboliques  envisagées,  mais  leur  choix  n'est 
pas  limité  par  la  convention  analogue  d'après  laquelle  les  régies  ordinaires 
de  la  multiplication  seraient  conservées,  en  sorte  que  les  résultats  obtenus  par 
M.  Lipschitz  s'appliquent  aussi  bien  aux  nombres  formés  au  moyen  de  s  unités 
II,,  M,,  ...,  Il,  envisagés  par  ^^'eierstrass  cl  M.  Dcdckind  qu'aux  quaternions 
d'IIamilton,  aux  expressions  envisagées  par  M.  Lipschitz  lui-même  dans  ses 
i-cchcrchcs  sur  les   transformations  de   sonnnes  de  curés  en   somme  de  carrés 
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et  aux  diverses  expressions  envisagées  par  Cauchy  et  désignées  sous  le  nom  de 
clefs  algébriques. 

Pour  multiplier  entre  elles  deux  expressions  symboliques 

A   =    M,Ç,    -^  J/;  Ho  -H. .  .^   ",  V' 
B   =   M,  T,,  -T-  <<jT,, -H.  .  .-+-  U.r^. 

on  prendra  chaque  élément  m,;,- de  la  première  de  ces  deux  expressions  et  on  le 
multipliera  successivement  par  chaque  élément  u^r^^  de  la  seconde  des  deux 
expressions,  en  aj'ant  soin  de  ne  pas  intervertir  l'ordre  des  facteurs,  puis  on 
ajoutera  tous  les  produits  ainsi  obtenus.  La  définition  d'une  expression  de  la 
forme 

ABC  . . . , 

où  \..  B,  C,  . . .  désignent  des  expressions  symboliques  en  nombre  lini.  et  celle 
d'une  somme 

1'  =  IVBC..., 

de  telles  expressions,  s'entendent  alors  d'elles-mêmes. 
Ceci  posé,  envisageons  une  somme 

r,.=  ilABC... 

dans  chacun  des  termes  de  laquelle  ne  figurent  au  plus  en  facteur  que  n  expres- 
sions symboliques  A.  B,  C.  ...  ;  donnons  à  A,  B,  C,  . . .  des  accroissements  finis 
quelconques  AA,  AB.  AC et  convenons  de  désigner  par  AF^  la  différence 

AF„=  i:(A  — AA)  (B  — AB)  (C -i- AC  ;  . . .— 1  ABC  . . .  ; 
il  est  aisé  de  voir  ({ue  l'on  a 

-^l"„  =  ^^.  I''  -T-  -^  of  F  ^- . . .  --  -^  c."'  F, 

2  !      '  /(  1      ' 

oii  g',''  (ABC  . . .)  désigne  ce  que  devient  l'expression  de  la  dill'érenlielle  d'ordre  i 

ô('  (ABC...   . 

lorsqu'on  y  remplace  les  différentielles  cA,  oB,  oC.   . . .  qui  y  figurent  par  les 

accroissements  finis  AA,  AB.  AC, On  a  d'ailleurs  défini  la  différentielle  5\ 

d'une  expression  symbolique  A.  par  la  formule 

oA  =  i/,  5;i-T-  u„'A.,_-r- . .  .-i-  u/A,- 

ô;,,  8;,,  . . .,  r.1,  étant  les  différentielles  des  quantités  \^,  l^,  . . .,  \,:  puis  la  diffé- 
rentielle o(AB)  d'un  produit  de  deux  expressions  symboliques  A,  B,  par  la  for- 
mule 

ô(AB)  =  (cA)B-A(oB). 

la  différentielle  ô(ABC)  par  la  formule 

ô(  VBC)  =  (oA)BC  — A(ôB)  C-;- AB(ÔC). 

et  ainsi  de  suite;  pui<  les  différentielles  ô>"(AB...  )  d'ordres  supérieurs  par  les 
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relations 

l5(=)(AB)=.(oA)(5B), 

ir:r-)(ABC)  =(oA)(oB)C4-A(&B)  (SC)  +  (oA)  li{oC), 


6(3)  (AB)  =  o, 
^o(3)(ABC)  =  (oA)(eB)(oC); 


formées  d'après  les  règles  du  calcul  dilTérenliel  en  emisageant  les  différen- 
tielles d'ordres  supérieurs  des  quantités  'i^.  ^^i  •  •  ■:\,  comme  nulles. 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  «  ainsi  que  le  nombre  des 
termes  de  la  somnie  2  envisagée,  il  peut  arriver  que  l'expression  F„  reste  con- 
vergente; si  l'on  désigne  alors  par  F  la  limite  vers  laquelle  elle  tend,  on  a 

AF  —  0  F  -!-  —  5'-'  F  -J-       ^-  —  S'"^  F  -h 
2  !  ni 

le  développement  en  série   de  Tajlor  donné   par  Hamilton  pour  une  fon'ction 
convergente  F  de  qualernions,  s'étend  donc  à  toutes  les  fonctions  convergentes 
F  d'expressions  sjmboliques  envisagées  par  .^1.  Lipscliitz. 
Si  F  désigne  la  série 

^  ~  1      T  "^  2      "■' 

dans  laquelle  Q  représente  une  expression  symbolique  quelconque  pour  laquelle 
la  série  envisagée  est  convergente,  M.  Lipscliitz  montre  que  l'on  a 

(,  +  Q).:r  =  [,  +  (,_:)Q  +  (_l  +  ')n=+(i--)Q.+...]ôQ 

;oQ)Q3 


(jui,  quand  ta  multiplication  des  expressions  symboliques  est  commutative, 
se  réduit  à  la  relation 

(i-T-n)ÔF=  6Q, 

qui  no  dilTère  pas  de  la  relation  bien  connue 

{. -- ())  r/F  =  (/Q, 

que  vérilie  le  logarithme 

(»         O-         O' 

V  =  I„g(H-Qj   =:    A   _   _v.   _,_   s.    _.... 
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où  Q  désigne  une   variable  réelle  ou  de  la  forme  c,-!-  \  —  i  ;-,,  située  dans  le 
cercle  de  convergence  de  I'". 

II.  On  sait  que  l'état  des  vitesses  d'une  figure  invariable  (E),  se  mouvant 
autour  d'un  point  fixe  O,  est  caractérisé  à  chaque  instant  t  par  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  02,  à  cet  instant  t,  de  la  figure  (E).  Si  Ion  désigne  par 
OXiX^x^  un  trièdre  trirectangle  fixé  dans  (E)  et  par  Oyij^^y^  un  triédre 
trirectangle  fixé  dans  l'espace,  les  composantes/?!,  p,,  p^,  suivant  Oj;,,  Ox,, 
OXj  de  0£2,  sont  données  par  les  formules 


(I) 


p,dt  =  a„cx..-^  a.joa,,^  ^n'-^ii- 
p^dt  =  a,,  02.,—  a,:02,,-i-a,3Ca.3, 


où  l'on  a  posé  oa_j=  — r-i  dt  pour  chacun  des  indices  i  et  /.-,  et  où  pour  i  =  i, 

2,  3,  a,;,  a,;,  23;  désignent  les  cosinus  diiecteurs  de  l'axe  fixe  dans  l'espace  Oy, 
par  rapport  aux  axes  fixes  dans  la  figure  mobile  Oa:,,  Oj:^,  0X3.  Les  expres- 
sions a,(.-i- oa^.j  vérifient  d'ailleurs,  comme  les  expressions  i-.^  elles-mêmes,  les 
équations  de  condition 


(2) 


2-, -T-a  -,=  I, 


(a 


3,        6  =  I,  2,  3). 


6>a 


Si  x^,  X2,  x^  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  par  rapport 
au  triédre  Qx^x-^x^,  etjKn  y^-,  y^  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport 
au  trièdre  0jk,.>':J>'3,  o"  ^  d'ailleurs 


(3) 
et 


^2=  ^2iri-l-  ^2=^2-^  3^2373, 


l    ^3=   ^^airi-i-   ='32^2-+-  3'33r3. 

x\-^  x\^  x\-=  y\-^  y\  -i-  y\, 
à  la  substitution  linéaire  (3)  correspond  donc  un  qualernion 

A    =    A„-(-z',;A,,-i-  t,,A,3-t-  i3,X3„ 

déterminé  à  un  facteur  réel   constant  près  (on  a  écrit  î,,,  i.,_^.  13,  au  lieu  de  i, 
j\  k  pour  désigner  les  trois  unités  complexes  d'Hamilton);  la  norme 


de  A  est  différente  de  zéro.  De  même,  à  la  substitution  linéaire  qui  se  déduit 
de  (3)  par  le  changement  des  coefficients  z^^  en  a^j-f-  oa  j  correspond  un  qua- 
lernion que  l'on  désignera  par 


A  -:-  oA. 
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Ou  désignera  enfin  par  A'  et  \' ^-  ôA'  les  quaternioiis  conjugues  de  A  cl  de 
A  +  ôA  (obtenus  en  changeant  /,,,  ^'23,  «3,  en  — i,,,  — 1.3,  — /3[).  Ceci  posé, 
M.  Lipschitz  démontre  que  l'on  a 


(4) 


A '  A  ( i..,p, dt  -^  i,^p, dt  -r-  ir.Ps dl)  =  {  OA'  )  A  -  A'  (  SA  ) . 


Cette  relation  symbolique  condense  en  une  seule  formule  les  expressions,  en 
fonction  de  t,  des  trois  composantes,  suivant  les  axes  fixés  dans  la  figure  mo- 
bile, de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  cette  figure  mobile  autour  de  son 
point  fixe  O. 

III.  On  peut  se  proposer  de  la  généraliser  dans  l'espace  à  «  dimensions.  Envi- 
sageons à  cet  effet  les  substitutions  linéaires 


(3') 


^1  =  ^iiri-^  ^nVi- 
x.,=  a.i^-i-T-a;,^,- 


à  coefficients  réels,  à  déterminant 


^n,.yn- 


t..,,      a.,, 


égal  à  -r-i,  et  telles  que  Ton  ait 

x\-\-x\-\-...+  xl  =  y]-^  yl 

les  coefficients  a^j  vérifient  les  relations 


-r,-.; 


('') 


>    a-  =  1 ,  >    a     a,    =:  n, 

c=l  <=1 

(rt,  6  =  1,2,  ...,  Il), 


pour  a  ^b 


analogues  aux  relations  (2).  A  clia(|ne  substitution  (3')   correspond  d'ailleurs 
une  expression  complexe 


dont  la  norme 


A  =  A„-T-  l,,A, 


).=    -*-    XTo- 


'    '1:31  "i;.ii "^-    •' 

■  A  =  „,,,H-... 


est  difféiente  de  zéro,  expression  que  Î\F.  Lipscliitz  désigne  par  le  S}  mbolc 

A     =    ).„-■-    /.■,/.■,)>,,-)-.    .    .-4-    /.■,/,,/.  3 /,   jX,;3,-i-.   .   ., 

où  A|,  /13,  !c .,  /.  p  ...  désignent  des  symboles  primitifs,  tels  (|uc  l'on  ail 
/.,A-.,=  t,.,,        A,  /.,  /.,,  I<,=  i,-M 
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Si  alors  A'  esl  l'expression  conjuguée  de  A. 

A'  =   A„—  /.•,/.-,  A,2-î--  .  .-f-  /mA-sA-.A,  A,,3i-T-.  . . . 

Ceci  posé,  envisageons  une  substitution  (3')  dont  les  coefficients  a-^+ix-^ 
vérifient,  comme  les  coefficients  ol-^  eux-mêmes,  les  relations  (2'),  et  désignons 
par  A  +  oA,  A'-r-  oA'  l'expression  complexe  qui  correspond  à  cette  substitu- 
tion (3)  et  l'expression  conjuguée.  Désignons  aussi  par  [a,  b]  les  quantités 
analogues  aux  expressions  (1)  de  p^dl,  p^dt,  p^dt,  définies  par  les  relations 

\   [  a,  6  ]  =  a„,  oa,,|  —  a„,  ôa,,.  +...-!-  a„„  oa,,,. 
^'  ^  (  (a,  6  =  I.  :!,...,  «)• 

M.  Lipscliilz  démontre  que  l'un  a 

l  A' A  y  /.\. /.-,.[«,  b\  =  (ÔA'  )  A  —  A'CoA), 

I  (a,  6  =  I,  2,  . . .,  7»  ;        a  -  b). 

C'est,  dans  l'espace  à  n  dimensions,  la  relation  symbolique  analogue  à  la  rela- 
tion (',  ). 

Les  mêmes  recherches  s'étendent  d'ailleurs  sans  difficullé  au  cas  où  les  x, 
y,  a  désignent  des  quantités  complexes  ordinaires  de  la  forme  a -^  b  \'  —  i. 

Hamburger  (  I/.).  —  Sur  les  soltilions  singulières  des  équations 
difrérenlielles  algébrifjues  dordie  quelconque  n.  (i4o-i45)- 

Désignons  par 

fix,y,  y'.   ...,  jKt"') 

un  polynôme  de  degré  m  en  y  ">  dont  les  coefficients  soient  des  polynômes  en 
x.y,y',  ...^y'-"-^'  n'ayant  aucun  diviseur  commun,  et  supposons  que  ce  poly- 
nôme de  degré  m  en  y'"'>  ne  puisse  être  décomposé  en  un  produit  de  polynômes 
en  y'-"')  ayant  pour  coefficients  des  polynômes  en  x,  y,  y',  ...,  y-"^'''.  Rempla- 
çons dans  ce  polynôme  y  par  une  fonction  de  x  et  y',  y",  ...,  y'-"'  par  les 
dérivées  d'ordres  i,  2,  ...,  n  dey  prises  par  rapport  à  x;  en  éliminant  y"' 
entre  l'équation  difTérentielle  algébrique 

(i)  fi^,  y,  y',  •••,y'"')  =  •> 

et  l'équation 

r)f(  X.  V,  y',  . . . ,  r'"'  ) 
— — — ^-^ =  "• 

on  obtient,  comme  on  sait,  l'équation  du  discriminant 
(2)  A(J7,  y,  y',  ...,y("-'))  =  0. 

qui  fournit  la  condition  nécessaire  sous  laquelle  le  polynôme  /  de  degré  m  en 
y^"'  admet  des  racines  multiples.  Soit 

^-;''-|)  =  -(jx.  y,  y',  ...,y'^"--') 
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une  des  racines  de  l'équation  (2)  développable  en  série  entière  en  x  —  x„, 
y — .)'oJ  y' — J'ô'  •■•'  JK'""'^— ^o""'*  I  aux  environs  du  point  analytique  arbitrai- 
rement fixe  (•2^01  ^0»  J' 01  •  •  •  >  ^'0""'')' '^^"s  le  cercle  de  convergence  de  cette  série 
entière,  l'équalion 

f{x,  y,  y',  .    .,  y '•-->,  t„  yi"))  =  0 

définit  «r fonctions j>'(")  de  x.  y,  y',  ...,  y^"~-';  supposons  que  p  de  ces  fonc- 
tions soient  égales  et  désignons  par  Ç  leur  valeur  commune.  Si  Ç  n'est  pas  iden- 
tiquement infinie,  il  existe/?  fonctions  algébriques  j'("'  de  y("~')  se  réduisant 
à  Ç  pour  y("~''  =  T,  ;  ce?,  p  fonctions  se  partagent  en  groupes  formés  chacun  de 
branches  connexes;  les  branches  faisant  partie  d'un  même  groupe  peuvent  être 
représentées  par  un  développement  de  la  forme 

A-  h_+l_ 

(3)  y...)_Ç=o.„[_^.;.-.)_.r,]a+o.,  [-,.(-.-.)_.,,]   «    +..., 

où  A"  et  a  sont  des  entiers  positifs  donnés  et  g^,  g^,  ...  des  séries  entières  en 
X  —  ^a'  y  — yo^  y'  —  y'o^  •  ■  •?.>'""''  — J'o""''»  convergentes  aux  environs  du  point 
analytique  {x„,  y^,  y[,  . . .,  y^j"^-^);  g„  ne  s'annulant  pas  identiquement. 

Si,  en  outre,  yt"-')  =  r,  n'est  pas  une  intégrale  première  de  l'équation  diffé- 
rentielle (i),  la  quantité  entre  crochets,  dans  le  second  membre  du  dévelop- 
pement précédent,  est  nécessairement  de  la  forme 

1 

(I)  y(^n-\)_.f^^  ,.  J_^   {x  —  x,)  +  '{,{x  —  Xf,)  "^â-i-..., 

où   s„    est   la    valeur  que   prend  au  point   analytique  {Xf^,  y^„  y'^,  •  ■  • ,  y']!'~'^) 

l'expression 

on         ()r.     ,                     &r         ,     „,  (9r, 

ax        Oy                     oy."-i)-'  cr^C' — ) 

et  Ç„  la  valeur  que  prend  !^  en  ce  même  point  analytique  (que  l'on  peut  tou- 
jours choisir  de  façon  que  Ç„  ne  soit  pas  égal  à  a„). 

Si  pour  y("~')=  t,,  une  des  valeurs  de  yt")  était  infinie,  en  sorte  que  l'on  ait 
pour  les  fonctions  algébriques  correspondantes  y'")  de  j>'("""'', 

_i  i  i        ) 

r"'>=lr"-"--o]   *  (s'o+5-.Lr-"-"--o]='+---(, 

où  les  (lifférentes  lettres  ont  la  nième  signification  que  dans  le  cas  précédent, 
on  aurait  nécessairement,  |)our  la  quantité  entre  crochets  dans  le  second 
membre  de  cette  relation,  un  développement  de  la  forme 

r         /       "i^în-  g  «-t-i 

(II)  y:..-.)_.f,  =  MLt^,,^    I  (j,_j;ja  +  A  +  ;i(a;_^^,)a  +  ^_H..., 

L     *  .1 

où  g'di,  désigne  la  valeur  (|iii'  prend  if,,  au  point  analyli(|ue  (j:,,,  _)■„,  y'^., 
...,  J'ii"^'' )  <|uc  l'on  |)cul  (l'ailliMirs  Imijonrs  choisir  de  l'aroii  (|ue  i?',,,,  ne  soit 
pas  nul. 

.Mais    si,  au    cunlrairc,  ^'(""')  =  f,  e?l    nnc    iMli'i;ralc    première   île    ré(|ualiun 
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différentielle  (i),  Tune  des  valeurs  correspondantes  ^  de  jk  "î  est  nécessairement 
éirale  à  t;  si  alors  le  nombre  entier  positif  /.%  qui  figure  dans  le  dé%eloppe- 
ment  (3),  est  plus  petit  que  le  nombre  entier  z  qui  figure  dansée  même  déve- 
loppement, on  a,  pour  (yt"~') — r, ),  un  développement  de  la  forme 

a 

en  sorte  que  y  "~'^  =  r,  est  une  intégrale  singulière  de  l'équation  différen- 
tielle (i);  si  le  nombre  entier  positif  k  est  plus  grand  que  a  —  i,  le  développe- 
ment de  {y^"'~^^  —  r,),  suivant  les  puissances  de  x  —  x^,  se  réduit  à 

(IV)  y:n-.)_-r.  =  0, 

en  sorte  que  y("-')  =  r,  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  différen- 
tielle (i).  Rien  n'empêche  d'ailleurs  cette  intégrale  particulière  d'être  aussi 
parfois  intégrale  singulière  de  l'équation  (i). 

Dans  une  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Hamburger  montre  comment 
on  peut  parvenir  aux  mêmes  résultats,  en  prenant  comme  point  de  départ, 
non  plus  l'équation  différentielle  (i)  elle-même,  mais  un  système  complet  d'inté- 
grales premières  de  cette  équation  différentielle. 

Leiss  (C).  —  Sur  la  représentation  objective  des  sections  des 
surfaces  radiantes.  (178-179). 

Fuchs  {L.).  —   Remarques  relatives  à  la   théorie  des  équations 
difTérentielles  associées.  (182-195). 

Soit 

une  équation  différentielle  linéaire  du  quatrième  ordre,  à  coefficients  /),,  /?;, 
/>3,  /?4,  fonctions  rationnelles  de  la  variable  indépendante  x. 

Désignons  par  y„  y-,,  y^,-  y^  un  système  fondamental  de  solutions  de  l'équa- 
tion (A)  et  posons 

ih  =  y^y':,  — yiy\,      "ô  =  r:>'î  — r^.r^.      U6  =  yzy\  —  yû''i^ 

on  sait  que  u^,  u^,  u^,  u„  Mj,  Ug  satisfont  à  une  équation  différentielle  linéaire 
homogène  du  6'-  ordre 

(  B  )  «'.6)  4-  Pj  u'-''  4-  P,  if ;<)  -{-  P3  ît;'')  -i-  P4  u'~-:  -^  p.  Il'  -f-  Pg  j<  =  o  ; 

c'est  la  seconde  associée  de  l'équation  (A).  M.  Fuchs  établit  des  conditions 
qui  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  léqualion  (B)  soit  réductible  et 
montre  qu'en  général  cette  réductibilité  consiste  en  ce  que  l'équation  (B)  a 
une  intégrale  commune  avec  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  du 
premier  ordre  à  coefficients  rationnels. 
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Dans  le  ras  où  réi|iialion   clillV-rentielle 

adjointe  de  Téquation  (A),  appartient  à  la  même  classe  que  (A),  les  conrli 
lions  de   réductibilité  de  l'équation   (B)   sont   toujours  vérifiées    :    la    seconde 
associée  de  l'équation  (A)  admet  comme  solution  une  fonction  dont  la  dérivée 
logarithmique  est  rationnelle. 

Les  quotient?  des  solutions  u  de  l'équation  diiïérentielle  (B),  par  la  racine 
carrée  du  déterminant  principal  de  l'équation  dill'érentielle  (A),  vérifient  une 
équation  dilTérenlielle  (C)  qui  appartient  à  la  même  classe  que  son  adjointe. 
M.  Fuchs  donne  une  nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  qu'il  avait  déjà 
établi  dans  les  Sitzungsberichte  de  1888  (p.  11 16),  et  celte  nouvelle  démons- 
tration permet  d'apercevoir  plus  nettement  le  mode  de  formation  des  coeffi- 
cients de  l'expression  ditrérentielle  qui  lie  les  solutions  de  l'équation  différen- 
tielle (C)  à  celles  de  son  adjointe. 

Les  mêmes  théorèmes  et  les  mêmes  démonstrations  s'étendent  d'ailleurs  sans 
aucune  modification  essentielle  au  cas  où  l'équation  (A)  est  d'ordre  a«  et  où 
l'équation  (B)  est  son  tV''"^  associée. 

L robenius^G .).  — Surla  composilion  des  caractères  d'un  groiine. 
(33o-339). 

M.  Frobenius  se  propose  d'élablir  des  propriétés  des  caractères  d'un  groupe 
donné  permettant  de  déduire,  de  caractères  déjà  connus,  de  nouveaux  carac- 
tères de  ce  groupe.  Parmi  ces  propriétés,  celle  qui  est  exprimée  par  le  théo- 
rème suivant  est  des  plus  utiles  pour  l'objet  qu'il  a  en  vue  : 

Le  produit  de  deux  caracléres  d'un  groupe  peut  être  représenté  par  une 
fonction  linéaire  de  tous  les  caractères  de  ce  groupe;  les  coefficients  de  cette 
fonction  linéaire  sont  des  nombres  entiers  positifs. 

Quelques  exemples  permettent  ensuite  de  se  rendre  compte  de  l'utilité  de  ce 
théorème,  ainsi  que  des  applications  que  l'on  peut  faire  des  propriétés  des  carac- 
tères déjà  établies  par  M.  Frobenius  dans  de  précédentes  communications  (Cf. 
Sitzungsberichte,  1898).  M.  Frobenius  donne  un  Tableau  des  caractères  du 
groupe  symétrique  de  degré  6  dont  les  éléments  sont  les  ~îo  permutations  de 
()  symboles  donnés,  et  un  Tableau  des  caractères  du  groupe  alterné  de  degré  6 
formé  par  les  36o  permutations  paires  de  ces  6  symboles.  Il  termine  son 
Mémoire  en  envisageant  les  caractères  des  groupes  binaires  du  tétraèdre,  de 
l'octaèdre  et  de  l'icosaèdre  qui  sont  d'ordres  ^i^,  48  et  120. 

Planck  {M.).  —  Sur  les  pli.'iiotjiènes    tle   r:n  onneiiieiit  qui  sont 
irréversibles  (sttitc). 

Apres  avoir  introduit  la  notion  de  rayonnement  naturel.  M.  Planck  établit 
le  principe  de  l'augmentation  de  l'entropie.  Il  donne  une  définition  électro- 
magnétique de  la  température  et  obtient  à  nouveau  la  loi.  déjà  établie  par 
\V.  \\ien.  que  l'on  peut  désigner  sous  le  nom  de  loi  de  la  distribution  de 
l'énergie  dans  un  état  de  rayonnement  stationnaire  (rayonnement  du  corps 
noir).  iJeux  constantes  qui  figurent  dans  l'expression  de  l'entropie  de  rayonne- 
ment, jointes  à  la  constante/  de  la  gravitation  universelle  et  à  la  conslanle 
qui  donne  la  \ilc>se  de  propagation  de  la  lumière  dans  le  vide,  permettent  de 
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définir  des  unités  naturelles  de  longueur,  de  masse,  de  temps  et  de  tempéra- 
rature,  unités  qui  ne  doivent  pas  leur  origine,  comme  celles  du  système  C.G.S., 
à  des  circonstances  particulières  et  à  nos  besoins  actuels.  Les  dimensions  du 
globe  terrestre,  son  mouvement  actuel  dans  l'espace,  la  densité  et  les  points  de 
fusion  etd'ébullilion  de  l'eau  n'y  jouent  aucun  rôle;  les  unités  naturelles  con- 
servent la  même  valeur  sous  la  seule  hypothèse  que  les  lois  de  la  gravitation 
universelle,  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  le  vide  et  les  deux  théorèmes 
fondamentaux  de  la  Thermodynamique  continuent  à  avoir  lieu. 

Frobenius  {G.).  —  Stir  la  représentalion  des  groupes  finis  par  des 
substitutions  linéaires  (suite).  (482-5oo). 

Soit  H  un  groupe  fini  formé  de  h  éléments  distincts  A,,  A,,  ...,  A,,.  Faisons 
correspondre  à  chacun  de  ces  h  éléments  A.  une  substitution  linéaire  homo- 
gène a-  de  n  variables,  de  façon  que  quand  on  a  A,A,=  A^,  on  ait  aussi  a-a^=  a,.. 
Les  substitutions  a-  forment  alors  un  groupe  holoédrique  ou  isomorphe  niéroé- 
drique  du  groupe  donné  et  l'on  dit  de  ces  substitutions  qu'elles  constituent 
une  représentation  du  groupe  envisagé  l\.  On  peut  aussi  entendre  par  a,, 
a,,  ...,  les  matrices  des  substitutions;  «,a^  désignera  alors  la  matrice  com- 
posée des  matières  a,,  et  a-. 

D'une  représentation  donnée  d"un  groupe  on  peut  en  déduire  une  nouvelle 
en  introduisant  d'autres  variables  dans  les  substitutions  a/,  on  obtient  des  repré- 
sentations du  groupe  H  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  représentations  équi- 
valentes. On  peut  envisager  les  rcpi-ésenlations  équivalentes  comme  ne  consti- 
tuant qu'une  seule  représentation  du  groupe. 

Au  moven  de  plusieurs  représentations  d'un  groupe  on  peut  en  obtenir  de 
nouvelles  par  composition.  Toute  représentation  équivalente  à  une  représenta- 
tion que  l'on  peut  obtenir  par  composition  est  dite  inprimitive  ou  réductible  ; 
les  représentations  primitives  ou  irréductibles  sont  celles  qui  ne  sont  équiva- 
lentes à  aucune  représentation  obtenue  par  composition.  Chaque  représentation 
d'un  groupe  se  compose  d'ailleurs  d'une  seule  manière  au  moyen  des  représen- 
tations primitives  de  ce  groupe. 

A  chaque  caractère  d'un  groupe  fini  correspond  une  et  une  seule  représen- 
tation primitive  de  ce  groupe.  Pour  évaluer  les  coefficients  des  substitutions 
qui  constituent  cette  représentation  primitive,  il  suffit  de  connaître  une  seule 
solution  d'un  système  déterminé  d'équations  linéaires  et  quadratiques. 


1899.  (loiixiènie  scmeslre. 

Kœnigsberger  {L.).  —  Sur  rirréductibilité  des  équations  fonc- 
tionnelles algébriques  el  des  équations  différentielles  linéaires. 
(672-676). 

Les  coefficients  des  équations  envisagées  sont  supposés  développables  en  séries 
convergentes  dans  "des  domaines  déterminés.  Parmi  les  nombreux  théorèmes 
concernant  l'irréductibilité  des  équations  envisagées  par  M.  Kœnigsberger, 
théorèmes  qui   conslituent  une  extension  de   Ihéoromes  analogues  qu'il  avait 
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déjà  établis  pour  des  équations  algébriques,  nous  citerons  ici  le  suivant  qui, 
pour  p  =  i,  se  réduit  à  une  proposition  due  à  M.  G.  Floquet  {Annales  de 
l 'École  Normale,  1 879  ) . 

Une  équation  différentielle  linéaire  de  la  forme 

(  X  —  a  )?"+'  P„  (^  —  a  )  j'v")  -i-  (  j7  _  a  );;"-':";^  P,  (^  _  a  )  !'("-''+. . . 

-^  {X  ~  a)n;^„-,P„_,  (.r  — a)j''+  P,^  (a?  —  a)y  =  o, 

dans  laquelle  P„(a7— a),  P,(:r— a),  ...,  P„_i(j;— a),  \\{x—oi)  désignent 
des  séries  entières  en  {x  —  a  )  ayant  chacune  une  valeur  différente  de  zéi'o  pour 
X  —  a=o,  et  [ij,  (1^,  ....  \i-„_i  des  nombres  plus  grands  ou  égaux  à  i,  p  un 
nombre  entier  positif  quelconque,  est  irréductible,  en  ce  sens  qu'elle  n'a  aucune 
intégrale  commune  avec  quelque  équation  linéaire  d'ordre  inférieur  dont  les 
coefficients  soient  développables  en  séries  entières  en  {x  —  a). 

Kœnigsbcrger  [L.).  —   Stir  Firréduclibililé  des  équations  difTé- 
rentielles  algébriques.  (^83-8o-). 

Les  résultats  concernant  Virrëduciibilité  des  équations  différentielles  linéaires, 
donnés  par  M.  Kœnigsberger  dans  une  Communication  précédente,  sont  étendus 
à  des  équations  différentielles  algébriques  non  linéaires.  Parmi  les  propositions 
obtenues  par  M.  Kcenigsberger,  signalons  la  suivante  : 

Une  équation  différentielle  algébrique  homogène,  d'ordre  n,  qui,  envisagée 
comme  une  équation  algébrique  en  y'-"'>,  est  irréductible,  et  qui  est  de  la  forme 

P,{X  —  :l)  y  +  {X  —  x)-P^{x  —  ^)  y'  ^  {X  —  a  )-^  P,  (  j;  —  a  );-" -4-.  .  . 
-i-  (x—  a)"P„_,(a7  — a),r'"-'' 
+  (x  —  <x)"+'  P,,{x  —  x)  y~")  -i-  P^^,{x  —  OL)y'- 
-H  P„^[x  —  7.)  yy'  -h. .  .-i-P„_,^Jx  —  x)  y:"-')yi")^. .  .=  «, 

où  PJa;  —  a),  P,{j;  —  a),  ...,  P„(.r  —  a)  sont  des  séries  entières  en  {x  —  a) 
ayant  chacune  une  valeur  différente  de  zéro  pour  .r  —  a  =  o,  et  où  P(,n(a7  —  a), 
Poi(-2^  — *).  •••1  P„-i,„(^  — a))  •••  sont  des  séries  en  {x  ~  a.)  ne  contenant 
chacune  qu'un  nombre  _fini  de  puissances  négatives  de  {x  —  t.),  est  irréduc- 
tible, en  ce  sens  qu'elle  ne  peut  élre  réduite  à  une  équation  différentielle  algé- 
brique du  même  type  et  d'ordre  moindre  dans  laquelle  la  dérivée  d'ordre  le  plus 
élevé  figure  effectivement  dans  un  terme  de  dimension  i  par  rapport  aux  déri- 
vées, comme  c'est  le  cas  pour  l'équation  du  /i'*""  ordre  envisagée. 


1900;  premier  seineslrc 

Fuchs  (L.).  —  Sur  un  genre  particulier  de  courbes  rationnelles 
admettant  des  points  doubles  imaginaires.  (y/i--S). 

On  peut  se  proposer  de  délcrniincr  une  fonrliim  rationnelle 
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de    la    variable    indcpciKlante    t    qui    satisfasse    aux    condiiions    suivantes    : 

I.  La  valeur  de  \'(t)  ne  doit  être  infinie  que  pour  des  valeurs  finies  non 
réelles  de  /,  qui,  dans  le  plan  représentatif  de  la  variable  conriplexe  /.  soient 
figurées  par  des  points  situés  du  même  coté  de  l'axe  réel. 

II.  Dans  le  plan  représentatif  de  -,  le  lieu  (C)  des  points^  qui  correspondent 
aux  valeurs  réelles  de  <,  doit  passer  par  un  nombre  fini  de  points  z^.  z^_,  ....  r„ 
livées  à  Tavance. 

III.  A  aucun  point  :;  (V'  la  cour])c  i  Q.)  ne  doivent  correspondre  deux  solu- 
tions, liistinctcs  ou  confondues,  réelles  t  de  l'équation  z  =  F(^;. 

M.  I-"uclis  i:oniinuni(|ue  qucUjues-uns  des  résultats  auxquels  il  est  parvenu  en 
étudiant  ce  problème  dans  le  cas  où  l'on  choisit  pour  infinis  de  la  fonc- 
tion F(f),  n  points  î,,  i.,  ....  ,3„  fixés  arbitrairement  du  même  coté  de  Taxe 
réel  des  t,  et  où  l'on  ^wç.  arbitrairement,  sur  l'axe  réel  des  t,  n  points  distincts 
|is,,  [ï,,  ...,  3„  correspondant  aux  valeurs  données  ^,,  z.,_,  ....  r„. 

Si  l'on  désigne  par/(.r)  le  produit 

f{x)  =  (J7-0,)  (.r-s,)...(j:-oJ, 
par  g(x)  le  produit 

pur  f'{x)  et  g' (x)  les  dérivées  de /(x)  et  de  g(X)  prises  jKir   rapport  ii  x 
et  par  c,,  c,,  ...,  c„  les  expressions 


fCK) 


un  voit  aisciiienl  que  la  finclion 


vérifie  les  conditions  I  cl  II;  M.  Fuclis  démontre  qu'elle  vérifie  aussi  la  condi- 
tion III. 

Kotlcr  (F.).  —  Sur  les  cas  d'intégrubilité  des  équalioiis  diflTéren- 
lielles  du  mouveinent  dun  solide  rigide  dans  nu  llnide,  décou^ 
verls  par  SteklolTet  LiapounoO".  (79-87). 

Le  fiuide  est  supposé  incompressible,  sans  frottement,  et  les  conditions  ini- 
tiales sont  supposées  quelconques.  Le  problème  du  mouvement  tl'un  solide 
rigide  dans  un  tel  lluide  se  ramène  à  des  quadratures  dans  les  deux  cas  envi- 
sagés par  .M.M.  Sleklolf  et  Liapounolf.  M.  Kotter  montre  comment,  dans  ces 
deux  ca>,  on  peut  entièrement  résoudre  le  problème,  quelles  que  soient  les 
conditions  initiales,  en  suivant  la  même  marcîie  que  celle  qui  a  permis  à 
M.  H.  Weber  de  donner,  mais  seulement  dans  Thypothèse  de  conditions  ini. 
tiales  particulières,  la  si)lution  romplèle  du  cas  découvert  par  Clebscli. 
Bull,  des  Sciences  mallieiu.,  2'  série,  t.  XWII.  (Juin  1903.)  R.8 
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Dans  les  deux  cas  d"inlé§iabililé  de  LiapounolT  et  de  StcklolF  la  soliilion  ne 
diirère  que  par  la  valeur  de  certaines  constantes;  on  peut  donc  se  borner  à 
etl'ectuer  les  transformations  analytiques  dans  Fnn  de  ces  deux  cas  seulement; 
-M.  Kutter  montre  comment  on  parvient,  dans  le  cas  d'intégrabilité  de  Steklod, 
aux  formules  qui  fournissent  les  expressions,  en  fonction  de  t,  des  éléments  du 
mouvement. 

Les  formules  ainsi  obtenues  rentrent  d'ailleurs  dans  un  t\pe  général  déjà 
envisagé  par  M.  Kotter. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  expressions,  en  fonction  de  ;,  des  compo- 
santes de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  solide  rigide,  suivant  les  trois 
axes  du  trièdre  irirectangle  fixe  dans  l'espace,  sont  presqtie  entièrement  de  la 
même  forme  que  les  expressions,  en  fonction  de  t,  des  coordonnées,  par  rap- 
port aux  mêmes  axes  fixes  dans  l'espace,  du  centre  de  masse  du  solide  rigide. 

Kraiise  (A/.).  —  Sur  une  classe  d'équalions  difiérenlielles  du 
second  ordre,  intégrables  au  nioven  des  fondions  elliplicuies. 
(258-268). 

M.  Krause  envisage  celles  des  équations  de  Picard,  du  second  ordre,  que  l'on 
a  désignées  sous  le  nom  de  paires;  deux  intégrales  «,,  œ,,  linéairement  indé- 
pendantes d'une  quelconque  de  ces  équations  sont  de  la  forme 


n 
n 


^i(^'-«/) 


où  les  nombres  a^  sont   distincts  des  nombres  ->  -,  "-■,  où  les  nombres   a- 

■212  '■ 

sont  inégaux  et  où   a  a   une  valeur  déterminée  (t  désigne  le  rapport  ^^ — -  des 

périodes  200,,  auj  des  fonctions  elliptiques  formées  au  moyen  des  fonctions  & 

envisagées  |. 

On  peut  se  demander  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'une  équation  diirérentielle  de  Picard  rentre  dans  ce  type  particulier. 
5^i  l'on  pose 

«  =  210,  v",  z  =  sa- M, 

o  =  2(0|rt,         t  =  sn-a, 
et 

il  est  aisé  tic  voir  (luc  l'on  a 

<s{u,  a  )  --  ^z  —  te^  , 
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H(c)  clésignuiil  le  polynoinc  du  troisième  degré 


•j  (i). 


2  tiJ, 


dans  lequel   /.-  est  le   module  correspondant  au  rapport  t  =  — -  des  périodes 
envisagées  sw,,  2Wj.  ()n  en  conclut  que  la  fonction 

peut  être  mise  sous  la  forme 


F(s) 


f 


G{z)s'n(z) 


dz. 


V {  z)  et  Gi"^;  désignant  des  fonctions  rationnelles  entières  de  z  dont  la  pre- 
mière est  de  degré  inférieur  à  la  seconde;  et  où,  pour  chaque  indice  /■,  on  a 

t^  désignant  le  nombre  sn-(2w,rt^).  Les  racines  de   Téquation   G(s)  —  o   sont 
inégales  et  distinctes  des  racines  de  l'équation   V{z)  =  o  ;  on  exclut  ici  les  cas 

où   quelqu'une   des  racines  de   l'équation    F(5)  =  o  serait  égale  à  o,   i  ou  ~> 
l'élude  directe  de  ces  cas  ne  présentant  aucune  difficulté. 

Il    suffit   de   remplacer    /  par  — l  dans   l'expression   de   '■?,(")   pour   obtenir 
l'expression  de  a^ff*)  délinic  [lar  la  formule 


?-j(«)  =  JJr(".  —  ^.■)- 


Si  l'on  désigne  par  Z,,  Z,  les  fonctions  de  :;  dans  les(|nelles  se  transforment 
9,(wj,  »,(")  pat'  la  substitution  ^  --  sn-;/,  le  ]n'obléme  posé  plus  haut  revient 
à  celui-ci  : 

Trouver  les  conditions  nécessaires  et  sufdsanlcs  pour  qu'une  équation  dilTé- 
rentielle  linéaire  du  second  ordre  admette  les  deux  intégrales  Z,  et  Z,. 

Cette  dernière  façon  de  priser  le  problème  est  celle  de  Fuchs  dans  ses 
recherches  de  1876-1878  publiées  dans  les  Nachrichlen  de  Gœltingue  et  dans 
le  Tome  IX  de  la  2"  série  des  Anncdi  di  Matematica. 

M.  Krause  résout  d'abord  le  problème  sous  cette  seconde  forme;  il  trans- 
forme ensuite  les  résultats  obtenus  et  montre  que,  sous  les  restrictions  que 
comporte  le  problème,  pour  qu'une  équation  didérentielle  du  second  ordre  de 
Picard  soit  paire,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  équation  -oit  do  la  forme 

d-  -j  rfv 

dt^  -""^'dlc-  '^■-  ''•■ 


cl  (lue  la  t'oiicliuii 
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n 


SïU*') 


qui    est,  comme  on   sait,   une   fuiiriion   raLiminelle   onlitrc   F   de   iu-u,    vérifie 
l'équation  diUéientielle  linéaire  du  tiuisienie  ordre 

Dans  res  équations  q,  et  ry^  désignent  des  fondions  déterminées  de  snw, 
en  II,  dn  î/. 

-M.  Krause  intégre  ensuite,  dan-  un  ras  particulier,  ré(|nalion  précédente.  Il 
établit,  dans  ce  cas  particulier  où  les  calculs  sont  entièrement  cHectiiés,  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation  diUerentielle  du  troi- 
sième ordre  admette  comme  intégrale  une  fonction  rationnelle  entière  de  z 
(dont  le  degré  vérifie  d'ailleurs  une  condition  d'inégalité). 

Gordan.  —  Déinonslralion  du  1  licoicinc  de  Ui   transcendance  du 
nombre  —.  (  35.5  ). 

Cette  Cunimuniratiou  n'est  pa<  publiée. 

Landsbeig  (G.).  —  Sur  la  tliéorie  des  fonctions  algébrif|iies  de 
deux  variables.  (2f)(>-.)t)2). 

Les  piinci|)es  ,|ui  ont  guidé  D.drkind  et  Henri  \\ri)er  dans  l'él  nde  (  7o;//-/j(7/ 
de  Crelle,  t.  l)-2  )  dis  fonctions  algébrique- dune  variable,  peu  vent  être  étendus 
à  l'élude  des  fomtions  algébriques  de  diiix  \arialiles. 

Si 


V{x,  y,  z)  =  rt„(x,  y)z"-^  ci,(x,  y)  z"^ 


«„  (.r,  1') 


désigne  un  p.dynouie  irrcducliblc  de  degré  /  en  .i\  m  <ti  y.  n  eu  ;:.  et  si  l'on 
suppijse  qui;  l'on  ait 

''(•^>  X,  -)  -  o, 

louir  foiieiion  lalioiinelle  ?/ de  /•.  r.  ;  pouiia  être  en\  i-agée  comme  une  fonc- 
tion algébrique  de-  deux  variabbs  ./■.  y  .1  vérifiera  une  équation 'algébrii|uc 
de   liegri'  //  rn   //. 

*/"-•-  b,( X,  .r;«"  '-i-...~  ^„_i(.r.  y)u--  hjx,  y)  ~  o, 

iài  b,{x.  y),  bJx.yj bjx.y)  smit  dr-  bmrlion-  raiionncdies  déter- 
minées de  X,  r.  et  dont  le  piiniier  membie.  -il  n'ist  irréductible,  est  une 
puissance  d'une  fonction  irr(''ilui-lible. 

Si  l'on  désigne  par  il  le  corps  fornu-  p.ir  rensemble  des  fonctions  algi'- 
briques  u  de  .r,  _i-,  toute  fonction  inliéic  de  <>  peut  èti'c  décomposée  d'une  cl 
d'une  seule  nianién-  en  diviseurs  pirmiei-.  \  ili.icun  de  cis  diviseur-s  prr- 
liiiers  p  correspond  un>-  fourljon  iiréilurlibic  dilerniiiii>e  T  i  ./■.  v  )  qui  est 
divisible    |>.ii'    /i:    suivant    que    \'{X,j)    n'est    divi-ibic   que    jiar   la    première 
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puissyncc  ilr  p  on  c|u"il  est  divisible  par  une  puissance  plus  élevée  de  /),  on 
rangera  p  dans  un  premier  jj;roupe  qui  jouera  ici  le  rùlc  que  joue  dans  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  d'une  variable  l'ensemble  des  points  ordi- 
naires de  la  surface  de  Riemann  sur  laquelle  on  représente  la  fonction  algé- 
brique d'une  variable,  ou  dans  un  second  groupe  (|ui  jouera  ici  le  rôle  que 
joue  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriciues  dune  variable  l'ensemble  des 
points  de  ramilication  de  la  surface  de  Riemann. 

En  utilisant  les  propriétés  fondamentales  des  formes  de  plusieurs  variables 
établies  par  Kronecker,  M.  Landsberg  étudie  les  ramilication?,  les  singularités 
des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  ainsi  que  les  nombres  qui  restent 
invariants  dans  louies  les  transformations  birationnelles.  Le  polygone  des 
points  doubles  de  Dedekind-Weber  {Journal  de  Crelle,  t.  '.)i,  p.  i8i)  est  ici, 
dans  la  théorie  des  fondions  algébriques  de  deux  variables,  remplacé  par  un 
diviseur  0  de  la  courbe  double  ([ue  M.  Landsberg  définit  d'une  façon  précise 

■      •  ■         1  j       j  ■•    •  .  .,       dV     dV     d¥    , 

et  dont  il   montre  la  dépendance  des  dérivées  partielles  -—■>  — >  -—  du  prê- 
cha;    Oy     dz 

mier  membre  F  de  l'équation  F  =  o  qui  définit  la  fonction  algébrique  z-  de  x.  y. 

Frobenius  (G.).   —    Sur  les  caractères   du   groupe   svmélrique. 
(5iG-534). 

Les  n'.  permutations  de  n  symboles  forment  un  groupe,  le  groupe  symé- 
trique de  ces  symboles.  On  peut  déterminer  les  cn'-acfè/e^  de  ce  groupe  symé- 
trique en  choisissant  convenablement,  dans  ce  groupe,  autant  de  sous-groupes 
qu'il  y  a  de  caractères  et  en  évaluant  certains  nombres  N  que  ces  sous-groupes 
caractérisent  et  qui  se  trouvent  être  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  entiers 
des  caractères  cherchés;  si  /c  est  le  nombre  des  caractères  du  groupe,  chaque 
caractère  a,  comme  on  sait,  k  valeurs  :  le  système  des  k  nombres  N  que  l'on 
évalue  au  moyen  de  k  sous-groupes  d:i  groupe  symétrique  envisagé,  est  divi- 
sible par  le  module  formé  par  les  k-  valeurs  des /■  ca'-rtc^e/'e5  du  groupe  symé- 
trique. 

Pour  déduire  des  fonctions  linéaires,  à  coefficients  entiers,  des  caractères 
cherchés,  qui  sont  égales  aux  nombres  IV,  les  k  caractères  eux-mêmes,  on  uti- 
lise les  relations  bilinéaires  auxquelles  satisfont,  comme  on  sait,  ces  caractères. 
Dans  ses  calculs.  M.  Frobenius  introduit,  sous  le  nom  de  caractéristique  d'un 
caractère,  deux  systèmes  de  /•  nombres  chacun  qui  caractérisent  ce  caractère. 
En  fait,  un  caractère  est  déterminé  par  n  nomiires  positifs  k^,  /■-,,  ...,  A„  (l'un 

d'eux  peut  être  nul)  avant  pour  s-omme  -  n{n  -^i):  si  «',.  «;,  a,,  ...,  a„  dési- 
gnent les  n  nombres  o,  i,  j,  ...,  n — i,  rangés  dans  un  ordre  convenable,  on 
peut  représenter  par 

n  —  I  —  «r^n     "  —  '  —  '^'r-:-      •  •  •  )     '*  —  '  —  '^n 

ceux  des  nombres  /?— i  — a,,  n  —  i  —  a,,  ...,  n  —i  —  o„  qui  figurent  parmi 
les  n  nombres  /•,,  /.%,  ...,  />„  :  on  représentera  par 

n-^b^,     n-7-b.,     ...,     n -^  b,. 

les  nombres  /.,,  k. /.„  qui  ne  sont  pas  compris  dans   la   suite  n — i  —  a,, 

n  —\  —  a.y   ....  //  —  I  —  «„  et  qui  snit  donc  plu?  grands  que  u  —  \:   la  carac- 


no  St-CUM)!'    FAKTIE. 

téi-istiqtie  du  caractùrc  envisagé  est  alors  formée  par  les  >r  nombres 
/a,,     a,,     ...,     a\ 
U,,     b,,     ....     bj' 

L'évalualion  des  caractères  de  /ring  un  est  particulièrement  aisée;  parmi  ces 
caractères  il  convient  de  signaler  celui  qui  appartient  à  chaque  groupe  de  sub- 
stitution doublement  transitif. 

Soient  S  le  groupe  symétrique,  A  le  groupe  alterné  de  degré  «  ;  si  T  est  une 
permutation  impaire  quelconque,  on  peut  envisager  S  comme  formé  par  Ten- 

sembie   du  complexe  A  contenant  ses  -n'.   paires  et  du  complexe   AT  =  TA 

I 
contenant  ses  - /; .  perniulalious  impaires:  les  deux  complexes  A   et  AT  =  TA 

S 
forment   un   groupe  —  d'ordre   2   (jui    a   deux   caractères   (i,  i)    et   (i.  —  i);   le 

groupe  S  a  donc  un  caractère  /  '  dont  la  valeur  est  -hi  pour  les  éléments  du 
groupe  A  et  —I  pour  les  éléments  du  groupe  AT.  Si  l'on  multiplie  un  quel- 
conque des  caractères  y  ^)  de  S  par  ce  caractère  /")  on  obtient  un  autre  carac- 
tère /'■'  de  S.  Deux  caractères  /C"),  yO-)  pour  lesquels  on  a 

et 

y')  =  yl'y") 
sont  dits  associe;. 

M.  Frobenius  se  propose  d'évaluer  les  caractères  du  groupe  svmétrique  S 
de  n  éléments,  qui  sont  leurs  propres  associés.  Le  nombre  de  ces  caractères 
est  égal  au  nombre  de  représentations  de  n  par  une  somme  de  nombres  impairs 
tous  distincts. 

M.  Frobenius  s'altache  ensuite  à  quelques  cas  particuliers  où  certaines 
valeurs  des  caractères  sont  assez  faciles  à  évaluer. 

Si  les  substitutions  de  la  classe  p  sont  formées  de  s  cycles  et  si  s  est  plus 
petit  que  /•  f  nombre  des  a  et  des  b  dans  la  caractéristique  du  caractère  y;''), 


on  a 


M.  Frobenius  apprend  à  évaluer  y.^'  quand  .?  =  /-.  Il  apprend  aussi  à  éva- 
luer /■')  dans  le  cas  où  les  pei mutations  de  la  classe  p  sont  formées  d'un  cycle 
de  c  symboles  et  de  n  —  c  rvele^  cliacim  d'un  seul  symbole. 


1900;  dcuxii'tnc  soineslrc. 

Ilelmcrt  {F. -/{.).  —  Sur  la  délerniinalion  de  peliles  parties  de 
la  surface  du  géoïdr,  au  movcn  des  écarls  du  fil  à  plomb,  en 
lonaiil  coinplc  de  sa  ('oiirbiae.  (  ()()  |-<)8'>.). 

La  forme  airerlée  par  la  ■'urfarr  des  océans   dilV.  rr  de  .rlle  de  l'rllip^nidc  Hc 
ré\olulion    aplati    aux    pôles  qui    sert    de   jurfarc   de  réfèrent  e   (L)   pour   les 


lll^VUI-.   I)I':S    PUUIJCAIIOXS.  m 

mesures  ^éodésiques.  LVcait  (•iilrc  l;i  dircrlioii  que  prend  Ir  fil  à  plomb  au\ 
din'ércnls  points  de  la  Terre  et  la  direclion  (lu'il  prendrait  si  la  Terre  était 
rellipsoïde  de  référence  (E),  permet  de  déterminer  la  forme  qu'affecterait  la 
surface  des  mers  prolongée  ii  travers  les  continents.  Ou  appelle  géoïde  cette 
surface;  on  ne  saurait,  actuellement  du  moins,  la  représenter  anal\  tiquement  ; 
il  faut  se  contenter  d'en  étudier  certaines  parties  déterminées  expérimentale- 
ment. C'est  ce  que  fait  M.  Helmert  en  s'aidant  de  quadratures  mécaniques. 

Kœni^sber<ier    (L.).    —    Sur    une   généialisalioii    du    polcnlici 
newLouien.  (  i  i5o-i  i58).  ' 

Le  potentiel  newtonien  V  d'une  masse   distribuée  sur  une   surface,   vérifie, 
comme  on  sait,  en  chacun  des  ])oinls  de  celle  surface,  la  relation  différentielle 

<;V         rJV         _  ,  __ 

n-  et  «,  désignant  les  deux  demi-normales  menées  à  la  surface  en  un  point  de 
densité  g.  Dans  l'Iiypothèse  où  la  loi  de  \V.  Weber  remplace  la  loi  de  Newton, 
le  potentiel  \V  est  de  la  forme 


,       (Ir 
''        Tt' 

Le  potentiel  ^^'  d'une  masse  disli'ilmée  sur  une  surface  \érill(^  une  relation 
unaloi;uc  à   lu  iirccédetite  ;  M.  Kœiiigslicr;;er  lunntre  qu'elle  <•>[  de  la  forme 

'dW  _   d    cAV\        /(MV  _  d^  ô\\\  __,  _^/   ^  '_i2\ 
\"d^  ""  7/1  'dn])  "^  ['ûrT^        dt  ~ôn'J  ^~^  "^  '/    '     /•''  /' 

où  n-  et  n^  désignent  les  deux  demi-normales  menées  à  la  surface  en  un  point 
de  densité  a;  n  une  quelconque  de  ces  deux  demi-normales  et  où  les  accents 
sont  réservés  aux  dérivées  prises  par  rapport  à  /,  en  sorte  que  ii'  est  la  vitesse 
d'un  mobile  qui  serait  attiré  parla  surface  sur  lat|uclle  est  distribuée  la  masse, 
lorsque  ce  mobile  s'en  écarte  normalement. 

M.  Kœnigsberger  étudie  ensuite  le  potentiel  vvebérien  \\'  d'une  masse  dis- 
tribuée sur  un  corps  ayant  trois  dimensions;  en  s'appuyant  sur  la  relation 
différentielle  précédente  et  sur  plusieurs  formules  déjà  établies  dans  des  Com- 
munications précédentes,  en  particulier  sur  les  formules  qui,  dans  le  cas  de  la 
loi  d'attraction  de  \V.  Weber,  remplacent  les  formules  de  Laplace  et  de  Poisson 
dans  le  cas  de  la  loi  d'attraction  de  Newton,  il  parvient  à  plusieurs  résultats 
intéressants  concernant  la  continuité  du  potentiel  wébérien  dans  l'espace. 


igoi  ;  premier  semestre. 

Fitchs  (/-.).  —  Sur  la  tliéorie  des  cqiiallous  dilTérenlielles  liiu'aires. 

(34-48)'. 


112  si';(  u-NUii  TA  i;  11 1':. 

Envisageons  une  équation  dilléicnlielle  linéaire 


cf'^y    , 


dz—' 


p..y 


dont  les  coefficients  /?,,  ...,  /?„  soient  des  fondions  uiiivoques  et  partout 
déterminées  de  la  variable  complexe  z  dans  un  domaine  (T).  A  tout  contour  L 
parcouru  par  z  dans  (T)  appartient  une  équation  fondamentale,  de  deuré  n. 


o, 


et  si  to,,  w,,  ....  oj.^  sont  les  v  racines,  d'ordres  de  multiplicité  À,.  À,,  ...,  /.., 
de  celte  équation  fondamentale,  on  sait  qu'il  existe  un  système  fondamental  de 
solutions  de  Téquation  dillérentielle  dans  letiuel  les  Àj.  éléments  de  ce  svstcmi; 
qui  correspondent  à  la  racine  ojj.  d'ordre  de  multiplicité  Aj  sont  distribués  en 
groupes  contenant  respectivement  ;jl,  ,  a,  ,  ....  u^  éléments  tels  que  les  élé- 
ments j',,  y.,,  y.^  faisant  jiartic  d"un  //icme  groupe  G  satisfont  à  des  relations 
de  la  forme 


ri  ^  '•'.»' 


J'?=  f'-ij':— l'ii 


^J>V-V 


quand  on  a  paicouru  le  contour  U. 

Pour  établir  la  fornie  analytique  des  solutions  de  Téquation  différentielle 
linéaire  envisagée,  on  s'est  borné  jusqu'ici  à  envisager  le  cas  où  le  Cfmlour  U 
embrasse  un  seul  de^  points  de  discontinuité  z  =  a  des  coefficients  />,.  />.,  ...,/)„ 
de  l'équation  différentielle.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  les  éléments;)',,  j-„  ...,y.^ 
faisant  partie  d'un  même  groupe  G  s'expriment  aux  environs  du  point  singu- 
lier a  par  des  expressions  de  la  forme 


(I) 


■/(t). 


à/(t) 

ot    '' 


à\f{f) 


('/■ 


f):— /(O 


(:j-  —  ')! 


01' 


où  l'on  a  écrit  t  pour  —^—\«^{z  —  a),  et  où  /{t)  est  le  jjroduii  de 

—r-  lO^-W 

\it  T. 


par  une  somme 


(z-a)' 


dans  laquelle  0^_,, -y.,  ,,  ...,'y„sont  des  fonctions  univoqiics  de  z  aux  environs 
du  point  a. 


%^   F'û^L^. 


IIEVUE    DES   PUBLICATIONS.  n3 

Mais  dans  les  problèmes  dans  lesquels  on  se  propose  d'approfondir  i;i  nalnn- 
du  groupe  de  subsLilutions  appartenant  à  réqualion  différentielle,  il  importe- 
rait de  connaître  aussi  la  forme  analytique  par  laquelle  s'expriment  les  solu- 
tions de  l'équation  différentielle  linéaire  qui  constituent  les  éléments  d'un  même 
groupe  G,  dans  le  cas  général  où  le  contour  U  est  quelconque  dans  (T).  AI.  Fuclis 
montre  que  cette  forme  analytique  est  toujours  du  type  (I).  Si,  pour  un  con- 
tour U,  tous  les  groupes  G  ne  sont  pas  formés  chacun  par  un  seul  élément,  et 
si  l'on  désigne  par  t],  l'élément  d'un  groupe  G  qui  se  reproduit  multiplié  par 
la  racine  w  de  l'équation  fondamentale  quand  z  a  parcouru  le  contour  U,  si 
enfin  T|,  est  le  second  élément  de  ce  groupe  G  qui  se  transforme  en 


quand  z  a   parcouru  le  contour  U,   la  quantité   t   ([ui   ligure   dans  l'expression 
analytique  (I)  représente  ici  l'expression 


^'"4^H 


et  la    fonction  f{t)   qui    figure  dans  cette   même  expression  (I)  désigne  ici  h 

produit  de 

1 

-loge.) 


[^-T" 


par  une  somme  du  type  (II)  dans  la(juelle  <i^,^_^.  '^.j_2i  •••-  4^0  "*^  changent  pas 
quand  z  a  parcouru  le  contour  U.  Dans  le  cas  exclu  où  tous  les  groupes  G 
sont  formés  d'un  élément,  la  solution  est  immédiate. 

M.  Fuchs  dit  de  l'ensemble  des  relations  (I)  correspondant  aux  divers 
groupes  G  qu'il  constitue  la  solution  canonique  de  l'équation  différentielle 
envisagée,  pour  le  contour  U. 

Les  résultats  obtenus  permettent  d'établir  un  théorème  important  dans  le 
cas  où  un  système  fondamental  w^,  tv,,  ...,  «'„  de  l'équation  difierentielle 
envisagée  satisfait  à  un  nombre  fini  de  relations  homogènes  à  coefficients 
constants.  Soient 

9,  (  (V,,  (v^,   . . .,  <v„)  =0,         . . .,         cp^((v,,  (Vo,   . . .,  »'„  )  =  o 

ces  relations.  M.  Fuchs  montre  que  si  l'on  exclut  certaines  formes  déterminées 
des  fonctions  o^,  cpj,  ....  cp^  qu'il  caractérise  d'ailleurs  complètement,  les  élé- 
ments de  chaque  système  fondamental  dont  l'ensemble  constitue  la  solution 
canonique  de  l'équation  différentielle  envisagée  pour  un  contour  déterminé  U, 
arbitrairement  fixé  dans  le  domaine  (T),  sont  simplement  multipliés  chacun 
par  une  constante  (racine  de  l'équation  fondamentale)  quand  z  a  parcouru  U. 
De  ce  théorème  fondamental  découlent  ]ilusieurs  conséquences  élégantes 
auxquelles  on  parvient  aisément  en  particularisant  les  fonctions  »,,  9,^  •••»  'fo- 

r\  •         .•  1  .    .  •  f'*'      'i"!  *^,i     I 

Un  rencontre,  en  parliculier,  le  cas  ou  les  quotients  ^i  —  t  •  •  •■>  —  des  n  racines 

(J,       (Oj  (0, 

de  l'équation  fondamentale  appartenant  au  contour  U  sont  des  racines  de 
l'unité. 

Kœnigsbci:j,cr  {L.).   —   Sur  l'ôcjualion  c!e  l'oissoii  génri  aliséc. 

(i  1 8-1  20). 

Bull,  des  Sciences  malhcin..    >'■  série,  l.  \\A  11.  (Juillet  190.1.)  Fî.<j 


,,4  SECONDE   PAllïlE. 

M.  Kccni^sbcrger  montre  que,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  vitesse  i' 
d'un  mobile  attiré  par  une  masse  distribuée  sur  une  surface  suivant  la  loi  de 
W.  Weber  et  sécartant  de  cette  surface,  le  potentiel  W  vérifie  la  relation 

\dn.        dt  dn'J    '    \àii^        dt  dn'J  ~      ^-'y  '    /-^ )' 

dans  laquelle  //,  et  «,  désignent  les  deux  demi-normales  menées  à  la   surface 

,  ,      , .  .    ,    dn     _.  ,    .     ,.      .         ,, 

en  un  point  de   densité  s  et  n    la  dérivée  -.- •  C  est  une  généralisation  d  un 

théorème  déjà  établi  dans  une  Communication  précédente  dans  le  cas  où   la 
vitesse  du  mobile  est  égale  à  n'. 

Fi-obenius    (G.).    —    Sur    les    caractères    des    groupes    alternés. 
(3o3-3.5). 

Si  le  groupe  symétrique  a  u  paires  de  caractères  associés  distincts  et  v  carac- 
tères qui  soient  chacun  son  propre  associé,  le  nombre  des  caractères  du  groupe 
symétrique  est  sw-i-v;  le  groupe  alterné  contenu  dans  ce  groupe  symétrique 
a  alors  u-h2V  caractères  dont  u  sont  chacun  son  propre  conjugué  et  dont  les 
2V  autres  se  partagent  en  paires  de  caractères  distincts  conjugués.  Chacune 
des  «  paires  de  caractères  associés  du  groupe  sjmétrique  donne,  en  effet,  nais- 
sance à  un  caractère  u  du  groupe  alterné  qui  est  son  propre  conjugué,  tandis 
que  chacun  des  v  caractères  du  groupe  symétrique  qui  est  son  propre  associé 
se  ramifie  dans  le  groupe  alterné  en  deux  caractères  conjugués  distincts. 

Pour  «  =  4,  5,  7  on  a  V  =  i;  pour  «  =  4  et  «  =  5,  M.  Frobenius  a  déjà  donné 
des  Tableaux  renfermant  tous  les  caractères  des  groupes  alternés  et  symétriques. 
Pour  «  =  8  on  a  f  =  2,  «  =  io.  Dans  ce  dernier  cas,  M.  Frobenius  forme  les 
caractères  du  groupe  symétrique,  puis  ceux  du  groupe  alterné.  Il  démontre 
ensuite,  par  induction,  une  règle  qui  permet,  quel  que  soit  n,  de  déterminer 
les  caractères  du  groupe  alterné  par  un  procédé  analogue  à  celui  qu'il  a 
appliqué  quand  n  =  8. 

Ilelineft  (F.-R.).  —  Sur  la  composante  normale  de  la  pesanteur 
au  niveau  de  la  mer.  (3;).8-336). 

La  formule  qui  donne  la  variation  de  cette  composante  -;„  quand  on  se 
déplace  sur  la  surface  du  globe  est  établie  par  M.  Ilelmert  en  tenant  compte 
des  observations  faites  dans  les  dernières  années;  elle  convient  aussi  bien  aux 
observations  faites  à  l'intérieur  des  continents  qu'à  celles  faites  le  long  d'un 
littoral,  à  très  peu  prés.  Si  o  est  la  latitude  dun  lieu,  on  a  en  ce  lieu,  en  pre- 
nant le  centimètre  pour  unité, 

Yj  =  9-j8,o'|G[i  -+■  0,00.') 3o5  sin-'f  —  0,000007  sin-2s], 
laplalisscmcnt  lerrcslre  étant  égal  à 


298,3 

Les  valeurs  calculées  par  cette  formule  doivent   d'ailleurs  fort   viuiscmbla- 
blcn)fnl   -iuliir  uni'  cnri-i-rlion  de  — 0.01."). 


RKVUE   DES  PUBLICATIONS.  ii5 

Planck  (M.)-  —  Sur  les  piiénomènes  de   ravonnemenl  qui  sonl 
irréversibles.  (544-545). 

De  la  définition  de  Tentropie  électromagnétique  donnée  par  M.  Planck  dans 
ses  Communications  précédentes,  il  résultait  que  la  loi  de  distribution  de 
l'énergie  de  Wien  est  vérifiée  pour  toutes  les  températures  et  toutes  les  lon- 
gueurs d'onde.  Des  expériences  récentes  ont  mis  en  évidence  qu'il  n'en  est  pas 
ainsi;  il  est  donc  certain  que  la  définition  de  l'entropie  électromagnétique 
doit  être  généralisée.  C'est  à  celte  généralisation  qu'est  consacrée  la  Note  de 
M.  Planck;  la  nouvelle  expression  par  laquelle  il  définit  maintenant  l'entropie 
se  réduit  d'ailleurs  à  l'ancienne  dans  le  cas  de  petites  longueurs  d'onde  ou  de 
basses  températures,  cas  où  la  loi  de  distribution  de  l'énergie  de  Wien  est  véri- 
fiée. Cette  nouvelle  expression  jouit  encore  de  la  propriété  fondamentale  d'aug- 
menter toujours  de  valeur  dans  tous  les  phénomènes  de  rayonnement  envi- 
sagés; elle  fournit  de  plus  (ce  que  ne  fait  pas  l'ancienne),  pour  un  état  de 
rajonnement  stationnaire,  une  distribution  d'énergie  qui  concorde  complète- 
ment avec  celle  qui  résulte  de  toutes  les  mesures  effectuées  jusqu'ici. 


1901;  deuxième  setnestre. 


F  robe  ni  II  s  (G.).  ■ —  Sur  les  groupes  résolubles.  (849-80^). 

Si,  f  et  g  désignant  deux  nombres  premiers  relatifs  quelconques,  un  groupe  H 
d'ordre  /g  contient  un  sous-groupe  d'ordre  /  dont  deux  éléments  quelconques 
ne  sont  pas  conjugués  par  rapport  à  H,  le  groupe  H  contiendra  aussi  un  et 
un  seul  sous-groupe  caractéristique  d'ordre  g.  Plus  généralement,  si  un  groupe  H 
d'ordre  /g  contient  un  sous-gi'oupe  F  d'ordre  /  dont  deux  éléments  quel- 
conques ne  sont  pas  conjugués  par  rapport  à  H,  les  éléments  de  F  élevés  à  la 
puissance  g  forment  un  groupe  A  d'ordre  a,  et  si  B  est  le  groupe  des  éléments 
de  F  dont  la  puissance  g  est  égale  à  l'élément-unité  E,  le  groupe  H  contient 
un  sous-groupe  invariant  dont  font  partie  tous  les  éléments  de  II  dont  l'ordre 
est  premier  relatif  à  a  et  qui  a,  avec  le  groupe  F,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur B. 

M.  Frobenius  déduit  du  premier  de  ces  deux  théorèmes  plusieurs  consé- 
quences remarquables.  Supposons  que  p'-  soit  la  puissance  la  plus  élevée  du 
nombre  premier  p  qui  soit  contenue  dans  l'ordre  h  d'un  groupe  H,  et  que  P 
désigne  un  groupe  d'ordre  />*•  contenu  dans  H  et  tel  que  deux  quelconques  de 
ses  éléments  soient  échangeables;  désignons  par  p'i,  p^^,  ...,  p'm  les  inva- 
riants de  ce  groupe  P  (  on  a  a  =  X,-h  }>n-i-. . .);  appelons  /.,,  pour  i  =1,2,  . .  .,X, 

le  nombre  qui  indique  combien  des  a,,  1.,, ,  ),,„  sonl  plus  grands  ou  égaux  à  i 

(on  a   A  =  A, -7- /..;-!-.. .);  soit  enfin  /.•  la   plus   grande  des  différences  />\ — /.■,, 

/i\ —  A3,   . ..;  si  lo  nombre  g  =  ^  est  premier  relatif  au  produit 

P'- 

(/>-l)(/7=-l)...(//-l). 

le    groupe    H   contient  un   et   un    seul    sous-groupe  (groupe    caractéristique) 
d'ordre  g:  les  éléments  de  ce  sous-groupe  sont  ceux  du  groupe  H  dont  Fordre 
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n'est  pas  divisible  par  p.  Ainsi  lorsqu'un  nombre  naturel  g  est  premier  relatif 
à  un  nombre  premier/)  et  à  p  —  i  tout  groupe  d'ordre  pg  contient  un  et  un 
seul  sous-groupe  d'ordre  g^  et  lorsqu'un  nombre  naturel  g  est  premier  relatif 
à  un  nombre  premier  p  et  à  /)- —  i,  tout  groupe  d'ordre  p" g  contient  un  et  un 
seul  sous-groupe  d'ordre  g. 

Ilelmert  [F.-R.).  —  Sur  la  détermination  de  petites  parties  du 
géoïde  au  moyen  des  écarts  du  fil  à  plomb  en  tenant  compte  de 
sa  courbure.  (^jS-qjd). 

M.  Helmert  modifie  les  formules  qu'il  avait  établies  dans  une  précédente 
Communication,  de  façon  à  permettre  d'en  faire  aisément  usage  dans  la  pra- 
tique; à  cet  effet,  il  fait  intervenir  dans  ses  formules  la  variation  de  g  avec 
l'altitude  du  lieu,  ainsi  que  le  rapport  de  la  densité  moyenne  de  la  région  dans 
laquelle  on  opère,  à  la  densité  moyenne  de  la  Terre. 

iM.  Helmert  aborde  ensuite  le  problème  de  la  réduction  à  une  même  latitude, 
de  la  composante  de  la  déviation  du  fil  à  plomb,  dirigée  vers  le  sud-est,  qui  a 
été  observée  à  diverses  latitudes. 

Kœnigsberger  {L.).  —  Les  principes  de  la  Mécanique  dans  le 
cas  de  plusieurs  variables  indépendantes,  (i 092-11  11). 

Dans  des  Communications  précédentes,  .M.  Kœnigsberger  avait  déjà  abordé 
l'étude  du  mouvement  d'un  ensemble  de  points  matériels  admettant  un  poten- 
tiel cinétique  quelconque  du  second  ordre,  dans  lequel  on  ne  peut  distinguer 
l'énergie  potentielle  et  l'énergie  actuelle  comme  on  le  fait  dans  les  Cours  clas- 
sii|ues  de  Mécanique  rationnelle  pour  le  potentiel  cinétique  — T  —  U,  où  T 
désigne  l'énergie  cinéti^juc  et  U  la  fonction  des  forces  intérieures.  En  cela  il 
n'avait  fait  que  suivre  Ilelmlioltz.  11  avait  ensuite  étendu  ses  recherches  au  cas 
où  le  potentiel  cinétique  est  d'un  ordre  quelconque  v;  mais  toujours  les  mou- 
vements étaient  supposés  ne  dépendis:  finalement  que  d'une  seule  variable 
indépendante,  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  mesurer,  si  l'on  veut,  le  temps 
écoulé  pendant  le  mouvement;  cette  variable  t  figurait  donc  seule,  outre  les 
l)aramètres  dont  dépend  la  position  de  l'ensemble  dans  l'espace  et  les  dérivées 
de  ces  paramètres,  pris  par  rapport  à  t,  d'ordres  inférieurs  ou  égaux  à  v,  dans 
l'expression  du  potentiel  cinéti(|ue  de  l'ensemble. 

Il  s'agit  maintenant  d'al)order  le  problème  du  mouvement  d'un  ensemble 
dans  le  cas  bien  plus  complexe  où  le  potentiel  cinétiijuc  dépend  d'un  nombre 
(juelconque  k  de  variables  indépendantes  /,,  t^,  ...,  f,.,  d'un  nombre  quel- 
conque ij.  de  paramètres  p^,  y?,,  ...,  p,^  et  des  dérivées  partielles  de  ces  para- 
métres prises  par  rapport  à  ces  variables  indépendantes,  d'ordres  au  plus  égaux 
à  un  nombre  quelconque  arbitrairement  fixé  i'.  M.  Kœnigsberger  se  contente 
«l'énoncer  les  théorèmes  auxquels  il  est  parvenu,  dans  le  cas  où  ^  =  2  et  v  =  i. 
Les  équations  de  d'Alembert  (principe  de  d'Alemberl),  d'Hamilton  (principe 
dUamilton)  et  de  Lagrange,  ainsi  que  les  équations  classiques  du  second  ordre 
aux(|iielles  on  réserve  généralement  le  nom  d'équations  dijférenlielles  de  la 
Mécanique,  sont  étendues  à  ce  cas  plus  général  que  ceux  envisagés  jusqu'ici  et 
la  même  méthode  permet  de  les  étendre  à  tous  les  cas.  Le  principe  de  la  con- 
servation de  la  force  vive,  celui  de  la  moindre  a(  lion,  les  théorèmes  généraux 
lies  iiire^  et  ilu  imiuvcniinl  du  i  entre  île  masxs  sont  eux  aussi  étendus  au  (m> 
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gi-iiéiai  envisagé  par  M.  Kœnigsbergc-r.  Enfin  les  éijualions  de  Lagrange  généra- 
lisées sont  transformées,  coinine  on  le  fait  en  .Mécanique  rationnelle,  en  un 
système  d'équations  canoniques  qui  fournissent  une  généralisation  des  équa- 
tions canoniques  d'IIa.nillon  et  Ton  obtient  de  même  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre,  généralisation  de  celle  d'Hainilton-Jacobi. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  les  groupes  résolubles.  (i2iG-i23o). 

Supposons  que  deux  (juelconques  des  éléments  conjugués  d'un  groupe  H 
d'ordre  gn,  faisant  partie  d'un  sous-groupe  G  d'ordre  g  =  rm,  soient  déjà  con- 
jugués par  rapport  à  ce  sous-groupe  G;  M.  Frobenius  démontre  que,  dans  ce 
cas,  la  puissance  n  de  chacun  des  caractères  linéaires  de  G  est  un  caractère 
linéaire  de  H.  Soit  r  l'ordre  et  m  l'indice  du  groupe  commutateur  R  de  ce 
sous-groupe  G.  Si  m  et  n  sont  premiers  relatifs,  les  éléments  du  groupe  com- 
mutateur du  groupe  H  et  ceux  des  éléments  de  H  dont  l'ordre  est  un  diviseur 
de  n,  constituent  un  sous-groupe  caractéristique  S  de  H  dont  l'ordre  s  est  divi- 
sible par  /•  et  par  n  et  dont  l'indice  est  divisible  par  m.  Si  g  et  n  sont  pre- 
miers relatifs,  on  a 

h 

s  =  m  ■=  —  j 
ni 

.,  H  .  ,       ,  G 

et  le  groupe  commutHlit  —  est  isomorplic  du  groupe  —  • 

Parmi  les  corollaires  <{ue  l'on  peut   déduire  de  ce  théorème  citons  celui-ci  : 

Tout  groupe  H  d'ordre  p-^ n  contient  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  n 
lorsque  n  est  premier  relatif  à  p  et  à  p-  —  i.  Si  H  contient  un  groupe 
linéaire  d'ordre  p^  il  faut  toutefois  que  n  soit,  en  outre,  premier  relatif  à 
p-^p^i. 

Si  un  groupe  transitif  de  degré  n  ne  contient  aucune  substitution  (sauf  la 
substitution  identique)  laissant  invariables  deux  symboles  du  groupe,  les 
n — I  substitutions  qui  déplacent  tous  les  symboles,  jointes  à  la  substitution 
identique,  constituent  un  sous-groupe  caractérisiique  du  groupe  transitif  envi- 
sagé. 

Si  le  groupe  G  d'ordre  g  est  contenu  dans  le  groii[)C  II  d'ordre  gn,  et  s'il  est 
conjugué  dans  H  avec  n  groupes  distincts  dont  deux  quelconques  soient  pre- 
miers relatifs,  le  groupe  H  contient  un  et  un  seul  sous-groupe  (caractéristique) 
d'ordre  «;  ce  sous-groupe  est  constitué  par  tous  les  éléments  de  H  dont  l'ordre 
divise  n. 

V^oigt  (  TJ^.).   — ■  Sur  une  extension  de  la   lliéorie  de  rélaslicité. 
(1266-1  269). 

Les  quantités  que  l'on  suppose  généralement,  dans  la  théorie  de  l'élasticité, 
proportionnelles  aux  forces  données  sont  ici  supposées  représentées  par  des 
séries  entières  qui,  réduites  à  leur  premier  terme,  coïncident  avec  les  expres- 
sions usuelles.  Des  expériences  récentes  de  .MM.  Kohlrausch  et  Gruneiscn  sur 
la  flexion  des  tiges  semblent  légitimer  cette  extension  de  la  théorie  de  l'élasti- 
cité qui  devient  même  nécessaire  lorsqu'on  se  propose  de  rattacher  les  faits 
signalés  par  M.M.    Kohlrausch  et  Griineisen   à  une  théorie  générale,  au  lieu  de 
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se  conlcnLer  de  chercher  à  établir  des  formules  rendant  compte  de  ces  faits  et 
suffisant  aux  besoins  de  la  pratique. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  les  groupes  résolubles.  (i324-i33o). 

Soit  p'-  la  puissance  la  plus  élevée  dun  nombre  premier  p  qui  soit  contenue 
dans  Tordre  h  d'un  groupe  H,  et  soit  P  un  groupe  d'ordre  />'■  contenu  dans  H. 
Lorsque,  soit  un  élément,  soit  un  sous-groupe  de  P  est  échangeable  avec 
yj?  éléments  de  P  et  avec  a/»?  éléments  de  H,  a  est  premier  relatif  à  p.  D'autre 
part,  deux  éléments  ou  deux  sous-groupes  de  P  conjugués  par  rapport  à  H 
sont  aussi  conjugués  par  rapport  à  P.  En  s'appuyant  sur  ces  deux  propositions, 

M.  Frobenius  démontre  que  si  tout  élément  de  H  dont  l'ordre  divise  —  et 

P'- 
qui  est  échangeable  avec  un  sous-groupe  dont  l'ordre  divise  p'-,  est  aussi 
échangeable  avec  chaque  élément  de  ce  sous-groupe,  H  a  nécessairement  un 

sous-groupe  caractéristique  d'ordre  ^-  Ce  sous-groupe  caractéristique  est 

p'- 

formé  par  tous  les  éléments  de  II  dont  l'ordre  n'est  pas  divisible  par  p. 

Comme  application,  M.  Frobenius  démontre  le  théorème  dû  à  RI.  Burnsidc, 
d'après  lequel  si  />,  q,  r  dés.gnent  trois  nombres  premiers  distincts,'  tout 
groupe  d'ordre 

h  =  p^  gr 
est  résoluble. 

Lorsque  X  =  4  et  que  P  n'est  ni  un  groupe  linéaire  d'ordre/?',  ni  un  groupe 
non  commutatif  mais  contenant  un  groupe  linéaire  d'ordre/?^,  les  bypotlièses 
sous  lesquelles  le  théorème  de  M.  Frobenius  s'applique,  sont  toujours  vérifiées 

,    /'  •  ,-,.•. 

quand  —  est  premier  relatif  a  p- — i. 


iyo.>;  premier  semestre. 

Faclis  (J^-).   —   Sur  des   bornes  entre  lesquelles  certaines  inté- 
grales délinies  conservent  leurs  signes.  (îj-io). 

Soit 

F(  M,  u' ,  . . .,  u"  ) 

une  forme  quadratique  dune  fniiction  réelle  inconnue  u  d'une  variable 
réelle  x  et  des  dérivées  u' ,  u",  ...,  m")  d'ordres  i,  2,  ...,/»  de  cette  fonc- 
tion u,  prises  par  rapport  à  x;  les  coefficients  de  F  sont  supposés  des  fonc- 
tions réelles  données  de  la  variable  x;  on  convient  de  n'envisager  que  des 
r»nctions  u  régulières  aux  environs  d'un  point  réel  donné  a;  =  a.  (Jn  demande 
de  déterminer,  à  partir  de  a,  un  intervalle  réel  (a,  ...,  b)  tel  que,  pour  cha- 
cune des  fonctions  u  que  l'on  envisage,  le  signe  de  l'intcgiale 


£ 


F(  w,  m',  . . .,  «'"))  dx 
reste   le   mènie    pinir   tontes   les   valeurs  de  x  siluécs   dans  cet   iiilcrvalle,  ou. 
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d'une  façon  plus  précise,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  vérifiant  les  inégalités 

a  <.  x^b. 

M.  Furhs  apprend  à  déterminer  pratiquement  b  dans  le  cas  particulier  où 
les  coefficients  de  la  forme  quadratique  F  sont  des  constantes  réelles. 

Schiir  (•/.).  —  Sur  un  ihéorèine  de  la  thé()rie  des  matrices  éclian- 
geables.  (120-1 25). 

M.  J.  Scliur  donne  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.  Frobe- 
nius  d'après  lequel  si  f{x,  y,  ...)  désigne  une  fonction  rationnelle  entière  de 
»i  variables  .r,  y,  ...  et  A,  B,  ...^  m  formes  dont  deux  quelconques  soient 
échangeables;  si,  de  plus,  a^,  a^,  ...  sont  les  racines  de  l'équation  caracté- 
ristique de  A;  6,,  6j,  ...  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  B;  c^, 
c,,  ...  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  C,  etc.;  on  peut  se  faire 
correspondre  ces  racines,  et  cela  indépendamment  du  choix  du  polynôme/,  de 
façon  que  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  la  forme /(A,  B,  C,  ...) 
soient  respectivement  égales  à 

/(a„  61,  c„  ...),    /{a.,  b,,  c,,  ...),    f{a,.b,,c,,...),     .... 

Dans  sa  démonstration,  .M.  Schur  ne  fuit  usage  d'aucune  décomposition  en 
facteurs  des  formes  A,  B,  C,  ...  envisagées. 

Ilelmert  (F.-R.).  —  Délerminalion  de  l'intensité  de  la  pesanteur 
sur  l'océan  Atlantique,  due  au  D*"  Hecker.  (126-128). 

Entre  Lisbonne  et  Bahia,  dès  qu'en  s'éloignant  des  côtes  on  a  atteint  une 
profondeur  sensible,  l'intensité  de  la  pesanteur  observée  par  le  D""  Hecker  sur 
l'Océan  coïncide  partout,  avec  une  grande  approximation,  avec  celle  que  l'on 
obtient  par  le  calcul  en  faisant  usage  des  formules  établies  par  M.  Helmerten  lyor 
pour  les  continents,  supposées  réduites  au  niveau  de  la  mer.  L'hypothèse  de 
Pratt  sur  la  distribution  isostatique  des  masses  de  la  croûte  terrestre  est  ainsi 
confirmée.  On  sait  que  déjà  les  mesures  effectuées  par  Xansen  pendant  son 
célèbre  vo5^age  dans  les  régions  polaires  étaient  sensiblement  conformes  à 
l'hypothèse  de  Pratt. 

Dans  les  baies  peu  profondes,  le  long  même  du  littoral,  il  y  a  quelques  ano- 
malies, mais  on  a  déjà  entrepris  de  les  expliquer  et,  en  tout  cas,  elles  ne  sau- 
raient infirmer  les  conclusions  précédentes. 

ScJilesinger  {L.).  —  Sur  un  problème  de  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  posé  par  Piiemann.  (283-2go). 

Dans  le  plan  de  la  variable  complexe  .r  envisageons  cr  points  «,,  a,,  ...,a^: 
traçons  des  coupures  {a,. .  .x),  {a^. .  .x).  ...,  {a^...x)  joignant  ces  points  au 
point  X  du  plan.  On  demande  de  déterminer  un  système  de  fonctions  mono- 
gènes  y^,  jo,  . . . ,  r„  de  la  variable  x  qui  soient  univoques,  finies  et  continues, 
sauf  aux   points  a,,  a.,    ...,  a^,  oc;  qui   subissent  des  substitutions  linéaires 

homogènes  unimodulaires  données  A,,  A,,  A,  lorsque  x  a  parcouru  des 

contours    fermés    traversant    dans    le    sens    positif    les    coupures    (a^...y:). 
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(«.,... x),  ...,  {a^...x).  et  qui  ne  soient  pas  inclétcrminces  aux  points  «,, 
rt^,  . . . ,  a^,  ce. 

L'existence  de  ces  fonctions,  postulée  par  Rieniann  dans  un  fragment  de  ses 
Œuvres  posthumes  (Werke,  édition  1892,  p.  37--390),  a  été  démontrée  par 
M.  Schlesinger  qui  a  d'ailleurs  étudié  quelques-unes  de  leurs  propriétés 
{Comptes  rendus,  ■y  mars  1898;  Journal  de  Crelle,  t.  123,  p.  i38  et  sui- 
vantes). Il  suppose  maintenant  que  a,,  a^,  ...,  (t„  soient  des  variables  indé- 
pendantes,'\.^nà\s  que  les  coefficients  des  substitutions  A,,  A,.  ...,  A^  sont 
des  constantes  (indépendantes  de  ces  variables)  et  recherche  la  façon  dont  les 
fonctioDS  postulées  par  Riemann  dépendent  des  variables  a,,  a,,  ...,  a„. 

Adresse  à  Richard  Dedekind  à  l'occasion  dti  cinquanlièuie  anni- 
versaire de  son  Doctorat.  (3ag-33i). 

Frobenias  (G.).  —  Sur  certains  groupes  de  degré/)  on  /;» -f- 1 . 
(351-369). 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Frobenius  démontre  les  deux  théorèmes  que  voici  : 

I.  Théorème  de  Sylow.  —  //  n'y  a  que  quatre  groupes  transitifs  dont  le 
degré  soit  un  nombre  premier  p  et  qui  contiennent  les  p  -+- 1  sous-groupes 
d'ordre  p;  ce  sont  les  groupes  alterné  et  symétrique  de  degré  5  dont  les 
ordres  sont  égaux  à  60  et  à  120,  et  les  deux  groupes  simples  de  degré  7 
et  II  dont  les  ordres  sont  égaux  à  1G8  et  à  660. 

II.  Si  p  est  un  nombre  premier  différent  de  7,  il  n'y  a  pas  plus  d'un 
groupe  transitif  de  degré  /?  +  i  et  d 'ordre  -  p{p-  —  \).  Il  y  a  deux  groupes 
transitifs  de  degré  8  et  d'ordre  168. 

Le  théorème  I  se  déduit  aisément  du  théorème  II. 

Parmi  les  corollaires  du  théorème  II,  M.  Frobenius  mentionne  plusieurs 
propositions  intéressantes.  Ainsi  si/)  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  3, 

il  y  a   un   et  un  seul   groupe  simple  d'ordre  -p{p^ — i)-  Si  yj  est  un  nombre 

premier  quelconque,  il  n'y  a  pas  j)lus  d'un  groupe  transitif  de  degré  p -h  i  et 
d'ordre  p{p- —  i). 

M.  Frobenius  montre  aussi  que,  plus  généralement,  si  p  est  un  nombre  pre- 
mier de  la  forme  l^k-^i  et  si  q  est  premier  relatif  à  p,  un  groupe  d'ordre 
(p  -i-i)pq  ne  peut  contenir /? -4- 1   sous-groupes  d'ordre  p  que  quand   q  est 

divisible  par  -(p  —  i).  Enfin  il  coninuini([ui-  qui-l(|ues  résultats  obtenus,  dans 

le  cas  où  le  nombre  premier  /)  est  de  la  forme  4/'"  -+■  -^r  pour  les  groupes  tran- 
sitifs de  degré  p+i  et  d'ordre  {p  +  i)pq  qui  contiennent  jo -h  i  groupes 
d'ordre  p. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  les  gioupcs  primitifs  de  degré  ti   et  de 
classe  n  —  1 .  ( /j .");■) -/| ;")<)). 

l.  Lorsqu'un  ;;inu|i('  Il  ne  «iinticnt  auiiine  snlisliliilinn .  aulre  (]ue  la  subsli- 
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tiilion  identique,  laissant  invarial)lc>  deux  symboles  de  ce  groupe,  les  «  —  i  sub- 
stitutions qui  déplacent  tous  les  symboles  du  groupe,  jointes  à  la  substitution 
identique,  forment  un  sous-groupe  caractéristique  d'ordre  n.  Si  Tordre  du 
groupe  H  est  gn,  ce  groupe  contient  n  groupes  conjugués  G  d'ordre  g.  Un  de 
ces  groupes  G  contient  toutes  les  substitutions  de  H  qui  laissent  invariable  un 
symjjole  déterminé  choisi  parmi  n  symboles  conjugués.  Chacun  des  autres 
symboles  est  conjugué  à  gn  autres  symboles  et  est  changé  par  toute  substitu- 
tion de  H  autre  que  la  substitution  identique. 

Quand  n  est  plus  grand  que  i,  les  composantes  transitives  de  H  sont  toutes 
isomorphes  (simplement  isomorphes)  de  H  et  sont  donc  d'ordre  gn.  L'une 
d'elles  est  de  degré  n  et  de  classe  n — i.  Chacune  des  autres  forme  un  groupe 
régulier  de  degré  gn. 

II.  Envisageons  un  groupe  H  d'ordre  gn  contenant  ?i  groupes  conjugués  dis- 
tincts G  d'ordre  g  dont  deux  quelconques  soient  premiers  relatifs,  et  par  suite 
un  sous-groupe  caractéristique  R  d'ordre  n.  Supposons  que  H  contienne  un 
sous-groupe  H'  d'ordre  g'n',  où  g',  supposé  plus  grand  que  i,  soit  un  diviseur 
de  g,  et  où  n'  soit  un  diviseur  de  n.  On  démontre  qu'alors  II'  contient 
n'  groupes  conjugués  distincts  G'  d'ordre  g'  dont  deux  quelconques  sont  pre- 
miers relatifs,  et  un  groupe  caractéristique  R'  d'ordre  n'.  Chacun  de  ces 
groupes  G'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  H'  et  d'un  groupe  déter- 
miné G,  le  groupe  R'  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  H' et  de  R.  Cliacun 
des  groupes  d'ordre  g'  par  lesquels  II  est  divisible  est  contenu  dans  un  et  un 
seul  des  n  groupes  G. 

III.  Un  groupe  transitif  H,  de  degré  /?,  de  classe  n  — i,  ne  peut  être  pri- 
mitif que  quand  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  et  que  le  sous- 
groupe  R  d'ordre  n  contenu  dans  II  est  élémentaire. 

Si  ces  conditions  sont  vérifiées,  H  est  primitif  et  n'est  primitif  que  si  R  est 
un  sous-gro'upe  invariant  minime  de  II. 


1902;  deuxième  semestre. 


Prix,  de  cinq  mille  marks  proposé  par  rAcadémie.  (-gij-Soo). 

Les  .Mémoires  peuvent  être  écrits  en  français:  ils  doivent  être  parvenus  au 
Bureau  de  l'Académie  avant  le  3i  décembre  ryoî. 

On  demande  de  réaliser  des  progrès  notables  dans  les  parties  essentielles  de 
la  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  variables  (|ui  admettent  des  substitutions 
linéaires. 

Ilelmert  [F.-R.).  —  Sur  la  réduction  à  un  même  niveau  de  la 
valeur  de  l'accélération  de  la  pesanteur  observée  sur  la  surface 
physique  de  la  Terre.  (843-855). 

M.  Helmert  n'est  pas  d'avis  de  prendre,  comme  l'a  fait  M.  Marcel  Brillouin, 
pour  surface  de  réduction  une  surface  de  niveau   passant  à   lo"""  environ  au- 
fiull.  des  Sciences  mathéni.,  •>'  série,  t.  XXVII.  (Août  1903.)  R.io 
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dessus  (la  niveau  de  la  mer.  Le  pi-océdc  le  plus  ancien,  dit  de  Bouguer  (qui 
n'a  d'ailleurs,  en  fait,  été  introduit  que  par  Young),  convenablement  inter- 
prété, fournit  un  procédé  de  réduction  exact  et  permet  d'obtenir,  pour  les 
constantes  numériques  des  valeurs  qui  peuvent  servir  de  fondement  à  une 
théorie  mathématique  de  la  figure  de  la  Terre. 

Adresse  à  l'Université  de  Christiania,  à  Foccasion  des  fêtes  don- 
nées lors  du  cenlièaie  anniversaire  de  la  naissance  d'Abel. 
(1001-1002). 

ScJiur  (/.)•  —  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  sur  les 
groupes  finis.  (lOiS-ioïC)). 

Sans  faire  usage  des  caractères  linéaires  des  groupes  introduits  par  .M.  Fro- 
benius,  mais  au  moyen  de  considérations  empruntées  à  la  théorie  générale  des 
groupes,  M.  Schur  donne  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  IM.  Fro- 
benius  que  l'on  trouve  énoncé  dans  le  compte  rendu  de  la  seconde  des  trois 
Communications  faites  par  M.  Frobenius  sur  les  groupes  résolubles,  pendant 
le  second  semestre  de  1901. 

J.  M. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiéks 

sous   LES   AUSPICES   DU  MlMSTRR    DlC    lInSTRLCTIOX    PUBLIQUE,  PAR  U\  COJIITÉ 
DE  UÉDACTION  CO.MPOSÉ  DE  MM.  LICS  MaÎTUES  DE  CONFÉRENCES  DE  lÉcOLE. 

Troisième  série.  Tome  XIX;  1902  ('). 

Cousin  (P-)-  —  Sur  les  fonctions  périodiques  (8-61). 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  contient  la  démonstration  compléle  d'un 
théorème  antérieurement  énoncé  par  l'uulcuv  {Comptes  rendus  de  l'Acacté/»ie 
des  Sciences,  18  mars  1901)  au  sujet  des  fonctions  entières  dont  les  zéros 
admettent,  relativement  à  chaque  variable  prise  à  part,  la  période  -.lir..  Une 
fonction  F(a^,,  j:,,  ...,  a:,,)  est  supposée  entière  par  rapport  aux  n  variables 
complexes  a:  ;  on  suppose  en  outre  ([uc  le  quotient  de  1*'  par  la  fonction  ({u'on 
obtient  quand  on  y  change  x  (  p  —  1,  2,  .  . , ,  n)  en  x  -r-  -i  /~,  est  (Ini  et  did'é- 
rent  de  zéro  pour  chaque  système  de  valeurs  des  variables  et  se  réduit  par 
(■onsé(iucnt  à  une  fonction  entière  <I>(J7  )  qui  ne  s'annule  pas.  Il  s'agit  de 
prouver  que,  si  dans  cette  fonction  <l'(.r  )  ou  change  ,r  en  .^•  +2/»  t-,  la 
t'nuclioii  se  nuilliplie  par  une  exiioiienlii.lic  de  base  c  et  d'exiiosant 

//(',' j"„-f-  ml'   ,x„_  ,   ;-. .  .-1    /«/'  ,,x„. ,, 


Cj  Voir  IhdU'tin,  1.  WVII..,  p.  '). 
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ce  qui  est  rextension  aux  fonctions  «le  n  v.niiabics  d'un  rcsull.il  ciù  ;i  M.  Ajjpcll. 
Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  applique  le  tliéorènie  précédent  aux  fonctions 
mcromorphes  de  n  variables  qui  sont  {n  -i-i)  ou  («-;-  2)  fois  pt'riodicjues.  Il 
expose  d'abord  comment  on  peut  former  une  fonction  niéroniorplie  admettant 
(n-hi)  systèmes  de  périodes  absoUinient  arbitraires.  Abordant  ensuite  l'objet 
principal  de  son  étude,  il  prouve  que,  pour  les  fonctions  («  -i-  >)  fois  pério- 
diques de  n  variables,  les  systèmes  de  périodes  ne  peuvent  pas  être  quel- 
conques. Soit,  en  cfTet,  (T)  le  Tableau  de  (n  -f-  2)  lignes  et  de  n  colonnes  formé 
par  le  système  des  (/i-i-2)  systèmes  de  périodes  conjuguées.  On  peut  déduire 
de  (T),  en  supprimant  simultanément  deux  lignes,  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, des  délerininanls  d'ordre  /;.   au   uMinbre  de 


(/;—!)  f  /?  — 


Entre  ces  déterminants  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène,  à  coeffi- 
cients non  tous  nuls,  qui  n'est  pas  une  identité,  et  qui  constitue  une  relation 
entre  les  périodes.  Le  cas  le  plus  simple  de  ce  théorème  est  celui  des  fonctions 
abéliennes  de  deux  variables  et  l'on  retrouve  la  relation  ordinaire  entre  les 
périodes  prises  sous  leur  forme  la  plus  générale. 

Le  -Mémoire  se  termine  par  quelques  indications  sommaires  sur  les  fonctions 
méromorphes  (n-^q)  fois  périodiques  de  n  variables  (q^n)  parmi  lesquelles 
sont  les  fonctions  abéliennes  (q  =  n). 

Anissimoff  (JV.).    —  Complément  au  Mémoire  Sur  la  théorie 
des  courues  géodésiques  (63-64). 

L'auteur  a  reconnu  que  la  distinction  qu'il  avait  cru  devoir  établir  entre  les 
surfaces  réelles  {Annales  de  l'École  .\orniale,   1901)  n'est  pas  fondée. 

Picard  [Ein.].  — ■  Sut-  les  périodes  des  intégrales  doubles  dans  la 
théorie  des  fondions  algébriques  de  deux  variables  (65-j3). 

M.  Picard  développe,  en  se  bornant  aux  intégrales  de  première  espèce,  les 
résultats  qu'il  a  énoncés  dans  deux  Notes  des  Comptes  rendus  {iS  novembre 
et  23  décembre  1901).  Parlant  d'une  surface  de  degré  m, 

/(x,  y,  z)  =  o, 

placée  arbitrairement  par  rapport  aux  axes  et  ne  présentant  que  les  singularités 
ordinaires,  on  considère  une  intégrale  double  de  première  espèce 

r  rq(.r.  y.  z)dx(ly 


relative  à  cette  surface.  O  désigne  un  polynôme  de  degré  m  —  \  en  a:,  y,  z 
s'annulant  sur  la  courbe  double  de  la  surface.  Si  l'on  envisage  la  courbe  entre 
X  et  z.  de  genre  /;  pour  y  arbitraire, 

/■(x,  .1-,    -)  —  o, 
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ks  jp  périodes  de  Tintégrale  simple 

c  )  dx 


p_u 


/; 


sont  des  fonctions  de  y  satisfaisant  à  une  équation  difféientielle  linéaire  (E)  à 
coefficients  rationnels  dont  les  points  critiques  6,,  b^,  ...,  by  correspondent 
aux  N  point-s  simples  où  la  surface,,  supposée  de  classe  N,  a  son  plan  tangent 
parallèle  au  plan  des  zx.  Quand  y  tourne  autour  du  point  b-,  toute  période 
de  l'intégrale  se  reproduit  à  un  terme  additif  près,  de  la  forme 

m-£i;{y)         (m,  entier), 
et  l'on  a  identiquement 

V    milj^y)   —   o. 

En  vertu  de  cette  identité  la  somme 

y  7»,   /      Çl,{y)dy 

ne  dépend  pas  de  «.  On  peut  se  demander  si  toute  expression  de  celte  forme 
peut  être  envisagée,  quand  a  lieu  ridentilé 

y  TO,Q  (_v)  =  o, 

comme  une  période  de  l'intégrale  double  (i).  L'auteur  prouve  que  la  réponse 
à  la  question  ainsi  posée  est  affirmative. 

Il  montre  ensuite  que  le  nombre  des  périodes  distinctes  ainsi  obtenues  est  au 
plus  égal  à  N  —  2p. 

Picard  (Ém.).   —    Sur  les  périodes  d'une  inlégi-alc  double  de 
fonclion  rationnelle  (^S-'jS). 

On  sait  que.  pour  les  intégrales  doubles  de  fonctions  rationnelles,  les  périodes 
provenant  d'un  cycle  à  deux  iliriiensions  situé  à  distance  finie  et  ne  rencontrant 
pas  la  ligne  singulière  de  la  fonclion,  se  ramènent  à  des  résidus.  Mais  la  ques- 
tion se  pose  de  savoir  si  une  pareille  intégrale  peut  avoir  d'autres  périodes 
que  des  résidus.  L'affirmative  résulte  d'un  exemple  relatif  à    la    surface   uni- 

cursale 

x^  ■+■  y^  -i-  z-'  =  t  ; 

c'csl  celui  de  l'intégrale  de  seconde  espèce 

r  rydxdy 

qui  n'admet  pas  de  résidu  et  qui  possède  elTcctivemeul  deux  pèriotles. 

Picard  (É m.).  —  Sur  le  nombre  des  conditions  exprimant  (|uc 
certaines  intégrales  doubles  .sont  (.le  seconde  espèce  (79-87). 
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M.   Picard  a  montré  antérieurement    que    toutes   les    intégrales   doubles  de 

seconde  espèce  relatives  à  une  surface 

/(x,  r,  -)  =  o 

de  degré  m  et  sans  autres  singularités  que  les  singularités  ordinaires,  se  ra- 
mènent à  une  intégrale  de  la  forme 

P  (  X.  Y-  2  )  dx  dy 

'~7'-.  ' 

P  étant  un  polynôme  de  degré  limité  qui  s'annule  tout  le  long  de  la  courbe 
double,  et  qui  doit  satisfaire,  en  général,  à  2-  -i-  m  — i  conditions,  -n  désignant 
le  genre  d'une  section  plane  quelconque  de  la  surface.  L'objet  du  présent  tra- 
vail est  de  montrer  que  ce  nombre  est  susceptible  de  réduction.  L'auteur 
prouve  de  diverses  manières  que  m  —  i  de  ces  conditions  .ïo«/  remplies  d'elles- 
mêmes,  de  sorte  qu'il  en  reste  seulement  i~. 

Stouff.  —  Remarques  sur  qtielques  propositions  dues  à  M.  Her- 
mite  (89-1  18). 

L'objet  de  ce  travail  est  de  démontrer  deux  théorèmes  de  M.  Hermile. 

Le  premier,  énoncé  dans  une  lettre  à  Jacobi  {Journal  de  Crelle,  t.  40),  con- 
siste en  ce  que,  dans  une  forme  quadratique  définie  réduite,  à  coefficients 
quelconques,  le  produit  des  coefficients  des  carrés  des  indéterminées  est  infé- 
rieur au  déterminant  de  la  forme,  multiplié  par  un  coefficient  numérique 
dépendant  seulement  du  nombre  des  indéterminées. 

Pour  énoncer  le  second  {Journal  de  Crelle,  t.  47),  M.  Stouff  introduit  les 
formes  qu'il   appelle   réduites  d' Hermile.  Considérant  une  forme  quadratique 

f{x^,  x._,  ...,  .r„)  =  V  a,-x^x.        («,,=  a-.), 

à  n  indéterminées,  à  coefficients  quelconques,  mais  essentiellement  positive,  il 
dit  que  celte  forme  est  une  réduite  d' Hermile  si  elle  satisfait  aux  conditions 
suivantes  :  dans  toutes  les  formes  équivalentes  à  /,  le  coefficient  de  x^  a  une 
valeur  au  moins  égale  à  celle  qu'il  a  dans  /;  dans  toutes  les  (ormes  équiva- 
lentes à  y  et  où  le  coefficient  de  x\  est  a,,,  le  coefficient  de  x\  a  une  valeur  au 
moins  égale  à  «„..  et  ainsi  de  suite.  11  s'agit  alors  de  prouver  que,  si 

Y{x,,  x._,  ....  xj  =  U?  ^  U;-h...-i-U;,_^,— VJ— ...— V= 

est  une  forme  à  coefficients  entiers  et  de  déterminant  D  (D  =  o)  et  si 

/(•r,-  :r, x^,)  =  UÎ-^U;  -i-- ■ --^  Vl^^-i-  V^ -I- ...-+- V^ 

est  une  réduite  d'Hermite,  tous  les  coefficients  de  F  ont  des  limites  qui  ne  dé- 
pendent que  de  D. 

Délassas  [E t. j.  —  Sur  les  systèmes  articulés  gauches  (119-102). 

Deuxième    partie    du    Mémoire   dont    la   publication    a    commencé   dans    les 
Annales  de  l'École  Xormale  en  1900. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série, -t.   WVII.  (Août  igoS.)  R.io. 


126  SECONDE    PAHTIE. 

Padé    {H.').    — ■    Reclierches    nouvelles    sur    la    distribution    des 
fractions  rationnelles  approchées  d'une  fonction  (133-189). 

Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  approfondit,  en  se  plaçant 
au  point  de  vue  le  plus  général,  la  notion  àe  fraction  rationnelle  approchée. 
Il  obtient  des  caractères  concernant  l'ordre  de  l'approximation  donnée  par  celte 
fraction  et  la' somme  des  degrés  de  ses  termes,  qui  permettent  de  reconnaître, 
de  la  façon  la  plus  simple,  les  différents  couples  de  nombres  entiers  positifs  ou 
nuls  auxquels  elle  correspond.  L'exposition  de  cette  première  Partie  est  faite 
sous  une  forme  aussi  simple  que  naturelle  et  permet  une  généralisation  immé- 
diate. Elle  est  complétée  par  le  calcul  d'un  exemple  numérique  où  se  ren- 
contrent de  nombreuses  fractions  approchées  anormales. 

Dans  la  deuxième  Partie  sont  étudiées  les  lois  de  récurrence  qui  lient  les 
termes  des  fractions  rationnelles  approchées  et  la  formation  des  fractions  con- 
tinues holoïdes  qui  en  découle  immédiatement.  On  y  trouve  des  exemples  de 
fractions  continues  holoïdes  tirés  des  exemples  numériques  calculés  dans  la 
première  Partie. 

La  troisième  Partie  traite  des  rapports  qui  existent  entre  la  théorie  des  frac- 
tions continues  holoïdes  et  la  théorie  classique  du  développement  en  fraction 
continue  d'une  série  procédant  suivant  les  puissances  descendantes  de  la  va- 
riable (développement  canonique).  Ces  rapports,  qu'il  était  nécessaire  d'établir 
une  fois  pour  toutes,  s'aperçoivent  aisément  dans  le  cas  de  fractions  appro- 
chées toutes  normales.  Leur  discussion  prépare  la  démonstration  du  théorème 
important  par  lequel  M.  Padé  explique  la  présence,  dans  un  développement  ca- 
nonique, d'un  quotient  incomplet  de  degré  supérieur  à  l'unité  :  cette  élévation 
de  degré  correspond  à  l'existence  d'une  fraction  rationnelle  approchée  anormale 
et  est  liée  à  la  loi  de  distribution  des  fractions  rationnelles  approchées. 

A  propos  de  celte  étude,  l'auteur  a  rattaché  les  belles  recherches  de  Stielijes 
à  la  théorie  des  fractions  continues  holoïdes  et  indiqué  rinterprétation  que 
reçoivent,  quand  on  se  place  à  ce  point  de  vue,  les  résultats  obtenus  par 
Slieltjes. 

«  A  ce  point  de  vue,  dit-il,  le  Mémoire  de  Slieltjes  apparaît  comme  la  plus 
profonde  tentative  qui  ait  été  faite  jusqu'ici  pour  obtenir  la  définition  d'une 
fonction  au  moyen  d'un  système  de  fractions  rationnelles  approchées,  défini 
a  priori  par  lune  de  ses  fractions  continues  holoïdes,  et  se  rattache  complè- 
tement aux  vues  que  j'ai  brièvement  indiquées  dans  un  Mémoire  paru,  en  1898, 
flans  le  t.  XVIII  des  Acta  matheniatica  et  ayant  pour  titre  :  Sur  les  séries 
entières  convergentes  ou  divergentes  et  les  fractions  continues  rationnelles. 
Depuis  ce  Mémoire,  des  tentatives  remarquables  ont  été  faites  dans  d'autres 
directions  pour  arriver  à  une  utilisation,  dans  le  calcul,  des  séries  divergentes; 
je  demeure  néanmoins  dans  la  conviction  qu'une  nouvelle  étude  des  méthodes 
de  Slieltjes,  faite  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fractions 
continues  holoides,  rtslt  encore  la  voie  la  meilleure  à  suivre  pour  parvenir  au 
but  désiré.  » 

Le  Mémoire  se  termine  par  (jucl(|U(S  réflexions  sur  la  (jueslion  de  la  généra- 
lisation des  fractions  continues  algébriques,  dont  un  essai  de  .M  Hermite  a 
montré  les  iliflicultés,  et  sur  les  conséquences  (|uc  les  résultais  obtenus  par 
l'auteur  pourraient  avoir  dans  la  théorie  des  nomlues. 
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Stekloff  [  W.).  —  Sur  les  problèmes  fondamentaux  de  la  Phvsifjue 
malhématique  (191-209,  4j5-49<»)- 

Avant  d'analyser  ce  Mémoire,  il  convient  d'énon(;ei'  trois  conditions  auxqnelles 
l'auteur  se  réfère  constamment,  pour  les  surfaces  fermées  (S)  i|ui  interviennent 
dans  ses  énoncés  : 

Condition  I.  —  En  tout  point  de  (S)   il  existe  un   plan   tangent  déterminé. 

Condition  II.  —  Autour  de  chaque  point  P  de  (  S  )  on  peut  décrire  une 
spiière  de  rajon  D  assez  petit  mais  déterminé,  de  telle  façon  qu'une  parallèle 
à  la  normale  à  (  S  )  en  P  ne  puisse  rencontrer  (S),  à  Finlériiur  de  la  sphère, 
qu'en  un  seul  point. 

Condition  III.  —  L'angle  aigu  £r,  que  font  les  normales  à  (S)  en  deux 
points  P  et  P'  de  (S)  satisfait  à  la  condition 

Sr  <  ar'\ 

a  et  a  ^  I  étant  des  nombres  ne  dépendant  pas  du  choix  des  points  P  et  P', 
/•  étant  la  distance  PP'. 

Le  premier  Chapitre  traite  de  l'existence  des  fonctions  fondamentales  de 
M.  Poincaré,  "du  problème  de  la  distribution  de  l'électricité,  du  problème 
hydrodynamique,  des  problèmes  de  Dirichlet  et  de  Ganss.  Désignant  par _/ une 
fonction  des  coordonnées  rectangulaires  {x.  y,  z)  continue  sur  (S),  par  \  un 
paramètre,  M.  Slekloff  se  propose  d'abord  de  trouver  un  potentiel  de  simple 
couche  répandue  sur  (S),  satisfaisant  sur  (S)  à  la  condition 

— =  —  2  A 2  / . 

i)n         On  on 

Il  pose  à  cet  effet 

V  =  V,  T-  ).  V,  -H  V-  V;,  + . . .  +  A^-  \\.^,  -H .  . . 

et  démontre  que  cette  série  converge  absolument  et  uniformémenl  sur  (  S)  pour 
toutes  les  valeurs  de  >>  dont  le  module  est  plus  petit  que  l'unité,  quelle  (juesoit 
la  fonction/,  si  la  surface  (S)  satisfait  aux  conditions   i,  2  et  3. 

Il  examine  ensuite  le  cas  particulier  a  =  i  et,  s'aidant  de  certains  résultats 
dus  à  M.  Zaremba,  parvient  à  démontrer  que  les  fonctions  \\  sont  les  fonctions 
fondamentales  de  M.  Poincaré,  dont  l'existence  est  ainsi  établie  (  indépendam- 
ment de  la  transformation  de  AL  Poincaré)  pour  toute  surface  (S)  satisfaisant 
seulement  aux  trois  conditions  i,  2  et  3  (pour  a  =  i). 

Entre  autres  conséquences  de  son  analyse,  1  auteur  établit  le  théorème  sui- 
vant : 

La  méthode  de  G.  Robin  résout  le  problème  de  la  distribution  de  l'élec- 
tricité  pour  toute  surface  (S)  satisfaisant  aux  conditions  i,  2  et  3 
(pour  a  =  1). 

Les  méthodes  de  C.  Aeumann  et  de  G.  Hobin  pour  résoudre  le  problème 
hydrodynamique  s'appliquent  à  toute  surface  ( S )  satisfaisant  aux  trois 
mêmes  conditions,  quelle  que  soit  la  fonction  continue  f  à  laquelle  doit  se 
réduire  sur  (S)  la  dérivée  normale  de  la  fonction  harmonique  cherchée. 

Dans  le  second  Chapitre  sont  étudiés   à  l'aide  des  résultais  pi-éccHents  divers 
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problèmes  de  physique  mathématique  qui  se  rattachent  au  problème  liydrody- 
naiiiique  (problème  de  Neumann),  en  premier  lieu  le  problème  des  tempé- 
ratures stationnaires  :  Trouver  uiie  l'onction  v  des  coordonnées  rectangu- 
laires X,  y,  z  continue  avec  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres  à  l'intérieur 
de  la  surface  donnée  (S)  et  satisfaisant  aux  conditions 

Af  -^  -^  ^  o         à  I  intérieur  de    S  ) 

— '■  ^  hi.'  —  u  sur  (  S  ), 

(J/i 

a  étant  une  fonction  donnée,  continue  et  admettant  des  dérivées  premières  à 
l'intérieur  de  (S),  /*  étant  une  constante  positive  différente  de  zéro. 

Passant  ensuite  au  problème  du  refroidissement  d'un  corps  solide  homogène, 
Fauteur  retrouve,  en  les  généralisant,  les  théorèmes  énoncés  pour  la  première  fois 
par  M.  Poincaré  et  que  M.  Zaremba  avait  étendus  à  des  surfaces  satisfaisant  à 
des  conditions  assez  générales. 

Dans  les  paragraphes  suivants  on  démontre,  en  toute  rigueur,  l'existence  de 
certaines  fonctions  discontinues,  analogues  à  la  fonction  de  Green,  qui  inl -r- 
vienneni  utilement  dans  le  développement  des  fonctions  arbitraires  en  série 
procédant  suivant  les  fonctions  V„  qui  fournissent  la  solution  du  problème 
précédent.  Une  application  de  ce  mode  de  développement  donne  le  polehtiel 
des  vitesses  dans  le  problème  du  mouvement  vibratoire  d'une  masse  gazeuse 
enfermée  dans  un  vase  solide. 

Au  Chapitre  III,  l'auteur  revient  sur  la  théorie  ties  fonctions  fondamentales 
pour  donner  une  nouvelle  extension  aux  résultats  obtenus  dans  cette  tiiéorie 
par  lui-même,  par  M.  Poincaré,  puis  par  MM.  Ed.  Le  Roj'  et  Zaremba.  Sans 
employer  aucune  transformation,  il  démontre  l'existence  des  fonctions  fonda- 
mentales de  M.  Le  Roy  pour  toute  sur/ace  (S)  satisfaisant  aux  condi- 
tions I,  2  et  3,  (juel  que  soit  le  nombre  a,  inférieur  ou  égal  à  l'unité. 

Suivent  quelques  applications  au  potentiel  de  simples  couches  attirant  suivant 
une  loi  fonction  quelconque  de  la  dislance  et  en  particulier  au  problème  de 
Dirichlet.  M.  SteklolTfait  observer  en  terminant  qu'on  obtient  ainsi  une  autre 
solution  de  ce  problème,  conformément  aux  idées  de  Lamé,  par  une  série  pro- 
cédant suivant  des  fonctions  de   Laplace. 

Alezais  (/?•)•   —   Siu"  une  classe   <le  fondions  hjperfuclisiennes 
et  sur    cerUiines    subslitiiluMis    linéaires   qui     s'y    rapporlenl. 

(26 1-323). 

Ce  travail  est  le  résumé  d'un  M('-iiinire  étendu  (jue  l'auteur  a  présenté  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris  comme  ihèse  de  Doctorat  et  dont  il  a  été  rendu 
compte  dans  la  première  Partie  du  Bulletin  (t.  \\VL,  p.  127). 

Blanchi  (^L.).  —  Sur  les  svslrnu's  c\clit|ues  ilonl  les  |)lans  eiive- 
loppenl  une  >plière.  (325-334). 

Après  avoir  rappelé  le  lien  qui  rapproche  les  deux  théories  de  la  déformation 
des  surfaces  et  des  congrucnces  de  cercles  normaux  à  une  série  de  surfaces 
(systèmes  cycliques)  l'auteur  considère  en  particulier  les  systèmes  cycliques 
dont  Les  plans  cnvelopjjent  une  sfdière,  pour  étudier  les  relations  des  surfaces  à 
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courbure  tolale  constante  avec  ces  systèmes,  dont  chaque  exemple  connu  fourni- 
rait une  surface  à  courbure  totale  nulle  dans  l'espace  courbe  à  trois  dinnii- 
sions  que  définit  l'élément  linéaire 

ds-=  a-{du-^  sin-a£/^•-)  -i-  cUv-         (a  =  const.) 

Quand  les  plans  des  cercles  d'un  système  cyclique  enveloppent  une  sphère 
de  rayon  a,  les  axes  de  ces  cercles  forment  une  congruence  de  normales  et  les 
surfaces  (X)  orthogonales  à  ces  axes  ont  même  image  de  leurs  lignes  de  cour- 
bure qu'une  surface  à  courbure  totale  constante.  Elles  satisfont  à  une  équation 
de  la  forme 

(i)  Pi?:  — (/''  —  «)(?i-^?:) —  27-^6  =  0 

(notations  de  Weingarten  ).  De  chaciue  surface  (1)  dérive  par  quadiatiires, 
d'après  la  méthode  de  Weingarten.  une  surface  admettant  l'élément  linéaire 
harmoni({ue 

.    "  —  '■  r    "  ''^"'  *'  ''^^'     1  /  . 

cls-  =  \  y-^ : (A   -=  const.), 

de  la  quadrique  imaginaire 

x"- -f-  2 ;-  —  2 X y  -V-  lix z  —  liy z  =  A, 

qui  est  osculée  par  le  cercle  imaginaire  de  l'infini. 

De  toute  surface  (Sj  à  courbure  constante  K,  dont  on  connaît  les  lignes 
géodésiques,  on  peut  déduire  par  quadratures,  ainsi  que  le  montre  M.  Bianchi, 
une  triple  infinité  de  surface5(S)  vérifiant  l'équation  (i)  et  avant  même  imai;e 
sphérique  que  (S),  ce  qui  fait  connaître  les  systèmes  cvcliques  correspondants, 
dont  les  plans  enveloppent  une  sphère.  Ces  cercles  ne  sont  réels  que  quand  la 
courbure  K  de  (S)  est  négative.  Lorsque  la  courbure  K  de  (S)  est  positive,  la 
détermination  des  surfaces  (£)  correspondantes  résulte  d'une  construction 
géométrique  donnée  par  Ribaucour. 

On  sait  que  quand  on  connaît,  comme  l'exige  le  problème  précédent,  non 
seulement  les  coordonnées  d'une  surface  (S)  à  courbure  totale  constante  K, 
mais  aussi  .ses  lignes  géodésiques,  on  en  déduit  par  la  transformation  de 
M.  Backlund  une  autre  surface  (  S')  ayant  même  courbure  que  (S)  et  dont  les 
géodésiques  peuvent  être  déterminées  soit  en  termes  finis,  soit  par  une  quadra- 
ture. M.  Bianchi  donne  la  raison  géométrique  de  ce  fait  contenue  dans  l'énoncé 
que  voici  : 

Prolongez  géodésiquement  sur  (S)  le  rajon  qui  joint  un  point  M  au  point 
correspondant  :M',  dans  le  sens  de  M  vers  -M';  sur  cette  géodésique  portez,  à 
partir  de  M,  un  arc  constant  M.M,=  0  tel  que  l'on  ait 


inA(^)  =  cotg7  (k=-jJ,) 


Rcosï  étant  la  distance  constante  MM'.  La  surface  (  S' )  sera  applicable  sur  (S), 
de  telle  manière  que  chaque  point  M'  de  S'  vienne  coïncider  avec  le  point 
correspondant  M,  de  (S). 

Ce  résultat  peut  cire  mis  sous  la  forme  suivante  : 

Étant  donné  un  habillement  d'une  surface  ù  courbure  constante,  il   en  existe 
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une  simple  infinilé  d'autres  pour  chacun  desquels  chaque  point  se  transporte  sur 
lasurfaceà  une  distance  géodésique  lixe,  donnée  arbitrairement  à  l'avance,  de  sa 
position  primitive. 

Le    J  cH'assenr  (/?•)•  —  Les  groupes    d'ordre  />-'/-,   p    étant   un 
nombre  premier  plus  grand  que  le  nombre  premier  q.  (335-355). 

IJunvit:  (A.' .    —    Sur  qtielqiies   applications  géométriques  des 
séries  de  Fourier.  (357-408). 

La  théorie  générale  des  courbes  et  des  surfaces,  envisagée  au  point  de  vue 
de  l'Analyse,  revient  à  létude  des  fonctions  arbitraires.  C'est  pourquoi  les 
séries  de  Fourier  et  les  développements  analogues  interviennent  tout  naturel- 
lement dans  cette  théorie.  Leur  emploi  a  fourni  à  M.  Hiirwilz  des  résultats 
géométriques  de  nature  à  appeler  l'attention  sur  un  ordre  de  recherches  qui 
semble  devoir  être  fécond. 

L'auteur  place  au  début  de  son  .Mémoire  un  théorème  fondamental  que 
voici  : 

Etant  données  deux  fonctions  réelles  f{x)  et  '~'{x)  bornées  et  intégrables 
dans  l'intervalle  de  o  à  2z,  limites  comprises,  on  calcule  les  deux  séries 
d'intégrales 

I    r-~  I    r"-^' 

a^  =  —    /      f{x)coskxdx,        a[  =  —    /      f(x)sinkxdx; 

~  •-  ij  ~  ^'0 

b^=  —    I       'f  (.r)  cos/.j;  f/j7,        ^\=  z    1       -^ix)  sinl:x  dx. 

Si  l'on  forme  à  l'aide  de  ces  deux  séries  d'intégrales  la  série 

00 
S=  -/'./^,-r-^{a,b^~  alb[), 
A  =  l 

cette  série  est  convergente  et  l'on  a 


S  =  ~   I      /{x)-i{x)dx. 


Pour  rappeler  romment  les  constantes  de  Fourier  a^  et  o[  se  déduisent  de 
la  fonction /(x),  .M.  lliirvvilz  écrit  l'équivalence 

f{x)  ~  Ut„-~  (a,  cosj;  -f-  fl',  sinx)  -;-  («o  cosa  j;  —  a'j  sin  ax)  -^. .  ., 

qui  ne  devient  une  égalité  que  quand  la  foiutiony(a;)  est  développable  en  série 
de  Fourier. 

L'auteur  considère  dabord  une  courbe  plane  fermée  (C)  admettant  en 
chaque  point  une  tangente  et  appelle  u  l'angle  de  cette  tangente  menée  dans  le 
sens  direct  de  la  courbe  avec  sa  direction  initiale.  Les  coordonnées  rectangu- 
laires des  points  de  la  courbe  sont  des  fonctions  continues  et  périodiques  de  i<. 
Un    suppose    qu'elles    aient  des  dérivée*   finies  et  déterminées.   Cela  étant.  \,\ 
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courbe  admet  en  chaque  point  un  ra^on  de  courl)ure  p  fini  et  déterminé.  Si 
l'on  suppose  que  o  est  une  fonction  ijornée  et  intcgrable  de  u,  on  aura  Téqui- 
valence 

p  rsj  -«j-f-  y  (a^  cos/.M  H- a^.  sin/.a). 


On  voit  immédiatement  que  la  longueur  L  de  la  courbe  e<t  égale  à  r.a^.  A 
l'aide  du  théorème  fondamental,  on  trouve  pour  l'aire  F  l'expression 


qui  montre  que  l'on  a  toujours 


L-^4-F, 


la  signe  d'égalité  ne  convenant  qu'au  cas  où  la  courbe  est  un  cercle.   De  plus, 
la  quantité 

est  un  invariant  par  rapport  au  groupe  des  mouvements  du  plan  et  chacun  des 
termes  de  la  série  qui  l'exprime  est  aussi  un  invariant. 

Passant  ensuite  à  la  considération  de  la  développée,  M.  Hùrwitz  suppose  que 
le  rayon  de  courbure  o  considéré  comme  fonction  de  u  admet  une  dérivée  finie 
et  intégrable.  Quand  le  point  P  parcourt  (C)  dans  le  sens  direct,  le  centre  de 
courbure  iM  parcourt  la  développée  dans  un  sens  déterminé,  dont  dépend  le  signe 
de  l'aire  E  de  cette  développée  supposée  ne  pas  se  couper  elle-même.  On 
trouve 

/.■■ 


2  ^^  k-  —  1 


ainsi  l'aire  de  la  développée  est  essentiellement  négative  (  nulle  seulement  dans 
le  cas  du  cercle).  Donc,  si  la  développée  ne  se  coupe  pas  elle-même,  le  centic 
de  courbure  la  parcourt  dans  le  sens  indirect  quand  le  point  P  décrit  (C) 
dans  le  sens  direct.  L'expression  de  E  donne  lieu  à  une  inégalité  remarquable 


qui  complète  l'inégalité 


L- 

4^ 


II. 

4i 


du  théorème  des  isopérimètres.  Cette  nouvelle  inégalité  se  change  en  égalilc 
quand  (C)  est  un  cercle  ou  une  courbe  parallèle  à  l'astéroïde 

x=ccos^u,        j- =  —  csin^f/. 

Autre  conséquence  :  parmi  les  cercles  oscillateurs  d'une  courbe  fermée 
convexe  il  y  en  a  au  moins  un  dont  la  circonférence  est  plus  grande  que 
le  périmètre  L  de  la  courbe. 
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I-e  paragraphe  suivant  ti-aitc,  en  particulier,  de  ce  que  M.  Minkowski  a 
appelé  la  projection  d'une  courbe  convexe  suivant  la  direction  u;  c'est  la 
distance  de  deux  tangentes  parallèles  correspondant  respectivement  aux 
angles  u  tl  u-h  -.  Il  est  prouvé  que  la  moyenne  des  carrés  des  projections  ne 
peut  être  inférieure  à  L-:  --.  Si  elle  est  égale  à  cette  limite,  toutes  les  pro- 
jections de  la  courbe  sont  égales  à  L  :  -.  Les  courbes  convexes  pour  lesquelles 
cette  circonstance  se  présente  ont  toutes  leurs  normales  doubles  (normales  en 
leurs  deux  extrémités).  Elles  sont  parallèles  à  des  courbes  présentant  un 
nombre  impair  de  rebroussemenls  :  parmi  elles,  on  peut  citer  les  courbes  con- 
vexes qui  sont  parallèles  à  l'hypocjcloïde  à  trois  rebroussemenls. 

Toute  courbe  fermée  et  recLiliable  peut  être  représentée  par  des  équations 
de  la  forme 

a;  =  -  (7„ -I-  \    ( aj.  cosA»  -\-  a'^  sin  Am), 


y  =      ''^0  +  X,  (  ^i  cos A»  -\-  b'i.  sin  Au  ), 


le  paramètre  u,  qui  varie  de  o  à  2-,  étant  proportionnel  à  l'arc  de  la  cçurbo. 
Supposons  que  x  et  y,  considérés  comme  fonctions  de  u,  admettent  des  dé- 
rivées dans  la  direction  dfS  arcs  croissants  et  que  ces  dérivées  soient  des 
fonctions  inlégrables.  Alors  les  coefficients  a^.  b^,  a';..  b[  sont  des  constantes 
caractéristi(jues  :  le  point  de  coordonnées  ^  a„,  .'  ô„  est  le  barycentre  du  péri- 
mètre de  la  courbe;  le  vecteur  qui  joint  lorigine  au  point  (a^,  b^)  ou  au 
point  («j,  bl),  si  A"  ^  i,  est  un  invariant  de  la  courbe  par  rapport  aux  mouve- 
ments du  plan. 

Si  l'on  suppose  que  les  coordonnées  x  ely  admettent  des  dérivées  par  rapport 
à  l'arc  jusqu'à  un  certain  ordre  «,  les  dérivées  jusqu'à  l'ordie  n  —  i  étant 
continues,  tandis  que  celles  de  l'ordre  n  sont  au  moins  intégrables,  on  obtient 
diverses  égalités  ou  inégalités,  dont  l'une  des  conséquences  est  que,  parmi  les 
cercles  osculateurs  d'une  courbe  convexe  fermée,  il  y  en  a  au  moins  un 
dont  la  circonférence  est  plus  petite  que  la  longueur  L  de  la  courbe. 

Le  .Mémoire  se  termine  par  quelques  indications  sur  l'extension  des  recherches 
précédenles  aux  surfaces;  ici  l'auteur  se  rencontre  quelquefois  avec  M.  Min- 
kowski.  Il  considère  des  surfaces  fermées  divisant  l'espace  en  deux  parties 
(l'une  intérieure,  l'autre  extérieure)  et  suppose  qu'il  y  ait  un  point  et  un  seul 
où  la  normale  extérieure  ait  une  direction  donnée  arbitrairement.  Les  cosinus 
directeurs  \,  t„  Ç  de  cette  normale  s'introduisent  d'eux-mêmes  et  avec  eux  les 
développements  en  fonctions  spliéri<|ucs.  On  arrive,  en  particulier,  à  ce 
résultat  remaïquable  :  une  surface  de  l'eyM'ce  considérée  est  paifaite/nent 
déterminée,  à  une  translation  />rcs,  quand  la  somme  Pi+p^  f'^*  rayons  de 
courbure  principaux  est  donnée  /tour  chaque  direction  de  la  normale;  en 
particulier,  si  cette  somme  est  constante,  la  surface  est  une  sphère. 

L'aire  U  de  la  surface  peut  être  exprimée  au  moyen  des  fonctions  sphériques 
qui  figuienl  dans  le  développement  de  p,  distance  de  l'origine  au  plan  tangent. 
Un  trouve  ainsi,  en  désignant  par  M  l'intégrale 


m-^T> 


\JWA~^ 


Y^c^'tZsL 
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étendue  à  toute  la  surface.  I"iiiét;alité 

qui  ne  devient  une  égalité  que  pour  la  sphère. 

Nielsen    (^Niels).    —    Recherches  sur  les  séries  de   faclorielles. 
(409-453). 

On  n'avait  point  encore  résolu  le  problème  général  qui  consiste  à  trouver 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction  de  x  soit  dévelop- 
pable  en  une  série  de  la  forme 


Q(a:)=   2] 


«  !  b.. 


X{X  -{-  \)  .  .  .{x  ^  II) 


ou  série  de  faclorielles.  .M.  Nielsen  y  est  parvenu  en  approfondissant  les  mé- 
thodes et  les  vues  de  Sehliimilch,  dans  le  .Mémoire  dont  nous  analjsons 
successivement  les  cinq  Chapitres. 

I.  Il  est  d'abord  démontré  que,  si  l'on  fait  abstraction  des  valeurs  entières  et 
non  positives  de  x  et  y,  l'expression 

r(r -^i)---(r +  "  — 0 

X{X  -i-  l)  .  .  .  {x  -\-  Il  —  1) 

tend,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  vers  zéro,  vers  une  valeur  finie  ou  vers 
l'infini,  suivant  que  la  din"érence  x — y  a  %s.  partie  réelle  iA{x — y)  positive, 
nulle  ou  négative  (lemme  fondamental). 

L'auteur  définit  ensuite  le  champ  de  convergence  de  la   série  Î2  comme  la 
partie  du  plan  où  la  série  modifiée 


est  convergente:  dans  cette  partie  du  plan,  la  fonction  définie  par  la  série  Q.(x) 
ne  peut  avoir  de  points  singuliers,  sauf  peut-être  des  pôles  simples  aux  points  o, 
—  I,  — 2,  ....  I>a  limite  du  champ  de  convergence  absolue  de  la  série  £i  est 
une  droite  perpendiculaire  à  l'axe  des  nombres  réels,  et  le  développement  en 
série  de  factorielles  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Ici  sont  données  les  trois  conditions  nécessaires  pour  la  possibilité  du  déve- 
loppement en  séries  de  factorielles,  tirées  de  la  considération  de  la  fonction 
génératrice  9  ainsi  définie 

■^(i—  :.)  =  b,^b,z-hb.iZ--^..., 
et  liée  à  îi  par  IV^juation 


II.  Les  trois  conditions  imposées  à  y(-)  P^'i"  '•'  possibilité  du  développement 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2=  série,  t.  WVII.  (SeplemluT  i<)o3.)      H. 11 
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de  ii{x)  sont  drinonlrées  suffisanlcs,  et  il  en  est  fait  diverses  applications, 
notamment  à  certains  résultais  obtenus  par  Stirlin^'  ou  par  Sclilomilcli.  L'auteur 
ne  man(jue  pas  de  faire  remarquer  (|ue  ses  résultats,  rigoureusement  démon- 
trés, conlirnienl  la  divination  de  Scliliimilcli,  suivant  laquelle  l'origine  des  séries 
de  factorielles  devait  être  chercliée  dans  les  intégrales  définies  de  la  forme 
ci-ilcssus  ou  (le  la  forme  équivalcnic 


Sl{x) 


=  f   /(f)e-'-dt. 


III.  La  forme  même  des  conditions  m'-cessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
fonction  soit  ilévcloppahie  en  série  de  factorielles  donne  ijnmédiatement  la 
tlétcrminalion  du  champ  cijmpiet  de  converi;ence  de  la  série  obtenue  :  le  champ 
de  convergence  (absolue  ou  non)  est  limité  par  une  droite  perpendiculaire  à 
l'axe  des  nombres  réels,  conforménienl  à  un  théorème,  énoncé  sans  démon- 
stration par  M.  Jensen. 

Ces  conditions  permettent,  en  oi.lre,  d'étudier  les  propriétés  générales  des 
séries  de  factorielles  :  addition  des  arguments  dans  une  série  de  factorielles, 
représentation  des  dérivées  successives,  généralisation  d'une  formule  de  Stirling. 
L'auteur  discute  la  célèbre  méthode  de  Stirling  pour  le  développement  en  séries 
fie  faetorielics  des  fonctions  mises  snus  la  forme  > 

,     ,  fi.  eu         rt, 

X         X-        x^ 

Cette  méthode  n'a[)|n'en(l  rien  sui'  ir  çliamp  de  convergence  ni  sur  la  légiti- 
mité du  développement  en  factorielles.  Il  e^l  ciiricuK  île  savoir  que,  quand  la 
série  (a)  est  divergente,  la  fonction  V{x)  qui  lui  a  (bjuaé  naissance  peut  néan- 
moins être  dt'-veloppable  en  série  de  factorielles  et  que,  dans  ce  cas,  l'application 
de  la  métliole  de  Stirling,  (jui  n'a  plus  qu'une  signification  purement  formelle, 
fournit  précisément  la  série  de  faeturiolles  donnée  jiar  la  méthode  rigoureuse. 

IV.  Il  est  fait  des  applications  particulières  au  développement  de  certaines 
f.îuctions  remarquables  :  séries  de  Binet,  séries  de  Schlomilch,  etc. 

\.  Le  dernier  Cha|jiti('  traite  de  la  multiplication  de  l'argument  dans  une 
série  de  factorielles,  fondée  sur  les  deux  formules 

2  f  ■ç{z"-)z''-' dz   "  a  f    ■ç{e-"')e-"  dt, 

où  les  intégrations  di)ivcnl  être  cil'ectuécs  le  long  de  l'axe  des  nombres  positifs. 

Aiidoyer  (//•)•  —  Sur  la  forme  doublcnicnl  qiiaclratiqne  et  .ses 
ra|)[)orls  avec   la   lliéoiic  tles  foiiclioiis  elli|)Li<[tics.  (  "((Ji-.")  i-^)- 

«  Les  pages  qui  suivent,  dit  l'.iuLeur,  ont  été  écrites  à  l'occasion  de  confé- 
rences faites  aux  candidats  à  l'agrégation  à  la  Sorbonne:  on  peut  les  consi- 
dérer comme  un  commentaire  du  beau  Chapitre  consacré  par  Halphen  à  l'équa- 
tion d'Euler,  dans  son  Traité  des  fondions  elliptiques  (l.  Il,  Chap.  I\); 
|ii(il-èlre  aussi    pourra-t-on  y   trouver  ([uel([ues   points  de   vue   nouveaux,   en 
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raison   du  rôle   pr('ponrlérant  que  nous  allribuons  à  la  considéralion   des  inva- 
riants de  la  ftn-ine  doublement  quu(lraLii[ue.  » 

M.  Andoyer  étudie  la  forme  doublement  quadratique  binaire  à  deux  couples 
de  variables  susceptibles  de  substitutions  lincaircs  tiilTérentes  et  il  constitue 
un  système  d'invariants  et  de  covariants  dont  ia  i-onnaissaurc  [lermet,  inver- 
sement, de  déterminer  la  forme  elle-même.  Il  est  ainsi  conduit  à  intégrer 
Téquation  d'EuIer,  prise  sous  sa  forme  générale,  et  à  résoudre  le  problème  de 
l'inversion  des  intégrales  elliptiques  de  la  manière  qui  s'impose  quand  on  ne 
veut  introduire  dans  les  calculs  que  des  quantités  invariantes  ou   covariantcs. 


SiipiilénieiU. 

Clairin  (J.).  —  Sur  les  transformations  de  Backkind.  (3-(33). 

Ce  Mémoire,  présenté  comme  Thèse  de  doctorat  à  la  l-"aculté  des  Sciences  de 
Pai'is,  a  été  analysé  dans  la  première  Partie  tlu  Hullelin  (t.  W\"I,,  p.  iqS). 

L.  R. 


JOURNAL  DE  .AIATHÉMATFQUES  pures  et  appliquées,   fonde  par  J.  Liou- 
viLLE  et  contiiuic  par  G.  Jordax. 

5"  série,  tome  I;  iSy'i  ('). 


Maillet  [Ed.).  —  Sur  les  isoinorplies  holoédn'ques  et  transitifs 
des  groupes  symétriques  ou  alternés.  (^5-34). 

Intrndaclion.  —  Soit  T  un  sous-groupe  d'oidre  G  du  groupe  symétrique 
ou  alterné  S  de  n  éléments  «,,  a.,,  ...,  a„  d'ordre  >>  :  supposons  rS>2(5  cl 
Il  y-  '(.  Considérons  un  isomorphe  S'  hoioédrique  et  régulier  de  S  (c'est-à-dire 
transitif  et  d'ordre  égal  à  son  degré)  :  au  groupe  T  correspond  une  répar- 
tition des  lettres  de  S'  en  systèmes  de  non-primitivité  G  à  G,  et  le  groupe  G 
des  substitutions  opérées  par  S'  entre  les  S3'stèmcs  de  cette  répartition  est  tran- 
sitif, de  degré  p  =  —  et  holoédriqucmcnt  isomorphe  à  S,  le  groupe  T  corres- 
pondant au  groupe  II  des  substitutions  de  G  qui  laissent  une  même  lettre  de  G 
immobile. 

Iléciproquement,  tout  isomorphe  hoioédrique  de  S  est  de  cette  forme. 

Dès  lors,  T  étant  donné,  G  se  trouve  complètement  déterminé;  nous  disoas 
que  G  est  l'isomorphe  de  S  issu  de  S  et  correspondant  à  T. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXV,,  p.  3o2. 
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Les  groupes  transitifs  de  ce  genre  ont  été  étudiés  par  MM.  Kronecker,  Jordan 
et  Nctto. 

M.  A.  Bochert  a  montré  que  si  T  ne  contient  pas  de  substitution  circulaire 
d'ordre  3,  on  a 

Pour  le  groupe  symétrique. .. .     p^     E( — )    ! 

Pour  le  groupe  alterné p  -   -       E  /  — ^ —  H  1  > 

E  (  — ' —  I  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans   — 

Ce  tliéorème  nous  a  permis  d'établir,  au  sujet  des  groupes  G  définis  précé- 
demment, quelques  propriétés  qui  font  l'objet  de  ce  Mémoire  et  que  l'on  peut 
résumer  ainsi  : 

G  n'est  qu'une  fuis  transitif,  il  ne  peut  contenir  de  groupe  de  degré  <  p  tran- 
sitif entre  les  lettres  qu'il  déplace,  ou  de  substitution  circulaire.  Les  exceptions 
n'ont  lieu  que  pour  /«  i  G  quand  S  est  le  groupe  symétrique,  et  pour  «^8  quand 
S  est  le  groupe  alterné. 

Jordan  (Camille).  —  Xouvelles  recherches  sur  la  Hmite  de  Iran- 
sitivité  des  groupes  qui  ne  conliennenl  pas  le  groupe  alterné. 
(35-6o). 

Parmi  les  résultats  remarquables  que  M.  Bochert  a  pubVics  {Math.  Annalen. 
t.  XXIX,  XXXIII  et  XL)  sur  la  théorie  des  substitutions  figurent  en  particulier 
les  suivants  : 

S'il  existe  un  groupe  t  fois  transitif,  de  degré  /)  et  do  classe  u,  et  ne  contenant 
pas  le  groupe  alterné,  les  trois  nombres  l,  n,  u  satisfont  (siz/  >  3)  aux  deux 
inégalités 

(,)  "-^-" 

(2)  logn^av'Hog/, 

a    désignant    un    facteur    numtri(|ue    qu  on    peut    prendre    égal    à    - 1/  — jt- 

si  <  ^  8. 

Le  Mémoire  de  M.  Jordan  a  pour  but  de  montrer  que  1  inégalité  (i),  combinée 
avec  les  résultats  de  M.  Sylow,  permet  d'établir  entre  n  et  t  une  relation  de  la 
forme  (a),  mais  où  le  coefficient  a  est  sensiblement  réduit. 

Apres  avoir  établi  (§1)  quelques  résultats  préliminaires,  l'auteur  cherche 
une  limite  inférieure  de  »  —  /.  Il  y  a  lieu,  dans  cette  élude,  de  distinguer  deux 
cas,  qui  sont  traités  séparémiiit  dans  les  Paragraphes  II  et  III.  On  arrive 
ainsi  au  résultat  suivant. 

Soit  A  un  entier  arbitraire  supérieur  à  \  et  inférieur  à  t  :  soito  le  plus  grand 
entier  qui  satisfasse  à  l'inégalité 

(f-A+Qlog-? 
^  /-^log.> 
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On  aura  l'une  des  deux  inégalités 

log(«  — <)  îî(A-  — 3)  log  >  —  logA-, 


en  posant 


■■3(X)  =  (  X  -i-  -)  \o^x  —  X  -t-  -  log2r. 

•    ^  \  2/  2  12X 


Dans  le  Paragraphe  IV,  raiiteiir  discute  le^  inégalités  précédenles  pour  di'ter- 
miner  l'entier  /•  de  la   manière  la  plus  avantageuse  et  parvient  à    la  relation 

finale  

log ( /i  —  t)^a  \t  log t 

où  le   coefficient  ininiérique    a  tend    rapidement  vers  la  valeur  asymptotique 
loga  quand  t  augmente  indéfiniment. 

Andorer.   —  Sur  la  division  algébrique  appliquée  aux  polynômes 
homogènes.  (61-90J. 

Soient  ^  et  /  deux  formes  binaires,  des  degrés  n  et  p  par  rapport  aux 
variables  homogènes  a;,  et  x^_.  Soient  _j',  et  y.,  un  autre  couple  d'indéterminées 
covariantes  aux  premières.  On  peut  déterminer  deux  autres  formes/  et  /,  dis 
degrés  n  — p  el  p  — i  par  rapport  aux  variables  or,  et  x^  et  telles  que  l'on  ait 
identiquement 

g-^fl^  (J^i  r,—  x,.r,)"-''^'/,  =  o. 

Celte  opération,  (pii  est  possible  d'une  seule  façon,  est  la  généralisation  nalii- 
rellc  de  la  division  algébrique. 

Avant  d'en  faire  des  applications,  l'auteur  établit  une  proposition  importante 
sur  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  tous  les  déterminants 
d'ordre /?  tirés  d'une  matrice  àp  lignes  et  à  p -<- q  colonnes  soient  nuls,  indé- 
pendamment de  toute  hypothèse  faite  a  priori. 

Grâce  à  ce  théorème,  M.  Andoyer  parvient,  en  poursuivant  sur  les  formes/ 
et/,  l'opération  définie  plus  haut,  à  former  une  série  de  covariants  simul- 
tanés des  deux  formes  /  et  g,  renfermant  une  ou  deux  séries  de  variables,  dont 
l'évanouissement  identique  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  deux  formes  f  et  g  aient  un  nombre  donné  de  facteurs  linéaires  communs  : 
c'est  la  solution  complète  du  problème  de  l'élimination,  au  point  de  vue  de  la 
théorie  des  formes. 

En  appliquant  les  résultats  obtenus  au  cas  particulier  où  les  deux  formes/ 
et  g  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  forme,  on  résout  le  problème  des 
racines  égales,  par  la  formation  de  covariants  dont  révanouissement  identique 
exprime  qu'une  forme  donnée  admet  un  nombre  donné  de  facteurs  linéaires 
égaux;  ces  covariants  sont  d'ailleurs  analogues  aux  fonctions  de  Slurra  et 
jouissent  des  mêmes  propriétés. 

Duhem{P.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants. 
(91-180). 

On  sait  que   l'équilibre  d'un  corps  (loltant  sur  un  liquide  posant  est  assuré 
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lorsque  le  noUciii-  iléplace  un  volinne  liquide  aussi  pcsaiil  riuc  lui  et  que  les 
deux  centres  de  gravité  du  flotteur  et  du  liquide  déplacé  sont  sur  une  niènie 
verticale.  Mais  cet  équilibre  est-il  stable?  Cette  question  a  fait  Tobjct  de  nom- 
breux travaux  sans  recevoir  de  réponse  décisive.  Poisson  et  Duliamel  ont 
énoncé  cette  condition  :  le  centre  de  gravité  du  flotteur  doit  être  au-dessous 
du  petit  mélacentre.  Leur  démonstration  a  été  rejetée  par  Clebsch  pour  des 
raisons  qui  semblent  péremptoires. 

Le  travailde  Clebsch  est  critiqué  par  M.  Duhem  :  «  La  méthode  suivie  par 
Clebsch  pour  obtenir  la  condition  de  stabilité  d'un  corps  flottant  renferme  un 
cercle  vicieux...  Clebsch  ne  forme  pas  la  fonction  qu'il  désigne  par_/(a^);  en 
sorte  que,  bien  qu'il  affirme  l'existence  d'une  distinction  essentielle  entre  la  règle 
de  stabilité  imaginée  par  Poisson  et  Duhamel  et  celle  qu'il  propose,  on  ne  voit 
pas  que  cette  distinction  soit  établie  dans  son  Mémoire.  Un  calcul  complet  lui 
aurait  prouvé  que  cette  distinction  n'est  qu'apparente. 

»  Pour  éviter  l'objection  que  l'on  peut  adresser  à  la  méthode  de  Clebsch, 
une  seule  voie  se  présente  :  clic  consiste  à  faire  usage  du  principe  si  rigou- 
reusement démontré  par  Lejenne-Dirichlet,  et  à  chercher  les  conditions  de  sta- 
bilité du  système  en  cherchant  à  rendre  minimum  le  potentiel  des  actions 
auxquelles  il  est  soumis.  >' 

C'est  ce  qu'a  fait  J\L  Guyon  dans  sa  Théorie  du  riavire.  J\I.  Duliom  critique  le 
raisonnement  de  M.  Guyou  et,  en  fin  de  discussion,  conclut  que  les  conditions 
de  stabilité  tl'un  corps  flottant  sont  loin  encore  d'être  clablies  d'une  manièi'c 
rigoureuse,  même  dans  le  cas  simple  oii  le  fluide  et  le  flotteur  sont  soumis 
seulement  à  l'action  de  la  pesanteur. 

ISL  Duhem  s'est  proposé  do  traiter  le  cas  plus  général,  inabordé  jusqu'ici,  où 
le  fluide  et  le  flotteur  sont  soumis  à  des  forces  extérieures  admettant  une  fonc- 
tion potentielle  quelconque. 

Considérant  comme  acquis  l'énoncé  de  Dirichlel,  aux  termes  duquel  ttiutétat 
où  le  potentiel  d'un  système  a  une  valeur  minima  est  un  état  (ré(|uilibre  stable, 
il  se  demande  si  la  réci|)roque  est  vi-aie.  Bien  que  cette  réciproque,  généralement 
admis::  à  titre  de  postulat,  ne  paraisse  pas  démontrable  dans  l'état  actuel  de  la 
Mécanique,  i\L  Duhem  la  fait  dépendre,  pour  les  systèmes  dépourvus  de 
frottement  et  de  viscosité,  de  cet  autre  postulat  qu'il  considère  comme  s'im- 
])osant  plus  facilement  à  l'esprit  : 

Lu  ('lal  d'équilibre  stable  d'un  système  ne  peut  cesser  d'être  stable  jiarcc 
rpiDn  iiiiiuduit  dans  le  S3'stéme  de  nouvelles  liaisons  indépendanles  du  temps. 

A|>ics  celle  introduction,  l'auteur  consacre  un  premier  Cha|)itre  à  la  stabilité 
de  l'éciuilibre  des  liquides  (|ui  ne  portent  pas  de  flotteur.  Lu  deuxième  Cha- 
pitre traite  des  conditions  d'é((uilibrc  des  corps  flottarUs. 

C'est  au  troisième  Chapilic  ipic  raiit<nir  aborde  rctiiilc  ;;i'ni'i'ale  de  la  stabi- 
lité de  l'équilibre  des  corjis  llotlaiils.  A  cet  edVt,  il  o|)iic  le  long  développe- 
ment de  la  variation  seconde  i\u  polenticl  tliciinodN  M;inii(|iic  d'un  s\stème  de 
fluides  qui  renfernu'  un  flotteur  et  en  conc  lut  :  i"  (l<u\  (tuidilidus  qui  sont 
nécessaires  pour  la  stabilité  de  réqMilil)re;  !"  deux  ciiiiililiou^  i|ui  assurent 
celte  stabilité,  mais  dont  l'une  peut   n'être  pas  néccssaiic 

Dans  le  cas  particulier  où  h's  deux  fluides  qui  portent  le  lloiteur  continent 
par  une  surface  illimitée,  M.  hulieni  résout  complètement  le  problême  de  la 
stabilité. 

Kxami[iant  ensuite  le  cas  des  fluides  homogènes  pesants,  il  retrouve  la  con- 
dition posée  |>ar  l'oJN^oii  et  Duhamel,  lui  eonsé(|ueiHe  : 

Pour  que  riquililirr  il  un    cnrps    sidiile   jiesant,  qui    flotte    sur  la    surface   de 
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séparalion,  liniilce  ou  illimilce,  de  ileux  fluides  homoyrncs  pcsaiils,  soiL  un 
équilibre  stable,  il  faut  et  il  suffit  :  i°  que  le  fluide  le  moins  dense  soit  super- 
posé au  fluide  le  plus  dense;  2°  que  le  petit  métacentre  soit  au-dessus  du  centre 
de  gravité  du  corps  solide. 

Hiimberl  (G.).  —  Quelques  propriétés  des  arcs  des  courbes  algé- 
briques, planes  ou  gauches.  (181-218). 

Le  but  du  présent  Mémoire,  dit  Tauteur.  est  de  montrer  que,  sur  une  courbe 
algébriijue  quelconque,  on  peut  toujours,  d'une  infinité  de  manières,  déter- 
miner un  certain  nombre  d"arcs  dont  la  somme  algébrique  s'exprime  par  des 
fonctions  rationnelles  :  dans  un  travail  publié  au  LVII"  Cahier  du  Journal  de 
V Ecole  polytechnique,  j'avais  esquissé  l'étude  de  la  môme  question,  mais  les 
résultats  (|ue  j'obtenais  étaient  très  incomplets  et,  sur  certains  points  de  détail, 
peu  précis;  ils  étaient  d'ailleurs  limités  aux  courbes  planes. 

Le  Mémoire  actuel  comprend  trois  Parties.  Dans  la  première,  on  établit  une 
formule  (|ui  donne  la  somme  des  arcs  interceptés  sur  une  courbe,  gauche  ou 
plane,  par  des  surfaces  convenablement  choisies  et  l'on  montre,  par  la  discus- 
sion de  la  formule,  que  cette  somme  est,  en  général,  rationnelle  et  ne  peut 
devenir  logarithmique  que  pour  certaines  courbes  particulières. 

La  deuxième  Partie  est  consacrée  à  des  applications  générales  de  la  formule 
fondamentale;  on  y  étudie  spécialement  les  cas  où  les  arcs  introduits  sont 
susceptibles  d'une  définition  géométrique  simple  et  l'on  examine  avec  quebiuc 
détail,  dans  cet  ordre  d'idées,  les  propriétés  des  courbes  planes. 

Le  travail  se  Icrmine.  dans  la  troisième  Partie,  par  des  applications  aux 
coniques  et  à  tles  courbes  particulières  des  troisième  et  quatrième  ordres. 

Polncaré  {H.).    —    Remarques  diverses   sur  les    fonctions    abé- 
liennes.  (2i9-3i4). 

Au  déi)ut  de  ce  Mémoire,  l'auteur  revient  sur  un  théorème  (|u'il  a  démontré 
antérieurement  {Bull.  Soc.  Mathéni.  de  France,  t.  X)  : 

Soient/?  fonctions  6  d'ordres  respectifs  //[,  n^,  ...,  « ,  ;  le  nombre  de  leurs 
zéros  communs  est 

"■".■  ■■'>/  P-)- 

L'ans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

//,=  /^r=...=  n^„ 

ce  nombre  de  zéros  communs  est  nvp\. 

AL  Poincar('  démontre  ce  résultat  par  un  procédé  nouveau,  auquel  conduit 
l'interprétation  géométrique  suivante.  Considérons  les  ni'  fonctions  0  (linéai- 
rement inilépeiidantes)  d'un  faisceau  de  genre  p  et  d'ordre  n  comme  les  coor- 
données homogènes  d'un  point  M  dans  l'espace  à  «p — i  dinrensions:  si  l'on 
donne  'MW  ]>  variables  u^.  u..,  ....  w ,,  dont  dépendent  ces  fonctions,  tontes  les 
valeurs  possibles,  le  point  M  dé'crira  une  certaine  variété  \,  à  p  dimensions, 
qui  sera  algébriiiue  et  de  (lej;ré  ni' pi.  Ce  degré  s'abaisse  d'ailleurs  dans  le  seul 
cas  n  =  -i  qui  est  toujours  excepté.  Ainsi  la  double  hypothèse  n  =z  p  =  n  donne 
pour  V  une  surface  de  l'espace  ordinaire,  qui  est  du  quatrième  degré  :  c'est  la 
surface  de  Kummer. 
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Ensuite  viennent  les  énoncés  de  deux  théorèmes  de  Riemann.  relatifs  aux 
fonctions  abéliennes  spéciales  (fonctions  abéliennes  provenant  d'une  courbe 
algébrique).  Dans  ces  énoncés.  <d  est  la  fonction  6  du  premier  ordre,  ayant 
pour  arguments  les  p  intégrales  de  piemière  espèce  f,,  t\,  ....  v  qui  corres- 
pondent à  une  courbe  algébrique  {x.  y)  de  genre  p. 

Théùuème  I.  —  Soient  e^,  e„,  . . ..  e ,  des  constantes  quelconques  au  nombre 
de  p  ;  l 'équation 

«('',—  e,)    =  O  {i  =1,    2,    ...,  p) 

admet  p  solutions. 

Théorème  II.  —  Soient  x'^\  x^-\  ...,  xW  les  solutions  de  l'équation  pré- 
cédente et  v'^'>,  v^,  ....  v'fl  les  valeurs  correspondantes  de  l'intégrale  v-.  On 
a,  aux  multiples  près  des  périodes, 

e-  =  v'.''^  -h  i'p'  -^ . . . -i-  v'-i'^  -+-  c-, 
les  €■  étant  des  constantes  indépendantes  de  e,,  e..,  ...,  e,. 

M.  Poincaré  généralise  ces  deux  théorèmes  de  diverses  manières. 
Comme  première  généralisation  du  théorème  I,  il  considère  l'équation 

e(r.— e,.)  =  o, 

où  0  est  l'une  des  fonctions  d'un  faisceau  d'ordre  n  et  de  genre  /;,  et  prouve  que 
celte  éijuation  admet  np  solutions.  Le  lieu  du  point  qui  a  pour  coordonnées 
homogènes  les  nf  fonctions  ^{v-—  e-)  du  faisceau  sera  une  courbe  située  sur  la 
variété  V;  celte  courbe  sera  du  degré  np,  de  genre  p  et  sera  située  dans  un 
espace  plan  à  {n  — \)p  dimensions. 

Voici  la  seconde  généralisation  du  Ihéorème  I.  Donnant  toujours  à  0  la 
même  signification  que  ci-dessus,  M.  Poincaré  considère  q  équations  simulta- 
nées à  q  inconnues. 

e[  v,-i-  r;.''-i-...-r-i'''/-'î— ep^]=  0        (A-  =  I,  2,  ....  q), 

et  cherche  combien  ces  équations  admettent  de  solutions  communes,  si  l'on  ne 
regarde  pas  comme  distinctes  deux  solutions  (jue  l'on  déduit  lune  de  l'autre 
en  permulanl  les  q  points  inconnus 

X,     .rC),      ...,     37(7-0 

de  la  courbe  C  cl,  par  conséquent,  les  q  intégrales  correspondantes 
i',,     v\'' v'.'i''\ 

Le  théorème  de  Hieniann  apiiniid  ijue  ce  nombre  est  égal  à  y>  pour//  =  i. 
On  voit  faeilcment  ([uc,  pour  q  —  p,  le  nombre  cherché  est />!  .M.  Poincaré 
démontre  que,  dans  le  cas  général,  ce  nombre  est  égal  ù 

A    l'égard  du  tliéorènie  H,    rautcur   çommenre    pai'    faire   observer   que.  sauf 
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dans  le  cas  p  =  i,  on  peut  supposer  nulles  toutes  les  constantes  c,,  et  il  fait 
voir  que  toute  fonction  0  spéciale  (au  sens  précisé  plus  haut)  égalée  à  zéro, 
représente,  d'après  ce  théoréinc,  une  surface  de  translation  si  p  =  3,  une 
variété  de  translation  si  p  est  quelconque.  En  d'autres  termes,  l'équation 

0(  u^,  a..,  . .  -,  u  )  =  o 

admet  une  solution  de  la  forme 

t^.  t ,  ^,,_,)  étant y>» — i  variables  indépendantes.  Si  l'on  convient  d'expri- 
mer ce  fait  en  disant  que  l'équation  0  =  o  est  translative  pour  tout  système 
spécial  de  fonctions  abéliennes,  il  y  a  lieu  de  se  demander  :  l'équation  0  =  o 
est-elle  encore  translative  pour  des  fonctions  abéliennes  non  spéciales'! 
M.  Poincaré  prouve  que  la  réponse  à  cette  difficile  question  doit  en  général 
être  négative. 

André  (Désiré).  —  Mémoire  sur  les  permiitalions  quasi-allernées. 
(3i5-35o). 

Après  avoir  rappelé  la  définition  des  permutations  quasi-alternées  des  n  pre- 
miers nombres,  l'auteur  établit  une  relation  fondamentale.  Ensuite  il  détermine 
les  fonctions  génératrices  des  nombres  de  ces  permutations  et  donne  différentes 
relations  entre  ces  fonctions  et  entre  ces  nombres;  puis  il  cherche  les  propriétés 
asymptotiqucs  de  ces  mêmes  nombres  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Enfin 
il  détermine  la  probabilité  pour  qu'une  permutation  soit  quasi-alternée,  et  la 
valeur  asymptotique  de  celte  probabilité. 

Pépin  (le  P.).  —  Solulion  de  l'équation  X'' +  35 Y'' i=  Z-.  (35i- 
358). 

L'équation 

ax'-i-  ôjk'  =  cz"-, 

à  laquelle  s'applique  la  méthode  de  descente  de  Fermât,  admettant  une  infinité 
de  solutions  (quand  elle  n'est  pas  impossible),  on  doit  la  considérer  comme 
complètement  résolue  lorsqu'on  a  trouvé  une  méthode  permettant  d'obtenir 
toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  premiers  entre  eux  qui  ne  surpassent 
pas  une  limite  assignée,  et  de  démontrer  que  l'on  ne  laisse  échapper  aucune 
solution  plus  simple  que  les  solutions  calculées.  L'auteur  a  déjà  [Journal  de 
Mathématiques,  1879)  résolu  complètement,  dans  ce  sens,  l'équation 

(i)  7"p'—  '^y  =  --'• 

Celle  qu'il  traite  aujourd'hui, 

X*-f-  35  Y' r^  Z% 

se  ramène  à  la  précédente  quant  aux  solutions  où  V  est  impair.  En  effet,  ces 
solutions  sont  exprimées  au  moyen  des  solutions  de  léqualion  (i)  par  les 
formules 

Z  - —  >         X  =  -,        ^  -  xy. 
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Il  ne  reste  donc  plus  quà  ojjlcnir  les  soli'.lions  où  Y  est  pair  :  ccsl  ce  dont 
r.iuleur  donne  le  moyen. 

Coculesco  (A'.).  —  Sur  les  expressions  approchées  des  leimes 
d'ordre  élevé  dans  le  développement  de  la  fonction  peiliirba- 
Irice.  (359-442  ). 

Dnporcq  (^•)-  —  De  Tiiire  plane  balavée  par  un  vecteur  variable. 
(443-465). 

l/aiileur  expose  une  niélliode  géométrique  générale  qui  lui  a  permis  do 
retrouver  la  plupart  des  résultats  connus  (Steiner,  llolditcli,  W'illiamsou,  Leu- 
desdorf.  Kempe.  Zenllicn,  Darhoux)  sur  la  matière,  de  les  compléter  par  des 
propiiétés  nouvelles  et  de  les  généraliser.  Nous  lilerons  les  deux  propositions 
suivantes  : 

Si  un  polygone  feinic  (lueleonijuc  ABC. ..LA  de  grandeur  invariable  se 
déplace  d'une  manière  (|uelconque  dans  le  plan,  la  somme  des  aires  ])alayées 
par  les  vecteurs  AB,  BC,  ...,  l.\  est  nulle. 

I^es  aires  lialayées  par  trois  vecteurs  (jui  font  partie  d'une  même  (jgure 
plane  et  invariable  qui  se  meut  dans  son  plan  sont  liées  par  une  relation 
linéaire. 

Toiuc  II  :   iSg6. 

Appell  ( Paul).  —  Sur  Teniploi  des  écpiations  de  Lagrange  dans 
la  théorie  du  choc  et  des  percussions.  (5-2o). 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  d'obtenir  pour  l'élude  des  percussions  des  équations 
analogues  à  celles  de  Lagrange  et  ne  contenant  pas  les  percussions  de  liaison 
provenant  des  liaisons  nouvelles  (|ui  sont  brus(juemeut  introduites  au  moment 
du  clior. 

Barnii  les  liaisons  qui  existent  au  moment  du  elioc  (  intervalle  de  temps  très 
petit  de  /„  à  t^),  il  en  est  (|ui  e\i>tent  encore  après  le  clioc  :  ce  sont  les  liaisons 
j/ersisiaiites.  Quand  les  liaisons  (jui  existent  au  moment  du  elioc  sont  toutes 
persistantes,  le  problème  est  complètement  résolu  par  ré(|uation  de  M.    Appell 


qui  signifie  que  les  clerà'ées  partielles  de  la  force  vive  T,  par  rapport 
aux  dérivées  de  ceux  des  paramètres  qui  ne  sont  pas  assujettis  à  s'annuler 
au  moment  du  choc,  ont  les  mêmes  valeurs  avant  et  après  le  choc. 

Ouaud  il  y  a  iPautres  liaisons,  le  nombre  des  inconnues  est  supérieur  à  celui 
des  C(iualious  ei-dessus.  qui  sont  toujours  valables.  Il  faut  alors  recourir  à 
daiUres  cousidéralious  pour  achever  de  déterminer  le  problème. 

L'auteur  traite  les  exemples  du  choc  direct  de  deux  sphères  et  du  pendule 
l)alistitnie;  puis  il  déduit  d«'S  équations  |)réeédeules  la  démonstration  du  théo- 
rème de  (!arnot,  énoni'é  sous  sa  forme  la  plus  générale  de  la  manière  sui\  ante  : 

Si,  dans  un  sxstènw  dont   les   liaiso/is  sont    réalisées  sa/is   frottement,  on 
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introduit  brusquement  de  nouvelles  liaisons  persistantes,  la  force  vii-e 
j/erdite  est  éi^alc  à  la  force  ri\e  qui  serait  due  aux  vitesses  perdues. 

Guyoïi  (/i.).  —  Sur  la  staljililé  de  ré([iiilil)ie  des  corps  llollanls, 
(21-22). 

Ht-ponse  à  ccrtainos  obscrvalinns  roiimili'cs  par  M.  Duliciii  (Journal  de 
Mathématiques,  1  Sgj  ) . 

Dithein  (/'*.).    —  Sur  la  slabililé   diin    navire   qu!   porle  du  lest 
liquide.  (23-4o). 

A  la  iiiifacc  (le  séparalioii  de  deux  fluides  (lotte  un  solide  contenant  du  lest 
liquide.  Imaginons  que  le  ilotteur  et  le  lest  liquide  aient  pris  leur  état  tléqui- 
libre;  si  l'on  solidilie  le  lest  li(|ui(le,  il  forinera  avec  le  vaisseau  qui  le  porle 
un  ilotteur  entièrement  solide  dont  la  stabilité  pourra  cire  étudiée  par  des 
méthodes  connues.  .Mais  les  conditions  de  stabilité  ainsi  obtenues  ne  sont  pas 
celles  qu'il  convient  de  réaliser  pour  assurer  la  stabilité  du  vaisseau  [)orlaiil 
du  lest  supposé  liquide.  Il  importe  de  rechercber  en  quoi  les  secondes  conditions 
diffèrent  des  premières.  C  est  ce  que  M.  Guyou  a  fait  dans  un  cas  particulier 
important.  M.  Duliem  étudie  le  prublcme  d'une  manière  entièrement  générale 
en  s'appuyant  sur  les  résultats  de  son  précédent  Mémoire  [Journal  de  Mathé- 
matiques, i^ioS). 

Kœntgs  [G.).  —  Sur  un  lliéorrme  de  Kronecker.  (/\\-\'è). 

Soient  F|,  Fo.  I",  trois  fonctions  île  x,  y.  z  finies,  coniinues  et  uniformes 
dans  une  1  i-rlaine  réj^ion  de  l'espace  et  soient  (/  =  i.  2,  3) 

i,     '"  ,)}■'  Oz  il'  Il     ■'  f)z  '  ôx  II'  ij     '■  Oz  '  Oy  y 

M.  KœiiijiS  considère  le  système  différentiel 

dx  _  dy  _  dz 
X  ^  '\  ~  "z" 

et  d -montre  que  tout  mulliplicaleur  de  ce  système  est  une  fonction  homogène 
de  degré  — 3  de  F,,  F,,  l-'j  et  que,  reciprjiiucnient.  toute  fonction  de  celle 
nature  est  un  multi])licaleur. 

Il  conclut  de  là  que  l'intégrale  de  surface 

I      /"  r  \  dy  dz  -4-  \  dz  dx  -h  Z  dx  dy 

étendue  à  une  surface  ne  contenant  d'autres  poinls  de  diseonlinuilé  que  des  zéros 
de  K„  F,  et  F,  est  égale  à  l'excès  (p  —  n)  du  nombre  des  points  où  le  déter- 
minant fonctionnel  de  F,,  F,  et  F.,  est  positif  sur  le  nombre  de  ceux  ou  il  est 
négatif;  c'est  là  le  théorème  de  Kronecker. 

Mais  la  méthode  employée  par  l'auteur  lui  permet  de  généraliser  celle  pro- 
position ;  et  ses  remarques  s'appliquent  au  théorème  par  lequel  M.  Picard  a 
complété  le  résultat  de  Kronecker. 
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Maniiheùn  (A.).  —  Sur  la  détermination,  en  un  point  d'une  sur- 
face du  second  ordre,  des  axes  de  l'indicatrice  et  des  centres  de 
courbure  principaux.  (5i-o5). 

Soient  (E)  une  surface  du  second  ordre  de  centre  o;  m  un  point  de  cette 
surfacf,  N  la  normale  en  ce  point.  Du  point  a  où  N  rencontre  l'un  des  plans 
principaux  de  E,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite.  Il  coupe  le 
diamètre  orn  en  un  point  a,  d'où  l'on  abaisse,  sur  le  plan  principal  qui  con- 
tient a,  la  perpendiculaire  A.  De  même  les  points  de  rencontre  6,  c  de  N  et 
des  plans  principaux  de  (  E  )  conduisent  à  des  droites  B,  C  :  les  droites  M,,  M, 
perpendiculaires  à  N  et  qui  rencontrent  A,  B,  C  sont  parallèles  aux  axes  de 
l'indicatrice  en  m  et  leurs  pieds  sur  N  sont  les  centres  de  courbure  principaux 
de  (E)  pour  le  point  m. 

Poincaré  {H.).  —  Sur  l'équilibre  et  les  mouvements  des  mers. 
(59-102  ;  217-262). 

Introduction.  —  Le  problème  des  marées  présente  une  telle  complication 
qu'il  ne  peut  guère  être  abordé  du  premier  coup  dans  toute  sa  généralité  et 
qu'il  convient  de  partager  la  difficulté.  Il  faudrait  tenir  compte  à  lafois  de 
l'attraction  des  astres,  de  celle  du  bourrelet  liquide  qu'ils  soulèvent,  de  l'inertie 
<lu  liquide,  de  la  présence  des  continents,  de  la  rotation  du  globe  et  de  la 
force  centrifuge  composée,  etc. 

Peut-être  serait-ce  s'acheminer  vers  la  solution  complète  que  d'examiner 
séparément  chacune  de  ces  difficultés  et  di'  chercher  à  résoudre  le  problème 
quand  on  n'a  à  tiicjuiplitr  que  d'uiie  seule  d'entre  elles. 

Si  les  astres  étaient  fixes  par  rapport  à  la  Terre  et  entraînés  dans  son  mou- 
vement de  rotation,  le  problème  serait  beaucoup  plus  simple,  puisque  la  sur- 
face des  océans  prendrait  une  position  d'équilibre  dont  elle  ne  s'écarterait  plus. 
On  n'aurait  plus  alors  à  tenir  compte  ni  de  l'inertie  du  liquide,  ni  de  la  force 
ccntiifuge  composée  et  l'on  serait  ramené  à   une  simple  question  de  stali(iue. 

On  pouriait  encore  se  contenter  de  cette  simple  approximation  si  le  mou- 
vement des  astres  était  très  lent;  les  meis  prendraient  alors  une  forme  très 
peu  did'érenle  de  leur  figure  d'équilibre. 

.Mallicurcusemcnt  il  n'en  est  pas  ainsi  et  cependant  la  solution  de  cette  ques- 
tion peut  avoir  une  importance  pratique;  les  oscillations  réelles  des  mers  peu- 
vent èlrc  regardées  comme  la  superposition  d'un  grand  nombre  d'oscillations 
périodi(]ucs,  les  unes  à  courte,  les  autres  à  longue  période.  Chacune  de  ces 
oscillations  partielles  se  comporte  comme  si  elle  était  seule.  Les  oscillations  à 
très  longue  période  peuvent  alors  se  calculer  par  la  méthode  statique.  C'est  ce 
qu'ont  très  bien  aperçu  Lord  Kelvin  et  M.  Tait  [Cf.  Thomson  et  Tait,  Traité 
de  Philosopliie  naturelle). 

Cette  étude  statique  serait  exlièmement  sim|)le  si  les  océans  recouvraient 
toute  la  surface  de  la  Terre;  l'emploi  des  fonctions  sphéri(|ues  donnei-ait  une 
solution  immédiate,  soit  que  l'on  néglige  l'attraction  du  bourrelet  li(iuide,  soit 
qu'on  en  tienne  compte. 

La  présence  des  continents  complique  le  problème;  si  l'on  néglige 
l'attraction  du  bourrelet  liquide,  il  suffit  (lappiiciiier  une  correclinn  très 
-Simple;  c'est  ce  qu'ont  fait  Tait  et  Tbomson. 

.l'ai  voulu  le  ti-aiter  en  leiiaiit  coiiiplc  à   la   fuis  de  l'attraction   du    bourrelet 
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et  de  la  présence  des  contiaents;  i"y  suis  parvenu  en  introduisant  certaines 
fonctions  dont  les  propriétés  ra|)|iclicnt  celles  des  fonctions  s[diériques,  mais 
qui  dépendent  de  la  forme  des  continents. 

Je  me  suis  occupé  ensuite  des  oscillations  à  courte  période,  mais  en  négli' 
géant  d'abord  l'attraction  du  bourrelet  liquide.  Il  est  d'abord  aisé  de  voir 
que  l'étude  des  oscillations  éprouvées  par  la  mer  sous  l'influence  des  mou- 
vements des  astres  se  ramène  à  celle  de  ses  oscillations  propres,  c'est-à-dire 
de  celles  qu'elle  éprouverait,  si  elle  était  soustraite  à  cette  influence  et  si  elle 
était  écartée  de  sa  figure  d'équilibre,  puis  abandonnée  à  elle-même.  C'est  ainsi 
que  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaaes  à  second  membre  se 
ramène  à  l'intégration  des  équations  sans  second  membre. 

J'ai  donc  été  conduit  à  étudier  les  oscillations  propres  d'un  liquide.  J'ai  sup- 
posé d'abord  que  ce  liquide  était  enfermé  dans  un  vase  assez  petit  pour  qu'on 
puisse  négliger  la  courbure  de  la  surface  d'équilibre;  j'ai  distingué  le  cas  où 
la  profondeur  est  finie  et  celui  où  elle  est  infiniment  petite. 

J'ai  abordé  ensuite  le  cas  où  le  vase  est  assez  grand  pour  qu'on  doive  regarder 
la  surface  d'équilibre  comme  sphérique. 

J'ai  fait  ressortir  l'analogie  de  ce  problème  avec  celui  dos  vibrations  d'une 
membrane  tendue  dont  je  me  suis  occupé  dans  les  Rcndiconti  del  Circolo 
mateniatico  di  Pcdermo. 

Enfin  j'ai  abnrdé  un  problème  se  rapprochant  beaucoup  plus  de  la  réalité 
et  j"ai  tenu  compte  de  la  rotation  du  globe  et  de  la  force  centrifuge  composée. 

BoreKyÉmile).  —  Fondements  de  la  théorie  des  séries  divergentes 
sominables.  (io3-i22). 

Étant  donnée  une  suite  de  nombres  réels,  rangés  dans  un  ordre  déterminé 

(')  •^<si       •^\1       -^2'        ■••        "^ii'         •■■' 

on  fait  correspondre  à  cette  suite  la  foncliou 

a-  a" 

x{a)=x,^x,a-\-x.^  —,  -î-.  .  .-\-  x„   •   7  -t- . . . 
\     '  0         1  -   2  :  "   n\ 

en  supposant  les  x^  tels  que  x{a)  soit  une  fonction  entière  de  a.  Si,  pour  a 
croissant  indéfiniment  par  valeurs  positives,  on  a 

1  i  m  [  e-"  J7  (  a  )  ]  =^  x 

l'auteur  dit  que  la  suite  (i)  a  une  limite  généralisée,  qui  est  x. 
Considérant  ensuite  une  série  à  termes  réels 

(2)  U^-T-U^^.  .  .-^  u,^-!-. . . 

et  désignant  par  5,,  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  {s^—  o),  1\I.  Borel  dit 
que  cette  série  est  somniable  si  la  suite  *„,  *i,  ...  «„,  •••  a  ""c  limite  géné- 
ralisée s,  qu'il  prend  alors  pour  somme  de  la  série. 

Pour  que  la  série  (>)  soit  sommable  il  faut  et  il  suffit  que  l'intégrale 


e-"  u{a)da 
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-.lit  un    sens,    ulct)   étant    \,i    fonction   enlii'-rc  qui    coirc-pond    à    la    suite  »„, 

</,.  ...  j/„  ...,  comme  la  fonction  j:(  a  )  correspond  à  la  suite  (i). 

Aprùs  avoir    donné    des  exemples  et  généralisé  le  théorème  d'Abel  sur  les 

séries  entières,  l'auteur  passe  aux  suites  dont  les  termes  .r,„  x,,  ...  j"„,  ...  sont 

des  fonctions  analytiques  d'une  varial)le  compli'xe  r.  La  fonction  x  («)  est  alors 

une  fonction  x{a,z)    La  suite  des  j:„  est  dite  admettre  une  limite gc/ie'/a/isee 

si  l'on  a 

lim  e-''x{a.  z)  =  X  (z) 
{i  —  X 

et  de  plus  tendre  itni/ornu'inent  vers  sa  limite  généralisée  si  e-''x{a.  z)  tend 
anifoi-indinent  vers  x{z)  lorsque  a  augmente  indéfiniment.  Lorsqu'une  suite 
de  fon(  tions  analytiques  dans  un  domaine  D  tend  uniformément  dans  ce 
domaine  vers  une  limite  généralisée,  celte  limite  est  aussi  une  fonction 
analytique  dans  D. 

Si  les  sommes  s„  d'une  série  de  fonctions  tendent  uniformément  vers  une 
limite  généralisée  *(-;,  la  série  est  dite  uniformément  sominable  Azns  le 
domaine  correspondant  et  l'on  a  celte  proportion  fondamentale  :  si  une  série 
uniformément  sommable  dans  un  domaine  d'un  seul  tenant  est  uniformément 
convergente  dans  une  portion  de  ce  domaine,  sa  somme  est  dans  tout  le  domaine 
une  même  fonction  analytique.  ' 

Le  Mémoire  se  termine  par  la  détorminalion,  dans  (juclques  ras  simples,  du 
dumaine  de  sommabililé  uniforme  et  par  des  applications  numériques. 

Guichard  (C).  —  Sur  la  détoiiiialion  des  surfaces,  (i  28-21 5). 

Introduction.  —  Nous  avons  clierclié  surtout  à  mettre  en  évidence  les  pro- 
priétés des  lignes  conjuguées  qui  se  conservent  dans  la  déformation.  ÎN'ous 
avons  suivi  deux  méthodes:  dans  la  première  partie,  nous  faisons  correspondre 
une  congruence  type  (congruence  dont  les  foyers  sont  conjugués  par  rapport 
à  une  quadrique)  à  tout  couple  de  surfaces  applicables.  Tous  les  couples  qui 
correspondent  à  une  même  congruence  ont  les  mêmes  propriétés  comme  direc- 
tion d'éléments.  Dans  la  deuxième  partie,  c'est  une  surface  qui  correspond  à  un 
couple  de  surfaces  applicables,  les  lignes  asym])totiques  de  la  surface  corres- 
|)ondant  aux  lignes  conjuguées.  Tous  les  couples  qui  corresponilent  à  une  même 
surface  ont  entore  mêmes  directions.  Nous  avons  donné  d'abord  la  iiropriélé 
caractéristique  de  ces  systèmes  conjugués,  puis  étudié  les  cas  où  ils  se  pro- 
jettent sur  un  plan  suivant  un  système  orthogonal,  suivant  un  système  de 
courbes  également  inclinées  sur  deux  diieclions  fixes:  le  cas  où  la  projection 
de  l'un  des  systèmes  est  formée  de  droites;  puis  le  cas  où  ces  courbes  sont 
courbes  de  contact  de  cylindres  circonscrits  à  la  surface;  enfin  le  cas  où  ces 
lignes  se  coupent  sous  un  angle  constant,  etc. 

Nous  avons  fait  usage  de  c<jnsidérations  sur  l'espace  à  qualic  dimensions. 
Nous  appelons  surfaces  les  \ariétés  de  poinis  doublement  indéterminés,  plans 
U'S  systèmes  linéaires  doublement  infinis  de  points.  La  recherche  des  couples 
<le  surfaces  applicables  revient  à  celle  des  surfaces  de  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions applicables  sur  un  plan,  (les  surfaces  jouissent  de  celle  propriété  carac- 
lèristir|ue  :  c'est  que  leurs  plans  tangents  sont  normaux  à  une  série  de 
surfaces. 

Nous  avi>ns  dit  qucl(]ucs  nmis  des  théories  (|ui  se  rallachcnt  à  la  déforma- 
tion. Nous  iixons  montre  que  les  systèmes  conjugués  (|ui  se  eonser\cnt  dans  la 
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correspondance  par  orLhogonaiilé  sont  à  invariants  égaux  en  coordonnées  lan- 
genliellcs. 

Parmi  les  résultats  obtenus,  signalons  les  deux  suivants  : 

1°  Trouver  tous  les  couples  de  surfaces  applicables  tels  que  la  distance  cl 
d'un  point  de  la  première  à  un  point  fixe  et  la  dislance  z  du  point  correspon- 
dant de  la  seconde  à  un  plan  û\c  soient  liées  par  la  relation 

(/- —  ::■  =  const.; 

nous  montrons  qu'on  peut  obtenir  ces  surfaces  sous  forme  finie. 

2°  Trouver  deux  surfaces  applicables  telles  que  les  normales  aux  points  cor- 
respondants forment  un  angle  constant. 

Ilumbeit  {Georges  \.  —  Sur  une  surface  du   sixième  ordic  liée 
aux  fonctions  abéliennes  de  genre  Irois.  1263-29.3^. 

Les  surfaces  liyperelliptiques,  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un  point 
sont  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux  paramétres,  peuvent  être 
définies  d'une  manière  purement  géométrique;  soient,  en  effet,  ;,,  t,,  et  1..,  t,, 
les  cooi-données  de  deux  points  \ariables  sur  une  courbe  plane  (C)  de  genre 
deux  ;  les  formules 

•2^.=  ''\( ?.'  'f.i  ;  Ij'  'f.i)^      ( /  =  1, 2, 3 ), 

où  les  F,-  sont  des  fonctions  rationnelles,  qui  restent  inaltérées  quand  on  per- 
raule  s,,  T„  et  ?.„  r,.,,  représentent  les  trois  coordonnées  d'une  surface  hyperel- 
liptique  (S  ). 

Plus  généralement,  on  peut  dédnir  des  surfaces  algébriques  à  l'aide  d'une 
corresponilauce  point  par  couple  avec  des  courbes  planes  de  j;enre  quel- 
conque /?  :  si  à  un  couple  de  p.  iiits  de  la  courbe  correspond  un  seul  point  de  la 
surface  et,  à  un  point  de  la  surface,  un  seul  couple  de  points  de  la  courbe,  la 
surface  sera  de  genre  ',/>{p  —  i),  le  genre  désignant  ici  le  nombre  des  inté- 
grales doubles,  linéairement  dislincles.  altacliées  à  une  surface  et  i|ui  restent 
finies  sur  touie  la  surface. 

La  surface  (  —  )  que  considère  M.  Ilumbert  est  liée  à  une  courbe  (C)  de  genre 
trois:  à  un  point  de  cette  surface  correspondent  deux  couples  de  poinls  de  la 
courbe  (C).  Le  genre  de  cette  surface  est  égal  à  trois;  son  ordre  égal  à  six. 
l^lle  présente  un  point  triple  et  seize  poinls  doubles  qui  sont  les  points  doubles 
d'une  surface  de  Kummer.  quelle  que  soit  la  position  du  point  triple  par  rap- 
port aux  points  doubles,  ce  qui  permet  de  la  définir  par  une  relation  remar- 
quable avec  une  surface  de  Kummer. 

L'auLeur  étudie  ensuite  les  intersections  de  la  surface  (ÏL)  avec  les  surfaces 
adjointes,  et  il  est  ainsi  conduit  à  des  propriétés  nouvelles  des  courbes  planes 
de  la  quatrième  classe. 

Si  les  fonctions  Ihèla  qui  servent  à  définir  anal\  lic|uemcnl  la  surface  {Z) 
pro\iennent  d'uue  courbe  hyperellipti'jue  de  genre  trois,  la  surface  reste  algé- 
brique, mais  son  ordre  s'abaisse  à  cinc].  iille  a  toujours  un  point  triple  el  seize 
points  doubles.  M.  Ilumbert  donne,  en  termitiaul,  l'équation  et  quelques  pro- 
priétés de  celle  .-urfacc. 

Picard  (Emile).  —  Sur  la  déterniinalion  des  intégrales  d'une 
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équalion  aux  dérivées  partielles  par  ses  valeurs  sur  un  contour 
fermé.  ( 295-804 )• 

L'auteur  revient,  pour  les  généraliser,  sur  certains  résultats  qu'il  a  établis 
antérieurement  {Journal  de  Mathématiques,  1S90)  au  sujet  de  l'équation 

rT-u        à-u  ,  du  du 

— r  -T- r-  2  cl h  2  e  —  —  fu  —  o, 

Ox-        ôy-  Ox  Oy       "^ 

où  les  coefficients  d.  e,  /  sont  des  fonctions  analytiques  de  x  et  y,  continues 
dans  une  aire  A. 

Si,  dans  cette  réjjion,  /  est  constamment  négatif,  une  intéi;ralc  continue  de 
l'équation  est  déterminée  par  ses  valeurs  le  long  d'un  contour  fermé  (tracé 
dans  A),  pourvu  que  ce  contour  enveloppe  une  aire  suffisamment  petite. 
M.  Picard  avait  démontré  cette  proposition  en  supposant  que  le  contour  restait 
dans  le  voisinage  d'un  point;  il  prouve  maintenant  que,  étant  donnée  une 
courbe  fermée  quelconque  C,  on  peut  tracer  une  autre  courbe  fermée  C,  limi- 
tant avec  G  une  aire  assez  petite,  de  telle  sorte  qu'une  intégrale  s'annulant 
sur  C  et  sur  C  soit  identiquement  nulle  dans  l'aire. 

Supposant  ensuite  /  identiquement  nul,  M.  Picard  montre  que,  si  l'on  peut 
obtenir  une  intégrale  continue  ayant  des  valeurs  données  sur  un  contour 
fermé  C,  on  pourra  la  détei-niinet  sur  un  contour  C  suffisamment  riipproclié 
de  C,  mais  envelo|)panl  une  aire  plus  grande,  de  telle  sorte  que  l'on  pourra 
passer  de  proclie  en  proche  à  un  contour  quelconque,  après  être  parti  d'un 
contour  enveloppant  une  aire  suffisamment  petite,  pour  lequel  on  sait  résoudre 
le  problème. 

Ce  résultat  acquis,  on  établit  que,  dans  toute  région  où  /  est  constamment 
négatif,  une  intégrale  continue  est  toujours  déterminée  par  ses  valeurs  le  long 
d'un  contour  fermé. 

Le  procédé  de  démonstration  dont  l'auteur  fait  usage  peut  être  utilisé  dans 
beaucoup  d'autres  questions;  il  a,  de  plus,  l'avantage  de  «'e'/enrf/e  de  lui-même 
au  cas  de  plusieurs  variables. 

Matliy.  —  Expression  des  composantes  de  l'attraction  d'un  ellip- 
soïde homogène  sur  un  point  extérieur,  au  moven  des  fonc- 
tions 6  et  w.  (3o5-3i6). 

Gravé  (D.-A.).  —  Sur  la  construction  des  Caries  géograpluques. 
(3i7-36i). 

Lagrange  a  fait  connaître  toutes  les  représentations  conformes  d'une  surface 
de  révolution  dans  lesquelles  les  méridiens  et  les  parallèles  sont  figurés  par  des 
droites  ou  des  cercles. 

L'auteur  s'est  proposé  le  même  problème  pour  les  Cartes  équivalentes,  ou 
Cartes  conservant  les  aires.  Il  traite  successivement  les  cas  où  la  projection 
est  rectiligne  (  les  méridiens  et  les  parallèles  étant  représentés  par  des  droites), 
où  elle  est  mixte  (l'une  des  deux  familles  coordonnées  étant  représentée  par 
des  droites,  l'autre  par  des  cercles),  et  où  elle  est  circulaire  (les  méridiens  et 
les  parallèles  étant  représentés  par  îles  cercles). 
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iMaillet  (^Ed.).  —  Quelques   extensions   du   lliéorème  de  Fermai 
sur  les  nombres  polygones.  (363-38o). 

L'auleur  démontre  le  Ihéorèine  <uivanL  : 
5t  l'expression 

■^{x)  =  ax'^-h  a^x''-h  a..x'^-\-  a^x--+-  a^x  4-  a,, 

où  a,  a,,  ..-,  aj  sont  des  entiers  ou  des  nombres  fractionnaires  donnés,  est 
entière  et  positive  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  ou  égale  à  un  nombre 
fini,  tout  nombre  entier  supérieur  à  une  certaine  limite  fonction  de  a 
«i,  . . .,  «5  est  la  somme  d'un  nombre  limité  (au plus  (3  pour  le  deqré  deux, 
12  pour  le  degré  trois,  96  pour  le  degré  quatre,  192  pour  le  degré  cinq)  de 
nombres  positifs  '^{x),  à  un  nombre  limité  d'unités  près. 

En   appliquant   ce    résultat    aux    nombres    pyramidaux    ■ — ,    on    trouve 

que    tout   nombre    entier   supérieur   ou    égal   à    19272    est    la    somme    de 
12  nombres  pyramidaux  au  plus. 

Ilaniy  {Maurice).  —  Sur  le  développement  approché  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  dans  le  cas  des  inégalités  d'ordre  élevé. 
(381-439). 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  celui  que  l'auteur  a  publié  sous  le  même  titre 
en  1894  {Journal  de  Mathématiques).  Dans  ce  premier  travail,  M.  Haniy 
traitait  le  cas  où  l'orbite  de  l'une  des  planètes  est  circulaire  et  enveloppe,  sans 
la  rencontrer,  l'orbite  de  l'autre  planète,  supposée  elliptique.  Dans  le  présent 
Mémoire,  il  s'occupe  du  cas  inverse  où  l'orbite  elliptique  enveloppe,  sans  la 
rencontrer,  l'orbite  circulaire. 

Bovel  {Emile).  —  Sur  les  séries  de  Ta^ylor  admettant  leur  cercle 
de  convergence  comme  coupure,  {^^l-/\h^). 

Pour  qu'une  série  de  Taylor  n'admette  pas  son  cercle  de  convergence 
comme  coupure,  il  est  nécessaire  et  suj/isant  qu'elle  soit  sommable  (au  sens 
de  l'auteur;  voir  ci-dessus)  en  quelque  région  extérieure  à  ce  cercle. 

Comme  conséquence  de  ce  théorème,  l'auteur  donne  d"un  résultat  dû  à  M.  Ha- 
damard  une  généralisation  qui  s'énonce  ainsi  : 

La  série 

dans   laquelle   les   exposants   c^^   sont   des   entiers   croissants   et   les   coeffi- 
cients a„  des  nombres  quelconques,  admet  son  cercle  de  convergence  comme 
Bull,  des  Sciences  matliém.,  2'  série,  t.  XWII.  (Octobre  igoS.)  R.12 
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coupure  si  le  rapport 

v/r„ 

est,  à  partir  d'un  certain  rang,  supérieur  ù  un  nombre  fixe. 
Jordan  (Camille).  —  Henrj  Resal.  (453). 
Lé^y  [Afaufice).  —  Notice  sur  Amé-Henry  Resal.  (455-46o), 

L.  R. 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France. 
Tome  XXX;  1902  ('). 

Coinbebiac.  —  Sur  un  svslènie  numérique  complexe  représenlanl 
le  groupe  des  transformations  conformes  de  l'espace.  (1-12). 

Les  transformations  conformes  de  lespace  sont  caractérisées  par  la  propriété 
de  conserver  les  sphères  de  rayon  nul.  L'équation  générale  des  sphères  étant 

a„ ( X- -T- .r'  +  •^'  )  -i-  2  ot, a:  —  2  x^y  -+-  2  a, ^  —  o  =  o, 

on  peut  prendre  a^,  a,,  a^,  a^  et  ô  comme  coordonnées  homogènes  de  la  sphère 
et  représenter  une  transformation  conforme  de  l'espace  par  une  transformatimi 
linéaire  et  homogène  de  ces  cinq  coefficients,  laissant  invariante  l'expression 

Lipschilz  a  résolu  le  problème  qui  consiste  dans  la  détermination  d'un  système 
numérique  complexe  susceptible  de  représenter  un  groupe  de  transformations 
linéaires  et  liomogènes,  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  laissant  inva- 
riante la  somme  des  carrés  des  variables. 

En  appliquant  ses  résultats  au  cas  présent,  l'auteur  iiarvient  à  un  système  à 
seize  unités  qu'il  appelle  quadriquaternions.  Le  calcul  des  ijuadriquaternions 
constitue  une  analyse  géométrique,  comme  celui  des  triquaternions,  déjà  étudié 
par  M.  Combebiac,  et  dont  il  est  le  prolongement. 

Coursât.  —  Sur  un  problème  relatif  aux  lignes  asjmplotiques. 

(i?.-iS  ). 


(')  \n\r  Bulletin,  t.  XWI,.  p.  i85. 
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Les  surfaces  réglées  et  les  hélicoïdes  présentenl  une  famille  de  lignes  asymp- 
totiques  composée  de  courbes  égales.  Il  y  a  donc  lieu  de  rechei-cher  toutes  ks 
surfaces  jouissant  de  celte  propriété. 

Le  problème  revient  à  trouver  une  courbe  gauche  r  telle  qu'un  puisse  lui 
imprimer  un  mouvement  continu  dans  lequel  elle  reste  constamment  ligm- 
asymplotique  de  la  surface  qu'elle  engendre.  Les  courbes  gauches  r  répondant 
à  la  question  sont  celles  dont  les  binormales  appartiennent  à  un  comple.M- 
linéaire  (cas  des  hélicoïdes)  ou  à  une  infinité  de  complexes  linéaires  et  par 
suite  à  une  congruence  linéaire. 

Connaissant  une  pareille  courbe  Y,  on  déterminera  par  des  quadratures  tous 
les  mouvements  à  un  paramétre  dans  lesquels  T  engendre  une  surface  dont  elle 
est  constamment  ligne  asymplotique.  Ces  mouvements  dépendent  d'une  fonction 
arbitraire  d'une  variable  indépendante. 

La  recherche  des  courbes  r  dont  les  binormales  appartiennent  à  une  con- 
gruence linéaire  dépend  d'une  équation  dilTérenlielle  du  second  ordre  qui  n'est 
pas  intégrable.  M.  Goursat  forme  cette  équation  en  supposant  rectangulaires  les 
droites  focales  de  la  congruence  :  elle  rentre  dans  le  même  type  analytique  que 
l'équation  des  lignes  géodésiques  d'une  surface  quelconque. 

Seivant.  —  Sur  la  déformation  des  quadriqiies.  (  i8-23j. 

L'équation  dilTérenlielle  du  réseau  conjugué  commun  à  une  quadrique  et  à 
une  surface  applicable  sur  elle  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une  forme  quadra- 
tique de  différentielles  dont  la  courbure  est  nulle.  On  peut  donc  déterminer  ce 
réseau  par  quadratures. 

Pour  qu'un  réseau  d'une  quadrique  soit  un  réseau  conjugué  persistant  dans 
une  déformation  continue,  il  faut  que  ce  réseau  soit  isotherme  conjugué  (au 
sens  de  M.  Blanchi)  sur  la  quadrique.  Après  avoir  donné  ces  résultats,  l'auteur 
indique  divers  moyens  d'aborder  le  problème  de  la  déformation  des  quadriques. 

ilumhert  {G.).  —  Délerminalion  des  couilDes  algébriques  de  degré 
donné  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  de  Tonde.  (23-28  j. 

Ces  courbes  sont  toutes  de  degré  pair. 

Celles  d'un  degré  donné  il  forment  82(2/  —  i)  familles.  Les  courbes  d'une 
même  famille  passent  toutes  une  fois  par  o,  4»  6,  8,  10,  12  ou  lô  points  doubles 
du  tétraédroïde. 

De  là  résultent  diverses  conséquences  relatives  au\  courbes  gauches  du  qua- 
trième ordre. 

De  Monlessas  (/?.)•  —  Sur  les  fractions  continues  algébriques. 
(28-36). 

L'auteur  s'occupe  des  fractions  rationnelles  que  .M.  Padé  a  appelées  normales 
et  démontre  à  leur  sujet  plusieurs  propositions  qui  résolvent,  dans  le  cas  parti- 
culier où  toutes  les  réduites  considérées  appartiennent  à  la  même  ligne  hori- 
zontale du  tableau  de  M.  Padé,  l'importante  question  que  voici  : 

Une  suite  de  réduites  consécutives  d'un  tableau  de  fractions  normales  défi- 
nit-elle une  fonction   identique  à  la  fonction  définie  par  la  série  entière  qui  a 
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donné  naissance  au  tableau?  Dans  le  cas  de  l'affirmalive,  la  fraction  continue 
correspondant  à  la  suite  prolonge-t-elle  la  série  en  dehors  de  son  cercle  de  con- 
vergence? 

Clairin  (./.)■  —  Sur  cerlalnes  équations  auxdérivces  paiLielles  du 
second  ordre.  (3^-4o). 

Il  s'agit  de  trouver  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  deux  variables  indépendantes  qui  admettent  une  infinité  de  transfor- 
mations infinitésimales  de  contact  permutables. 

En  convenant  de  considérer  comme  identiques  deux  équations  qui  se  déduisent 
l'une  de  l'autre  par  une  transformation  de  contact,  M.  Clairin  montre  que  les 
seules  équations  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  : 

1°  Les  équations  linéaires; 
1"  Les  équations  du  type 

(a)  r  ='i{x.,y,p,s); 

3°  Les  équations  de  la  l'orme 

(?)  {x+y)s  =  q  -hy_{x,y,r). 

Les  équations  (a)  et  (]3)  sont  de  celles  auxquelles  s'applique  la  méthode 
d'intégration  de  M.  Darboux.  Pour  l'un  de  leurs  systèmes  de  caractéristiques, 
il  existe  un  invariant  du  premier  ordre:  pour  le  second,  il  existe  trois  invariants 
du  second  ordre. 

Uaclamard.  —  Sur  les  dérivées  des  fonctions  de  lignes.  (4o-43). 

Grâce  aux  travaux  de  AL  Volterra,  on  sait  étendre  aux  fonctions  de  lignes  la 
notion  de  dérivée.  Désignant  par  U  une  fonction  de  la  ligne  fermée  L,  on  fait 
correspondre  à  chaque  point  iM(j7,  y,  :;)  de  L  trois  dérivées  U^(L,  M), 
U'  {  L,  iM  ),  U^(L,  M),  (jui  donnent  lieu,  pour  une  variation  infiniment  petite  Zx. 
Si-,  ôc  des  divers  points  M,  à  l'égalité 


(') 


01)=  f  (  U^  Ix  -h  L'  '  ly  -i-  \1'.  oz  )  ds. 


Cette  relation  implique  diverses  hypothèses;  il  est  facile,  comme  le  montre 
iM.  Iladamard,  de  la  mettre  en  défaut.  En  outre,  cette  relation  ne  subsiste  pas 
quand  on  y  remplace  U  par  l'une  de  ses  dérivées,  U^  par  exemple. 

Délassas  (/{l.).  —  Sur  les  engrenages  à  conlacl  ponctuel.  (43-47). 

Poincaré  {II.).  —  Sur  certaines  surfaces  algébriques.  Troisième 
complément  à  V Analysis  situs.  (4|)-7o). 

Elude,  au  point  de  \ue  ilc  Vyfnalysis  situs,  de  la  surface 

z-=  \/l'{x,y). 
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où  F  {x,  y)  est  un  polynôme.  Les  lij-polhèses  faites  sur  la  courbe 

F(^,  J-)  =  o 
sont  les  suivantes  : 

Elle  ne  présente  que  des  points  ordinaires  pour  lesquels  F^  est  dilTérent  do 
zéro,  ou  bien  pour  Jesquels  F^  est  nui,  mais  sans  que  F'  ni  F'i  s'annulent,  nu 
des  points  doubles  ordinaires  mais  pour  lesquels  on  ait 

P'>^o,         F>ly-F:5,?£o. 

Lecornu  (^.).  —  Sur  les  jietiLs  inouvemenLs  d'un  corps  pesant. 

(71-82). 

On  ne  sait  pas  intégrer,  dans  le  cas  général,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d'un  corps  pesant,  fixé  par  l'un  de  ses  points.  .Mais  le  problème 
peut  être  résolu  si  l'on  se  borne  au  cas  où  les  vitesses  sont  infiniment  petites  : 
son  étude  a  conduit  M.  Lecornu  à  des  résultats  simples  dont  voici  le  principal  : 

Le  mouvement  le  plus  général  (infiniment  lent)  d'un  corps  solide  possédant 
un  point  fixe  s'obtient  par  la  composilion  d'une  rotation  uniforme  autour  de 
la  verticale  et  de  deux  mouvements  oscillatoires  autour  de  deux  axes  inclines 
qui  sont  situés  dans  deux  plans  verticaux  rectangulaires  et  appartiennent  au 
plan  conjugué  de  la  verticale  par  rapport  à  l'ellipsoïde  d'inertie. 

L'auteur  généralise  ensuite  celle  étude  du  mouvement  infiniment  lent  en 
recherchant  s'il  est  possible  de  choisir  les  conditions  initiales  de  telle  façon 
qu'un  solide  pesant,  fixé  en  un  point,  tourne  avec  une  vitesse  finie  autour  d'un 
axe  immobile  passant  par  ce  point.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  cet  axe  soit  vertical  et  soit  en  outre  principal  en  l'un  de  ses  points;  lu 
vitesse  de  rotation  w  est  constante  et  vérifie  la  relation 


dans  laquelle  0  désigne  la  distance  du  point  fixe  au  point  pour  lequel  Taxe  de 
rotation  est  principal. 

<rOccigne  (^ï/-).  —  Sur  les  barvcentres  cjcliques  dans  les  courljcs 
ali^ébriques.  (  83-91). 

On  sait  que  le  baryrentre  G  des  points  communs  à  une  courbe  algébrique  et 
à  un  cercle  quelconque  de  centre  C  est  indépendant  du  rayon  de  ce  cercle.  La 
courbe  algébrique  fait  ainsi  correspondre  à  tout  point  C  de  son  plan  un  point  G 
que  l'auteur  appelle  le  barytentre  cyclujue  du  point  C  par  rapport  à  celte 
courbe  algébrique. 

Les  barycentres  cycliques  pris  par  rapport  à  une  courbe  algébrique  quel- 
conque recouvrent,  en  général,  l'enseniblc  continu  des  points  du  plan.  Mais, 
|iour  une  catégorie  nombreuse  de  courbes,  à  cet  égard  singulières,  les  bary- 
centres cycliques  G  fournissent  seulement  l'ensemble  continu  des  points  d'une 
droite  A,  tous  les  points  C  qui  correspondent  à  un  même  point  G  de  A  étant 
ceux  d'une  droite  D,  de  direction  fixe,  située  à  une  distance  constante  de  G. 

-M.  d'Ocagne  fait  connaître  et  détermine  ces  courbes  singulières,  dont  les  plus 
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simples  soot  les  courbes  dont  toutes  les  directions  asyniptoliques  sont  confon- 
dues, entre  autres,  les  paraboles  générales. 

Servant.  —  Sur  une  extension  des  formules  de  Gauss.  (92-100). 

L'auteur  étend  les  formules  do  Gauss  aux  variétés  à  deux  dimensions  conte- 
nues dans  un  espace  à  quatre  dimensions;  il  généralise  ensuite  les  formules  de 
Codazzi  et  termine  par  ([uelques  indications  relatives  au  réseau  conjugué  (géné- 
ralement unique)  qui  existe  sur  les  variétés  considérées. 

Clairin  (J.).  —  Sur  une  classe  de  transformations  des  équations- 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (ioo-io5). 

Ktant  donnée  une  équation  du  second  ordre 
(')  FC^"-  1',  ~- /','/,'■,  5,  ^)  =  o, 

admettant  deux  transformations  infinitésimales  de  contact  qui  engendrent  ui> 
groupe  g^,  soient  o,{x,  y,  z,  p,  q),  '^.,{x ,y,  z,  p,  g),  o^{x,y^  z, p,  q)  les  trois 
invariants  rlu  premier  ordre  de  g.  I^es  équations  * 

(2)  x'-o^,       y' =''?.,,        -'=?3 

font  correspondre  à  chaque  intégrale  de  (i)  une  surface  (2').  L'auteur  prouve 
que  ces  surfaces  (H')  sont  les  intégrales  d'une  équation  du  second  ordre  (e). 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes.  De  toute  intégrale  de  (e)  on  peut 
déduire  ce-  intégrales  de  (i)  par  l'intégration  d'équations  dilTérentielles  ordi- 
naires :  si  donc  l'une  de  ces  équations  est  intégrable  par  la  méthode  de  M.  Dar- 
boux,  l'autre  l'est  également. 

A  une  caractéristique  d'ordre  ?i  de  (t)  correspond  une  caractéristique  d'ordre 
Il — I  de  (2),  tandis  qu'à  une  caracléristi(|ue  d'ordre  n  de  (e)  correspon- 
dent yJ  caractéristi(|ues  d'ordre  n  -\-  1  de  (1). 

Si  l'on  sait  résoudre  le  |)rublème  de  Cauchy  pour  l'une  des  deux  équations, 
on  sait  aussi  le  résoudre  pour  l'autre. 

lutlJy  (^•).  —  Sur  la  défornial  ion  des  surfaces  et  sur  certaines 
Iransfoniiations  des  cqualions  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre.  (106-108). 

A  l'équalion  de  la  déformation  des  surfaces,  qui  est  une  équation  de  Monge- 
Ampère  pour  la  fonction  x  des  vaiiables  u  et  v,  on  peut  faire  correspondre  une 
autre  équation,  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes  de  la  nouvelle  fonc- 
tion inconnue  t.  On  obtient  ce  résultat  en  posant  trois  relations  convenables 
de  la   forme 

F,  (  u,  r,  .rj,,  x\,.  x'\,  x'[^^^  x"/)  —  /,(  ?/,  c.  ^,  <'^,  /^)         (1  =  1,2,3), 

qui  constituent  un  système  complètement  intégralde  pour  ./•. 

Après  avoir  signalé  ce  mode  de  transformation,  l'auteur  lait  voir  qu'on  peut 


UEVUK    DES    PUBLICATIONS.  i55 

aussi  substituer  à  l'équation  de  la  déformation  deujc  équations  aux  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre  que  vérifie  la  courbure  moyenne  des  surfaces 
admettant  l'élément  linéaire  considéré. 

Combehiac.  —  Sur  les  équations  générales  de  l'élaslicilé.  (  io8- 
I  I  o  ) . 

Les  composantes  de  l'elTort  qui  s'exerce  sur  Télément  superficiel,  en  un  point 
appartenant  à  un  milieu  élastique,  s'expriment  par  une  substitution  linéaire 
liomogène  en  fonction  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  l'élément. 

Les  neuf  cosinus,  qui  devraient  ainsi  intervenir,  se  réduisent  à  six,  parce 
(|u'on  admet  que  les  pressions  exercées  sur  un  élément  superficiel  infinitésimal 
donnent  lieu  à  une  résultante  unique.  Or  celte  hypothèse  est  en  défaut,  tout  au 
moins  pour  une  substance  aimantée  placée  dans  un  champ  magnétique.  L'auteur 
croit  donc  devoir  l'écarter  de  la  théorie  de  l'élasticité  et  il  établit  à  nouveau 
les  équations  de  l'équilibre  et  du  mouvement  d'un  milieu  élastique,  en  s'afTran- 
rliissant  de  cette  restriction. 

Hadamard .  —  Sur  tine  condilion  que  l'on  peut  imposer  à  une 
surface.  (  i  i  i  ). 

Cette  condition,  rencontrée  par  M.  Zarernba.  est  que,  a,  b,  c  désignant  trois 
points  quelconques  de  la  surface,  N^,  N^.  .N^  les  normales  en  ces  trois  points, 
on  ait 

cos(6c,  N,,  )  cos(ca,  N,.  )    cos(a6.  X„)_ 

cos(c6,  N_.)  cos(ac, -N^)   cos(6a,  N,,  ) 

M.  Hadamard  montre  qu'elle  est  caractéristique  des  surfaces  du  second  degré. 

Delaunay  {N.).  —  Sur  le  calcul  graphique  des  Ibncttons  ellip- 
tiques et  de  quelques  fonctions  ultra-elliptiques.  (  i  i3-i2i). 

Constructions  graphiques  simples  propres  à  donner  les  valeurs  des  intégrales 
elliptiques  et  de  certaines  intégrales  hyperelliptiques. 

Autonne  [Léon).  —  Sur  les  groupes  linéaires,  réels  et  orthogo- 
naux. (121-1  34  ). 

L"auteur  considère  un  groupe  G^  de  substiUilions  linéaires  /i-aires  de  déter- 
minant I 

A  =  ;  x.^o.^x,  \  =  \j:j\[a;j]\  =  \x\[x]'        {j\  k  =  i,  2,  . . .,  n), 

supposées  :  1°  avoir  tous  leurs  coefficients  a^  réels;  2°  admettre  pour  invariant 
absolu  la  somme  des  carrés  des  variables.  Il  dit  que  G^.  est  un  groupe  linéaire 
réel  et  orthogonal. 

Si  l'on  change  de  variables  en  posant 

A 
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le  nouveau  groupe  F,,  qui  est  d'ailleurs  /■G/-,  n'est  plus,  en  général,  ni  réel, 
ni  orthogonal.  Il  n'est  cependant  pus  quelconque,  puisque,  par  un  changement 
visible  de  variables,  il  redevietit  réel  et  orthogonal. 

L'objet  du  travail  de  M.  Autonne  est  d'établir  les  conditions  nécessaires  et 
suflisantes  pour  qu'un  groupe  //-aire  F,  soit  réalisable,  c'est-à-dire  puisse 
devenir  réel  et  orthogonal  après  une  sub>tiiution  convenable. 

Maillet  {E dm.).  —  Sur  les  propriétés  arilhmétiques  des  fonctions 
entières  et  quasi-entières.  (i.^4-i55). 

Les  polynômes  V (x  )  à  coefficients  rationnels  jouissent,  entre  autres,  de  trois 
propriétés  que  l'on  pourrait  chercher  à  étendre  aux  fonctions  entières  et  aux 
fonctions  que  AL  .Maillet  appelle  quasi-entières  (  Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  i-  février  1902)  : 

i"  Le  produit  de  deux  polynômes  à  coefficients  rationnels  a  ses  cocflicients 
rationnels; 

î"  Si  a:  est  rationnel  ou  aU'ébiiqiie,  F{x)  l'est  aussi: 

3°  Si  b  est  rationnel  ou  algébrique,  V(x-hb),  ordonné  suivant  les  puissances 
croissanles  de  ;r,  a  ses  coefficients  rationnels  ou  algébriques. 

L'auteur  prouve  par  des  exemples  décisifs  que,  si  la  première  propriété  peut 
subsister  pour  les  fonctions  entières,  les  deux  autres  ne  subsistent  pas,  et 
qu'aucune  des  trois  ne  s'étend  aux  fonctions  quasi-entières. 

Il  montre  ensuite  qu'il  y  a  une  infinité  de  fractions  continues  non  algébriques 
dont  l'ensemble  a  la  puissance  du  continu  et  qui  sont  racines  d'équations  de  la 
forme 

00 

I  -h    y     C    X"=  O, 


où  les  c„  sont  rationnels  et  décroissent  suffisamment  vite  quand  n  augmente. 
(jouvsat  (E.).  —  .Sur  un  grou|)e  de  transformations.  (i55-iG5). 

Dans  ses  recherches  sur  la  transformation  des  fonctions  abélicnncs,  Herniite 
a  considéré  un  groupe  de  substitutions,  linéaires  et  fractionnaires,  où  figurent 
seize  coefficients  entiers  a„  b„  c,  rf,  (/' :=  o,  i,  2,  3  )  liés  par  six  relations  qua- 
dratiques. Ce  groupe  a  joué  depuis  un  rôle  important  dans  un  grand  nombre 
de  travaux  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions. 

Mais  on  ne  pouvait  prévoir  que  ce  même  groupe  de  substitutions,  où  o,,  6  , 
r,,  d-  ne  sont  plus  assujettis  à  éire  entiers,  interviendrait  dans  les  transforma- 
tions de  Contact  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  linéaires 
par  rapport  à  /•,  s,' t,  ri  —  s-. 

C'est  là  un  curieux  rapprochement  ([iie  .M.  Coursât  établit  entre  doux  parties 
bien  distinctes  de  l'Analyse.  Il  fait  d'abord  observer  que  l'on  satisfait  aux  six 
conditions  d'Hermite  en  prenant  pour  les  seize  coefficients  les  dérivées  par  rap- 
port à  X,  y,  p,  c/  de  (|uatre  fonctions 


\(.r. 

1  .  /'.  '/), 

/'' 

:  IV.f.j 

1-,  /'.  '/  ) 

Y  (  .r.  . 

1  .  />.  7  ), 

'/' 

i^i.r.   1 

1-.  /'.  </). 
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qui  se  trouvent  définir  une  transformation  de  contact,  visiblement  particulière. 
Ce  résultat  s'étend  aux  transformations  de  contact  les  plus  générales;  mais  il 
reste  à  trouver,  dans  le  même  ordre  d'idées,  le  groupe  algébrique,  linéaire  cl 
fractionnaire,  qui  généralise  le  groupe  arithmétique  d'Hermite. 

Lauteur  montre  que  ce  groupe  est  précisément  celui  des  substitutions  par 
lesquelles  s'expriment,  en  fonction  de  /■,  5,  f,  rt  —  5-,  les  quatre  expression^ 
correspondantes  R,  S,  T,  RT  —  S-,  (jui  résultent  de  la  transformation  de  contact 
générale 

x'=  X(j:,  y,  z,  p,  q).  p'  =  V  {x,  y,  z.,  p,  q), 
y'=  Y  (x,y.  z,  p,  q).  q'  =  0{x,  y,  z,  p.  q). 
z'  =  Z{x,  y,  z,  p,  q). 

Kn   terminant,  il  donne  pour  un  système  de  4 'i'  quantités 

a;',     b;-,     C''.     Df,         r/,  /*  =  I,  o.   ...,  ,,), 

les  conditions  analogues  à  celles  d'Hermite  et  indique  un  procédé  général  pont- 
établir  l'équivalence  des  deux  fornaes  sous  lesquelles  on  peut  les  écrire. 

Fab/v  {Eug.}.  —  Sur  le  genre  des  fondions  entières.  (  i65-i  j6). 

Dans  un  Mémoire  récent,  M.  Lindclôf  s'est  proposé  de  préciser  la  détermi- 
nation du  genre  d'une  fraction  entière,  donnée  par  son  dcvelujipemeiit 

y  (  JT  )  =  c„ -i-  c,  j;  -I-  f;  X- -1- . . . -f-  c„  X"  ^ . . . . 

Il  est.  arrivé  à  cette  impoitante  conclusion  que  le  genre  ne  dépend  pas  uni- 
quement de  l'ordre  de  grandeur  des  coefficients  c„.  Mais,  tout  en  indiquant  les 
raisons  qui  doivent  faire  considérer  comme  très  probables  les  deux  théorèmes 
i|ui  suivent,  il  n'en  donne  pas  de  démonstration  proprement  dite. 

1"  La  fonction 

X-1  //  (  !()■'//  )'■ 


est  du  genre  zéro  et  la  série 


Iv'v: 


est  divergente  ; 
2°  La  fonction 


est  de  genre  i  et  la  série 


est  convergente. 


/<--=2.(,,7-fe) 


Le  travail  de  .M.  Fabry  contient  la  démonsU-.ilion    rigoureuse  de    ces    deux 
proposition*. 
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Pellet[A .).  —  Sur  rapproximation  des  racines  réelles  des  équa- 
tions, (i  76-177)- 

Contribution  à  la  méthode  d'approximation  de  Newton. 

Auric  [A.'\  —  Sur  une  propriété  1res  générale  des  déterminants. 

(i:7-':9)- 

Zoukis  (Aristide).  —  Sur  quelques  forniides  des  fonctions  homo- 
gènes et  sur  la  déuionstralion  d'un  théorème  qui  sy  rattache. 
(181-194). 

L'auteur  démontre,  relativement  aux  fonctions  homogènes  de  deux  variables, 
une  proposition  qui,  appliquée  aux  fonctions  entières,  fournit  la  démonstration 
d'un  théorème  énoncé  par  M.  Cyp.  Stephanos  et  dont  celui  de  Budan-Fourier 
est  une  conséquence. 

Maillet  (Edm.).  —  Sur  les  équations  difTérenlielles  et  la  théorie 
des  ensembles.  (195-201). 

M.  Cantor  a  établi  le  théorème  suivant  : 

L'ensemble  des  nombres  algébriques  est  dénombrable,  tandis  que  l'ensemble 
des  nombres  transcendants  a  la  puissance  du  continu. 

Le  présent  Mémoire  contient  Texlcnsion  de  ce  théorème  aux  solutions  des 
équations  rationnelles  et  d'autres  analogues. 

Lecornu  {L.).  —  Sur  le  mouvement  vertical  d'un  projectile  dans 
un  milieu  résistant.  (202-207). 

l'our  un  projectile  de  forme  donnée,  lancé  verticalement  avec  une  force  vive 
donnée,  il  existe  une  valeur  de  la  masse  qui  correspond  au  maximum  d'ascen- 
sion. C'est  celte  masse  que  l'auteur  détermine,  en  représentant  la  résistance  de 
l'air  parg-Af-,  par  T  le  travail  dépensé  pour  lancer  le  projectile.  Voici  les  résul- 
tats obtenus  : 

/XT 
La    masse  du   mobile  cherchée  est    égale  à  1  / — et   sa  vitesse   initiale  est 

double  de  la  vitesse  limite  vers  laquelle  il  tendrait  en  tombant  verticalement. 

Sa  h:iuteur  d'ascension  est  égale  aux  \  de  la  hauteur  à  laquelle  il  parvien- 
drait dans  le  vide  en  vertu  de  sa  vitesse  initiale. 

La  résistance  qu  il  éprouve  de  la  paît  île  l'air,  à  Finslanl  initial,  est  quadruple 
de  son  poids. 

Hadamavd.  —  Sur  une  classe  d'équations  didérentielles.  (208- 
220). 
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Les  équations  dont  s'occupe  l'auteur  sont  des  équations  du  second  ordre 
appartenant  au  t^pc 

(■)  y"  =  ni  y\a:,r), 

où  R  représente  une  fonction  rationnelle  de  la  dérivée  y'.  Ce  sont  celles  dont 
["intégrale  générale  peut  être  mise  sous  forme  algébrique  par  rapport  aux 
constantes  d'intégration  a  ct.b,  soit 

(2)  F(^,  .)',  a,  6)  =  o, 

I'  étant  un  polynôme  entier  en  a  et  b,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
<le  a:  et  de  _t. 

iMo)'ennant  quelques  conditions  très  peu  restrictives  qu'il  impose  à  ces 
fonctions,  M.  Hadaniard  établit  tout  d'abord,  comme  l'avait  déjà  constaté 
M.  Painlevé,  que  Véqiiation  (1)  admet  deux  intégrales  premières  rationnelles 
en  y'. 

Par  suite,  la  courbe  (C)  représentée  par  l'équation  (2),  où  a  et  b  sont 
regardés  comme  les  coordonnées  courantes,  est  une  courbe  unicursale.  En 
étudiant  cette  courbe,  l'auteur  obtient  le  moyen  d'engendrer  l'intégrale  des 
équations  (i)  de  la  classe  particulière  dont  il  s'agit  : 

On  assujettira  une  courbe  algébrique  (C)  de  degré  m  à  présenter  d  points 
doubles  et  /•  rebroussements,  dont  le  nombre  total  soit  maximum 


On  l'assujettira  de  plus  à  toucher  li  courbes  données,  le  nombre  h  étant 
choisi  de  manière  que  le  nombre  total  des  conditions  ainsi  imposées  à  (C)  soit 
inférieur  de  deux  unités  à  celui  qui  est  nécessaire  pour  la  déterminer  : 

,                  ,        m{m  +  2) 
d  -h  2r  -\-  h  =  — ^ —  2. 


T.a  courbe  (C)  dépendra  de  deux  paramètres  x,  y  et  son  équation  aura  la 
forme  (2);  la  fonction  y  de  x  définie  par  l'équation  (2)  satisfera  à  une  équa- 
tion difTérentielle  du  second  ordre  du  type  (i).  La  forme  analytique  de  cette 
(•quation  didérentielle  dépend  surtout  du  nombre /•  des  points  de  rebroussement  : 
(fuand  r  est  nul,  y"  est  un  polynôme  entier  du  troisième  degré  en  y',  pourvu 
([ue,  l'équation  (2)  étant  supposée  analytique,  une  courbe  intégrale  quelconque 
ne  corresponde  qu'à  un  système  de  valeurs  de  a  et  de  b. 

Âstanave  {E.).  —  Sur  les  coefficients  des  déveloi)|)enients  en 
séries  de  lang\27,  sécx  et  d'autres  fonctions.  Caractères  de  pério- 
dicité que  présentent  les  chiffres  des  unités  de  ces  coefficients. 

(220-226). 

,    L'auteur  piouve  d'abord  que  les  nombres  il'JCuler  satisfont  à  la  loi  suivante  : 
K^^i  =  mult.   iii-j-i.         E„   =  mult.   lo -(-.'). 
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Il  considère  ensuite  les  nombres  introduits  dans  la  science  par  M.  Désiré  André, 
et  qui  sont  ainsi  définis  : 

2  A„  est  le  nombre  de  permutations  alternées  de  n  lettres,  et  2D,,  le  nombri' 
de  permutations  quasi-alternées  de  ces  n  lettres  distinctes.  On  a  d'ailleurs 

r>,.  =  A„^j  — 2A„. 

Kn  mettant  à  part  A,,,  .\,  D„,  D,,  M.  Eslanave  établit  la  périodicité  des  cliilïns 
i|ui  terminent  ces  nombres,  savoir  i,  2,  .t,  6  pour  les  A  et  o.  i,  G,  9  pour  les  l>. 
Il  montre  ensuite  qu'il  y  aurait  lieu  de  ne  considérer  que  la  série  des 
nombres  A  de  M.  D.  .\ndré,  à  l'exclusion  des  nombres  E  d'Euler  et  des  nombres  15 
de  Bernoulli,  attendu  que  les  X  sont  tous  entiers,  qu'ils  existent  par  eux-mêmes, 
indépendamment  des  développements  de  la  tangente  et  de  la  sécante  où  ils 
interviennent,  et  qu'on  en  déduit  très  simplement  les  nombres  E  et  les  nombres  lî 
par  les  relations 

liaffy  (/-.)•   —  Sur  le  i-éseati  diagonal  conjugué.  (2-^<)-233)  . 

L'auteur  commence  par  établir  quelques  propriétés  simples  des  lignes  dia-go- 
nales  ou  courbes  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  l'un  des  diamètres  con- 
jugués égaux  de  l'indicatrice  et  du  réseau  conjugué  (réseau  diagonal)  fornii- 
par  ces  deux  familles  de  lignes.  Ces  proprii-lés  tiennent  à  ce  fait  que  les  tan- 
gentes aux  lignes  diagonales,  les  tangentes  aux  lignes  asymplotiqiics  et  les  tan- 
gentes aux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en  un  point  ordinaire  d'une  sur- 
face quelconque,  forment  trois  couples  de  droites  qui,  pris  deux  à  deux, 
constituent  des  faisceaux  harmoniques. 

Le  rayon  de  courbure  1{  de  la  sectiou  nonimle  déterminée  par  la  direction 
{du,  dv)  ayant  pour  expression 

E  dir-ir-  1  V  du  dv  -^  ("■  dv' 


du  -T-  J  ô'  du  di,'  -r-  0"  (/i 


l'équation  diflerentiellc  des  lignes  diagonales  est 

!•:  du^- ^  >  V  du  di'  -4-  C,  dv-        G  0  —  -i  I" -:        E  0  ' 


o  du-  -+■  X  0'  du  dv  -7-  ô'  dv-  1  \  ii"  —  i'-  ) 

Cette  équation,  qu'on  obtient  en  égalant  R  à  la  demi-somme  des  rayons  dr 
courbure  principaux,  permet  de  déterminer  \ntv  ([uadratures  les  lignes  diago- 
nales de  diverses  classes  de  surfaces. 

L'auteur  rapporte  ensuite  la  surface  à  son  réseau  diagonal  et  obtient,  pour 
l'élément  linéaire  dz'  de  la  représentation  spliériqne.  une  «xprcssinn  qui  ne 
diffère  que  par  le  signe  de  celle  qu'on  tniuve  t|uanil  la  surface  est  rapportée  à 
SCS  lignes  asyinptoiiques. 

Enfin,  il   donne  la  condition  néi'essaire  et  suflisaritc  pour  qu'une  foi  me  qua- 

drati(|ue 

c  du"-  -i-  if  du  dv  -h  g  dv", 

dr)nt  la  courbure  totale  est  égale  à  i,  soit  réiémeni  linéaire  dune  ^urface  rap- 
portée à  ses  lignes  diagonales. 
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Cahen  {E.).  —  Sur  la  résolution  exacte  en  nombres  entiers  des 
équations  linéaires  à  coefficients  quelconques.  (284-242). 

Combebiac.  —  Sur  les  équations  générales  de  l'élasticité.  (24'>.- 
246). 

Dans  une  .Noie  précédenle  [voir  ci-dessus),  l'auteur  a  indiqué  les  termes 
qu'il  est  nécessaire  d'introduire  dans  les  équations  générales  de  l'élasticité  pour 
tenir  compte  des  couples  extérieurs  qui  peuvent  agir  sur  les  particules  d'un 
corps,  comme,  par  exemple,  les  couples  magnétiques. 

Les  coefficients  qui  interviennent  dans  la  détermination  des  efforts  en  un 
point  sont  alors  au  nombre  de  neuf.  Il  y  a  lieu  de  rechercher  comment  ils  soni 
liés  aux  six  paramètres  qui  caractérisent  la  déformation  au  point  considéré. 

M.  Combebiac  montre  que  les  trois  nouveaux  coefficients  L,  M,  N  (qui  sont 
nuls  dans  les  équations  classiques)  doivent  être  considérés  comme  des  fonction^ 
données  de  x.  y^  z  aussi  bien  à  la  surface  qu'à  l'intérieur  du  corps. 

De  Séguier.  —  Sur  la  forme  canonique  des  substitutions  linéaires. 

(247-252). 

L'auteur  établit  simplement  la  forme  canonique  des  substitutions  linéaire> 
et  quelques-unes  de  ses  conséquences,  en  partant  du  lenime  suivant  : 

Étant  donnée  une  substitution  linéaire  a  =  («,1)  des  variables  :r,,  ...,  a-„, 
on  peut  toujours  trouver  n  fonctions  linéairement  indépendantes  des  .r  formant 
une  ou  plusieurs  suites  jKi,  •••i  y^'t  Yii  •••ly'mi  '■•■>  telles  que  a  remplace 
les  y  d'une  même  suite  _^,,  ■■■iy„,  ...,  JK^  respectivement  par 

«,J'n     --M    s.{y.^+ y.^_,),     ...,    ■s,(r«+ J',„_,)        (!^^2), 

.s^  étant  racine  du  doterniinant  caractéristique  A^^  de  a,  qu'il  y  ait  au  moins 
une  suite  répondant  à  chaque  racine  et  que  le  nombre  des  y  figurant  dans  les 
suites  répondant  à  une  racine  coïncide  avec  la  multiplicité  de  cette  racine. 

lladamard.  —  Sur  une  question  de  calcul  des  variations.  (253- 
256). 

L'auteur  signale  et  rapproche  deux  conditions,  l'une  suffisante,  l'autre  néces- 
saire pour  assurer  le  minimum  d'une  intégrale  multiple  portant  sur  n  variables 
indépendantes  et  où  figurent  m  fonctions  de  ces  variables  avec  leurs  mn  dé- 
rivées du  premier  ordre. 
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AppeLl  {P-).    —  Sur  les  équations   de  riivdroJvnamique  et    Ja 
théorie  des  tourbillons.  (5-i6). 

Le  Mémoire  de  Caucliy  intitulé  Théorie  de  la  propagation  des  ondes  à  In 
surface  d'un  fluide  pesant  d'une  profondeur  indéfinie  (i8i.5)  contient  tous 
les  éléments  de  la  théorie  des  tourbillons.  M.  Appell  reproduit  d'abord  l'anii- 
Ivse  de  Caucliy,  en  vue  d'interpréter  certains  de  ses  résultais. 

Soient  a,  b,  c  les  coordonnées  d'une  molécule  fluide  à  l'instant  initial  f  =  o, 
et  Uj,  fo,  Wfl  les  composantes  de  la  vitesse  initiale  de  celle  molécule.  Soient 
■r,y,  z  les  coordonnées  de  celte  molécule  au  temps  t  et  u,  c,  w  les  composante^ 
de  sa  vitesse;  les  forces  qui  agissent  sur  le  fluide  sont  supposées  dépendre  d'un 
potentiel  U. 

Trois  des  équations  données  par  Caucliy  signifient  que,  pour  chaque  valeur 
de  t,  l'expression  de 

u  dx  -T-  V  dy  -^  w  dz  —  (  »„  da  —  i\,  db  -1-  iv^  de  ), 

où  t  est  regardé  comme  une  constante  et  x^  y^  z  comme  des  fonctions  de 
a,  b,  f,  t,  est  une  différentielle  totale  exacte. 

Celte  inlerprélation  rend  intuitif  le  théorème  de  Lagrangc  sur  le  potentiel 
<les  vitesses  et  celui  de  Helmhollz  aux  termes  du(|uel  on  a.  quel  que  soit  t, 

I   (  u  dx  -T-  r  dy  -T-  w  dz)  =    1   { u^da  -h  \\,db  -^  iv„dc ), 

<".,  étant  une  courbe  fermée  prise  dans  le  fluide  à  l'instant  f  =  o  et  C  la  courbe 
fermée  suivant  laquelle  sont  disposées  à  l'instant  t  les  molécules  qui  étaient 
primitivement  sur  C,.  De  plus,  elle  conduit  directement  aux  équations  de 
Weber. 

Le  fait  que  les  lignes  de  tourbillon  se  conservent  est  une  conséquence  immé- 
diate de  trois  équations  (}ue  .M.  Appell  emprunte  au  Mémoire  de  Cauchy. 

I>upoil.  —  -Mémoire  sur  les  é(jualions  difTércnlielles.  (1^-80). 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  du  système 
(1)  Za,rfx;— o        I.b^dx-=o        {i—1,1, 6) 

formé  par  deux  équations  de  FfafT  quand  le  nombre  total  des  variables  est  six. 
L'auteur  commence  par  rerhercher  les  formes  distinctes  auxquelles  on  peut 

C)  Voir  Bulletin,  t.  XXMI,,.  p.  iM. 
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réduire  le  système  proposé.  Elles  sont  au  nombre  de  neuf.  Pour  les  écrire,  con- 
venons que  les  quantités  y,,}',!  •• -7^6  seront  des  fonctions  des  x,  pouvant  être 
prises  pour  nouvelles  variables;  les  lettres  c^  désigneront  des  fonctions  de  }\^ 
y^,  ■  •  ■  ,y^\  quant  à  H  et  K,  ce  seront  deux  fonctions  de  j',,  r,, . . .,  j'j. 

Type  I: 

dy^  =  o.         cly^  =  o. 

Dans  ce  cas,  les  équations 

y^  =  c,        y„  =  c', 

où  c  et  c'  désignent  des  constantes  arbitraires,  donnent  la  solution  du  sys- 
tème (i),  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes,  qui  peut  aller 
jusqu'à  quatre. 

Type  II  : 

dy^  =  o,        dy,  —  y^  dy,  =  n. 

Dans  ce  cas,  les  formules 

y,=  c,        J-,=  3t,         Y^  =  f{x),        _r,  =  /'(a), 

donnent  la  solution  du  sj'stème,  c  étant  une  constante  arbitraire,  a  une  variable 
indépendante,  /(a)  une  fonction  arbitraire,  /'{cl)  sa  dérivée.  Le  nombre  de? 
variables  indépendantes  peut  aller  jusqu'à  trois. 

Type  III  : 

fO  '2  —  .>  '3  ^J'  1  =  o ,         dy^  —  ^■^  dy ,  =  o . 

Dans  ce  cas,  les  formules  qui  résolvent  le  système  sont  : 

.ri  =  «.      :>'■.=./■(«),      y3  =  f'{^),      .>'■,  =  /"(=')• 

Le  nombre  des  variables  indépendantes  peut  encore  être  de  trois. 

l'ype  IV  : 

(h'i  —  .V3  dy,  =  o,         rf  )-,  —  jKj  dy,  —  o. 

Dans  le  cas  dune  ou  deux  variables  indépendantes,  les  formules  de  solution 
sont 

1',  =  a,      r2  =  /(a)5      r3  =  /'(3'),      r4='f(a)7      j'i  =='■?'(«)> 

les  deux  fonctions  /et  »  étant  arbitraires.  Dans  le  cas  de  trois  variables 
indépendantes,  on  a 

y,—  e,        y.,=  c',        y^=c" 

avec  trois  constantes  arbitraires. 

Type  V  : 

dy-i  —  J>'3  dy,  =  0,        dy^  —  H  dy,  —  K  dy^  =  o. 

Le  nombre  des  variables  indépendantes  étant  de  une  «ni  deux,  les   solutions 
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<ont  données  par  la  formule 

r,  =  a,         _)-,  =  /(  a)         y^  =  f'{^.), 
.V,=  9(a),        /"(a)-V-B9'(a)=o. 

Il  ne  peut  plus  y  avoir  que   dos  solutions   singulières    dans    le    cas   de    trois 
\arial)les  indépendantes. 

Type  VI  : 

dy^  —  o,        dy^  —yjh':  —  Yù^y^  =  *'• 

Dans  le  cas  d'une  variable  incléperidante.  les  solutions  sont  données  par 

y^=c.        y\=:t,        yî  =  f{^), 
y,=  cpf  a).       9'(a)  —y^  —  yj'iy.)  =  0. 

Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes,  on  a 

j'i  =  c-  y-,  =  ï-         r.i  =  '^^ 

r,  =  /(a,o).         y,=  f^,  r,=  g, 

/(z.  o)  étant  une  fonction  arbitraire  des  deux  variables  indépendantes  a  et  fi. 

Type   Vil  : 

dy.. —  ijrf)-,  =  0,        dy^^  yf^dy^^  o. 

Dans  le  cas  d'une  variable  indépendante,  on  a 

yi=--^,     yi  =  fi^)-     yi=f'{^),     .>'4='-?(3). 

les  trois  fonctions  /,  »,  «i  étant  arbitraires. 

Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendanles,  on  a 

1-,  =  1.        .r.  =  /(a)>         .V3  =  /'(o), 

.r,  =  '^,      .Vs  =  ?  (  0  ),       .1-6  =  ?'  (  0  ). 

les  fonctions/  et  'f  étant  arbitraires. 

Type  Vin  : 

dy..  —  _>'3  dy^  —  n,         c,  f/)',  -H  r,  f/)^  -f-  c,  f/>'^  -h  c^  rf»-,  =  o. 

Dans    le    cas    d'une  variable   indépendante,   on  a,  avec    trois  fraction^  arlii- 
iraires 

ri='y{')'         c,+C3/"(a)  -+-c,3'(a)  +  c,t;/'(a)  ^  ... 

|)anslc  cas  de  deux    \aiiables  indépendanles.    on   ne    peut    plus    comprenilie 
Inulcs  les  solutions  dan-  un   mr-me  svstriin'  de  formules. 


IV^ 


'^"^    Po^-rJUii    - 
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Type  général  IX  : 

[  dvj — r^dr^ —  }■  d)-.,=  o, 

(2)  J 

Dans  le  cas  d'une  variable  indépendaiile,  on  a,  avec  trois  fraclions  arbi- 
traires 

l'i  =  a,         j^=/(a),  1'^,  =  9(a), 

y,  =  y  (  a  ) ,         j-,  =  9'  (  a  )  -  •;  (  a  )  /•  (  a  ) . 
c^^-c,/(a)  +  r,  [9"(a)-.7(x)/(a)  -.^(a)/"(:c)]+c-y(a)  =  0. 

Il  reste  à  traiter  le  cas  général,  celui  où  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes dans  le  système  (  2)  est  égal  à  deux.  L'intérêt  de  ce  cas  lient  à  ce  qu'il 
forme  une  transition  entre  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  et 
celles  du  second.  Les  solutions  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires  d'une 
variable.  M.  Duport  a  trouvé  notamment  deux  cas  nouveaux  où  l'on  peut 
obtenir,  moyennant  l'intégration  d'équations  différentielles  ordinaires,  des  solu- 
tions du  système  proposé,  renfermant  une  fonction  arbitraire,  sans  que  l'on 
puisse,  pour  cela,  obtenir  sa  solution  générale. 

Liapounoff' [A.).  —  Sur  l'inslabililé  de  réquilibre  dans  certains 
cas  où  la  fonction  des  forces  n'est  pas  un  maximum.  (8i-c)4)- 

On  sait  que  la  position  d'équilibre  d'un  S3'stème  matériel  est  stable  si,  dans 
cette  position,  la  fonction  des  forces  est  maximum.  Quant  aux  positions  d'équi- 
libre pour  lesquelles  cette  dernière  condition  n'est  pas  remplie,  on  les  carac- 
térise souvent  comme  instables,  quoique  leur  instabilité  n'ait  jamais  clé 
démontrée  d'une  manière  générale. 

M.  Liapounoff  démontre  sur  les  intégrales  des  systèmes  d'équalions  diffé- 
rentielles, un  théorème  général,  d'où  résulte  comme  conséquence  rinslahiiitt' 
de  l'équilibre  dans  les  deux  cas  étendus  que  voici  : 

1*  La  non-existence  du  maximum  pour  la  fonction  des  forces  se  rcconnaîlsur 
les  termes  du  second  ordre,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  considérer  les  termes 
des  ordres  plus  élevés; 

2°  La  fonction  des  forces,  dans  la  position  d'équilibre  considérée,  est  mini- 
mum, et  ce  minimum  se  reconnaît  sur  les  termes  de  l'ordre  le  moins  élevé 
qu'on  puisse  trouver  dans  son  développement. 

Gilnther  {P-)-  —  Les  recherches  de  Gauss  dans  la  théorie  des 
fonctions  eUiptiques  (traduction  L.  Laugel).  (q^-i  i  i). 

Voici  quelques  passages  de  la  conclusion  de  cette  étude. 

Ainsi  Gauss,  et  cela  en  partie  au  moyen  d'une  méthode  qui,  par  son  origi- 
nalité singulière,  nous  intéresse  au  plus  haut  degré,  s'était  créé,  plusieurs 
dizaines  d'années  environ  avant  Abel  et  Jacobi,  une  théorie  des  fonctions  elli])- 
tiques  qui  renfermait  une  partie  des  résultats  les  plus  importants  énoncés  plus 
tard  par  ces  géomètres....  Bien  plus,  la  théorie  de  Gauss  renferme  encore,  en 
différents  endroits,  les  points  de  départ  de  recherches  plus  étendues  que  1 1 
postérité  seule  a  su  mener  à  terme. 
Bull,  des  Sciences  niathém.,  2"  série,  t.  XXVIL  (Novembre  igoS.)       R.13 
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Bricard  (^Raoïil).    —  Mémoire  sur  la  ihéorie  de  roclaèdre  arti- 
culé. (ii3-i48). 

Exisle-t-il  des  octaèdres  à  faces  trianj^ulaircs  susceptibles  d'une  série  con- 
tinue de  déformations  dans  lesquelles  les  faces  restent  invariables,  les  angles 
solides  et  les  dièdres  étant  seuls  modifiés? 

Telle  est  la  difiicile  question  que  l'auteur  résout  complèlement  dans  le  pré- 
sent Mémoire,  après  en  avoir  fait  connaître  {Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées,   1S95)  une  solution  particulière. 

Les  octaèdres  trouvés  possèdent  nécessairement  (Caucliy)  des  angles  dièdres 
rentrants  ou  bien  des  faces  qui  s'entrecroisent  à  la  manière  des  faces  des  po- 
lyèdres d'espèces  supérieures.  Pendant  leur  défoimation,  leurs  dièdres  opposés 
restent  deux  à  deux  égaux  ou  supplémentaires.  .M.  Bricard  donne  le  moyen  de 
réaliser  ces  solides. 

Dans  le  premier,  les  arêtes  opposées  sont  égales  deux  à  deux  :  les  trois  dia- 
gonales sont  perpendiculaires  à  une  même  droite  qui  les  partage  chacune  eu 
deux  parties  égales. 

Le  second  possède  un  plan  de  symétrie  passant  par  deux  sommets  opposés. 

Dans  le  troisième  octaèdre,  tous  les  angles  tétraèdres  ont  leurs  faces  opposées 
égales  ou  supplémentaires  deux  à  deux.  > 

Le  problème  résolu  peut  être  transformé  de  diverses  manières:  il  revient 
notamment  à  trouver  les  hexagones  gauches  déformabies  avec  conservation  de 
leurs  cotés  et  de  leurs  angles. 

Mannheiin  (^i-).  —  Picrnarques  à  propos  du  Mémoire  jirécédenl. 
(i4()-i5o). 

Duheni  (P-)-  —  Sur  la  stabilité  de  léquilibre  dune  masse  fluide 
dont  les  éléments  sont  soumis  à  leurs  actions  mutuelles. 
(i5i-i93). 

ï.  Sur  les  équations  générales  de  l'équilibre  des  fluides. 

n.  Généralisation  des  résultats  précédents. 

in.  Stabilité  de  l'équilibre  d'un  fluide  dont  les  éléments  sont  soumis  à  leur^ 
actions  mutuelles.  —  Variation  seconde  du  potentiel  thermodynamique. 

IV.  Stabilité  de  l'équilibre  d'un  fluide  dont  les  éléments  sont  soumis  à  leur< 
actions  mutuelles.  —  Conditions  nécessaires. 

\  .  Conséquence  de  la  première  condition  nécessaire. 

VI.  Cas  des  actions  ncwtonienncs. 

VII.  Fluides  dont  les  divers  éléments  se  repoussent  ou  s'attirent  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  distance  mutuelle. 

VIII.  Masse  fluide,  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  et  dont 
les  divers  éléments  s'attirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Gordan  [Paul).  —  Le  réstillant  de  trois  formes  ternaires  qua- 
dratiques. (195-201). 

L'duleur  donne  le  moven  de    transformer  le  résultant  de  trois   formes  ter- 
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naires,  de  manière  que  les  coeflicienls  de  ces  trois  formes  y  figurent  ration- 
nellement. 11  fait  l'application  du  procédé  au  résultant  de  trois  formes  qua- 
dratiques. 

Poincaré  (//•)•  —  Sur  les  périodes  des   intégrales  doubles  et  le 
développement  de  la  l'onction  perturbatrice.  (203-276). 

Introduction.  —  Soient  u  et  u'  les  anomalies  excentriques  de  deux  astres 
et  D  leur  distance.  Le  carré  D-  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  lignes 
trigonométriques  de  u  et  de  u' . 

La    partie    principale   de   la    fonction    perturbatrice   est  précisément  — •  Elle 

peut  se  développer  soit  SHiivant  les  cosinus  et  sinus  des  anomalies  moyennes, 
soit  suivant  ceux  des  anomalies  excentriques. 

Le  premier  développement  est  le  plus  employé  et  le  plus  utile;  néanmoins 
il  peut  y  avoir  quelque  intérêt  à  étudier  les  propriétés  du  second  pour  plu- 
sieurs raisons  : 

1°  Quand  les  deux  excentricités  sont  nulles,  les  deux  développements  se  con- 
fondent, quelle  que  soit  d'ailleurs  l'inclinaison; 

2"  Hansen  s'est  servi  de  développements  procédant  suivant  l'anomalie 
moyenne  d'une  des  planètes  et  l'anomalie  excentrique  de  l'autre; 

3°  Enfin  la  connaissance  des  propriétés  du  second  développement,  qui  sont 
plus  simples,  peut  nous  guider  dans  l'étude  du  premier  développement. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  carré  D-  est  un  polynôme  du  second  degré  par  rapport 

à  cosa,  sin  M,  cosj<',  sin«'. 

Si  nous  posons 

e'"  =  .r,        e'"'  =  y, 

D^  sera  un    polynôme  du   deuxième   degré  en  x,  -  ■,  y.,  -  tl  x-y-D-  sera    un 

x         y 

polynôme  entier  en  x,  )',  soit 

x-y-n-  —-  b'{x,y). 
d'où 

I     _   XV 

Nous  sommes  donc  conduits  à   développer  —^  suivant  les   puissances  posi- 

lives  et  négatives  de  x  et  de  y. 

Je  traiterai  la  question  pour  un  polynôme  F  quelconque.  Pour  que  le  déve- 
loppement soit  possible  et  valable  pour 

1^1=1.         IJ'I  =  '^ 

il  faut  d'abord  que  F  ne   s'annule  pour  aucun  des  systèmes  de  valeurs  de  x  et 
de  y,  dont  le  module  est  égal  à  1. 

Sans  cela,  l'expression  -—  devenant  infinie  ne  pourrait  plus  être  développée 
y/E 
par  la  formule  de  Eourier. 
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Il  faut  eiisuile  que  le  radical  \  F  revienne  à  sa  valeur  primilive  quand  l'argu- 
ment de  œ  augmente  de  2-,  de  telle  façon  que  la  variable  x  décrive  la  circon- 
férence tout  entière  du  cercle 

UI  =  i. 

Regardons  _)'  comme  une  constante;  le  polj'nome  F,  considéré  alors  comme 
fonction  de  a;  seulement,  a  un  certain  nombre  de  zéros.  Il  faut  que  le  nombre 
de  ces  zéros,  qui  sont  à  l'intérieur  du  cercle  |  a;  |  =  1,  soit  pair.  Cela  doit  avoir 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  ^t'  dont  le  module  est  égal  à  i. 

Mais  il  suffit  que  cela  ait  lieu  pour  r  =  i;  en  effet,  faisons  décrire  au  point  v 
le  cercle  |^|  =1  tout  entier;  le  nombre  des  racines  de  l'équation  F  =  o,  qui 
sont  à  Tintérieur  du  cercle  \x\  =1,  demeurera  constant.  En  effet,  il  ne  pour- 
rait changer  que  si  une  des  racines  venait  sur  la  circonférence  \x\=i.  Or. 
cela  n'est  pas  possible,  car  nous  avons  supposé  plus  haut  que  F  ne  pouvait 
s'annuler  pour  ]  a;  ]  =1,  \r  \  =1. 

Nous  supposerons  donc  que,  pour  v  =  i,  l'équalion  F  =  o  a  un  nombre  pair 
de  racines  à  l'intérieur  du  cercle 

l:rl  =  i. 

Il  faut  enfin  que  le  radical  \'l'  revienne  à  sa  valeur  primitive  quand  l'argu- 
ment de  ^^^  augmente  de  2—. 

Nous  supposerons  donc  encore  que,  pour  x  =  i,  l'équation  F  =  o  (  où  j'  est 
regardée  comme  l'inconnue)  a  un  nombre  pair  de  racines  à  l'intérieur  du 
cercle  \y\  =  1. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes. 

iMaillct  [Ed.y  —  Sur  une  série   de  groupes  |)rimilifs  holoédri- 
quement    isomor|)l)es  à   des   groupes   plusieurs  fols    Iransitifs. 

(277-310). 

L'auteur  commence  par  établir  le  théorème  suivant  : 

Soit  C  un  groupe  k  fois  transitif  entre  n  lettres,  T^  l'isomorphe  hoioédrique 
de  C  formé  par  Us  substitutions  que  C  opère  entre  les  combinaisons  a  à  a  de 
ses  lettres  (a<  A).  Le  groupe  r„  sera  piiuiiiif  : 

1°  Quand  Ar  >  a  4-1; 

2°  Quand  /,  =  a  -H  i,  si  «  —  a  est  à  la  fois  premier  à  (  a  —  1)  !  et  j^  o  (mod.  a  ). 

Viennent  ensuite  les  applications  de  ce  théorème  aux  divers  cas  où  C  est  un 
groupe  symétrique  ou  alterné;  où  C  est  un  des  groupes  cinq  fois  transitifs  de 
Mathieu;  où  C  est  un  groupe  linéaire  fractionnaire;  où  C  contient  le  groupe 
linéaire  fractionnaire;  où  C  est  un  groupe  linéaire. 

M.  Maillet  démontre  ensuite  diverses  propositions  parmi  Icsciuclles  nous 
citerons  celle-ci  : 

Soit  C  un  groupe  transitif  de  degré  n  et  de  classe  ^w^y;  soit  T^  le  groupe 

des  substitutions  opérées  par  C  entre  les  C^  combinaisons  a  à  a  de  ses  n  Ictin-- 
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(  1  <  a  <  -  )•  Le  degré  de  T^  est  égal  à  C";,;  sa  classe  w  satisfait  aux  inégalités 
suivantes  : 

i»  Si  i<  ^  -)  /  =  2,  ou  a 


-,  l  —  .'>,  ou  a 


0"  Si  II  =   ,1  l  =  -\,  <^'u  a 

4 


"'-3^"^ 


0)  ^  ■  C"  ; 


(-Z         (a^^iî); 


4°  Enfin  on  a  en  général,  pour  a  <  u. 

Zaremba  (S.).  —  Sur  la  mélhode  des  approximations  successives 
de  M.  Picard.  (011-329). 

La  méthode  des  approximations  successives,  imaginée  par  M.  Picard  pour  les 
équations  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépendantes,  peut  être 
étendue  aux  équations  à  trois  variables,  de  la  forme 

d'--i        ()--ç>        (T--i  _     !        _    _    _^    d-f     r)y     ()o\ 

jx--  "^  o^'-'  "^  j7^  -j\^^y^  -'  '■?',!?'  ,77- '  ,rz)' 

pourvu  que  l'on  établisse  les  trois  propriétés  suivantes  de  la  fonction  de  Green. 

Soient  (S)  une  surface  fermée;  .M(  j;,  j^,  :;  )  et  \i-{\,  t,,  Ç)  deux  points  situés  à 
son  intérieur;  p  leur  distance;  G(j7,  y^  z,  \,  r,.  11)  la  fonction  de  Green  rela- 
tive à  ces  deux  points. 

Posons 

v(x.   )•,  z,  l.  T.  îl  )  = r.(.z-.   )-.   z,  :.  -r,,  1), 

0 

et  désignons  par  Df  la  dérivée  de  v  prise  par  rapport  à  l'une  des  variables  x, 
y,  s,  par  D,ç' l'une  quelconque  des  dérivées  secondes  par  rapport  à  ces  mêmes 
variables. 

1°  On  a  l'inégalité 

|Dr!  <  A' 

où  A  est  une  constante  positive  qui  ne  dépend  que  de  la  surface  S  et  qui  ne  croit 
pas  indéfiniment  quand  on  fait  décroître  indéfiniment  l'étendue  de  la  surface  S 
suivant  une  loi  convenable; 
2°  On  a  pareillement 

ii>.''i  <  !i' 
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B  étant  une  constante  qui  jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  de  la  constante  A; 
3°  L'intégrale  triple 


fff^- 


V  dt  clr^  rf!I, 


étendue  à  tout  le  domaine  limité  par  la  surface  S,  ne  dépasse  jamais  en  valeur 
absolue  une  constante  positive  C  qui  dépend  uniquement  de  la  nature  de  la 
surface  (  S  ). 

M.  Zaremba  avait  démontré  antérieurement  le  premier  de  ces  théorèmes,  en 
se  bornant  au  cas  d'une  surface  convexe.  Dans  le  présent  Mémoire,  il  établit 
les  trois  énoncés  précédents  sans  supposer  la  surface  (S)  convexe. 

Hadamard.  —  Sur  certaines  propriétés  des  trajectoires  en  Dyna- 
mique. (331-387). 

«  L'étude  des  équations  différentielles,  dit  l'auteur,  se  poursuit  actuellement 
dans  deux  directions  différentes.  On  peut  avoir  en  vue  la  nature  analytique 
des  fonctions  cherchées  et  les  considérer  dans  tout  le  champ  des  valeurs  réelles 
ou  complexes  de  la  variable  indépendante.  Mais  on  peut  aussi,  en  restant  dans 
le  domaine  réel,  suivre  la  voie  tracée  par  les  travaux  de  Sturm,  et  par  ceux 
de  MM.  Poincaré  et  Picard,  où  l'on  se  propose  simplement  de  discuter  le  sens 
dans  lequel  varient  les  inconnues,  et  où  les  relations  d'inégalité  jouent  un  rôle 
prépondérant. 

»  C'est  à  ce  dernier  point  de  vue  que  je  me  placerai  exclusivement,  pour 
étendre  aux  cas  généraux  certaines  remarques  simples  qui  s'offrent  dans  l'étude 
des  problèmes  les  plus  élémentaires  de  la  Dynamique.  » 

Diihem  (P.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilihre  d'un  corps  flottant 
à  la  surface  d'un  liquide  compressible.  (389-4o3). 

Dans  un  précédent  Mémoire  (Journal  de  Mathématiques,  iSgS),  M.  Duhem 
avait  étudié  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  solide  flottant  à  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  fluides  compressibles,  soumis  à  des  forces  extérieures  quel- 
conques dépendant  d'une  fonction  potentielle. 

Il  avait  obtenu  d'une  part  des  condhions  nécessaires,  d'autre  part  des  condi- 
tions suffisantes  pour  la  stabilité.  Mais  il  n'avait  donné  les  conditions  à  la 
fois  nécessaires  et  suffisantes  que  dans  le  cas  où  les  deux  fluides  confinent  par 
une  surface  illimitée. 

Les  résultats  du  présent  travail  sont  les  suivanls  : 

I"  Si  le  solide  flotte  à  la  surface  (|iii  S(''parc  un  lluide  romi^ressilile  d'un 
espace  vide,  quelle  que  soit  la  force  extérieure,  dépendant  d'une  fonction 
potentielle,  à  lariuellc  le  fluide  est  soumis,  on  peut  trouver  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équilibre  du  flotteur  soit  stable; 

2°  La  méthode  qui  fournit  ces  résultats  ne  s'applique  pas,  en  général,  au  cas 
où  le  solide  flotte  à  la  surface  de  séparation  de  deux  fluides;  toutefois,  dans  le 
cas    particulier   où    les   deux   fluides  sont  homogènes  et  incompressibles,  elle 
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s'applique  et  donne  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  poui'  l'équilibre  du 
flotteur; 

3°  Celte  méthode  s'étend,  dans  le  premier  cas,  à  un  flotteur  portant  un  lest 
fluide  compressible  suivant  une  loi  quelconque;  dans  le  second  cas,  à  un  navire 
chargé  d'un  lest  liquide  incompressible. 

Pirondini  (G.).  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  moulures. 
(4o5-422). 

Les  surfaces  moulures  dont  s'occupe  l'auteur  sont  les  surfaces  engendrées 
par  une  ligne  plane  A  {profil)  dont  le  plan  roule,  sans  glisser,  sur  une  sur- 
face développable  quelconque  S  {développable  directrice). 

Voici  la  génération  nouvelle  qu'il  donne  de  ces  surfaces  : 

Soient  C  une  ligne  quelconque  tracée  sur  un  plan  P;  R  une  droite  de  P  et 
A  un  point  de  R.  On  déplace  le  plan  P  de  façon  qu'il  soit  toujours  le  plan 
rectifiant  d'une  courbe  arbitraire  L,  tandis  que  le  point  A  décrit  cette  courbe 
et  que  la  droite  R  lui  demeure  tangente.  Si,  pendant  le  mouvement  du  plan  P, 
on  fait  glisser  la  courbe  C  sur  ce  plan,  parallèlement  à  la  droite  R  avec  une 
vitesse  égale  à  celle  du  point  A,  la  courbe  C  engendre  une  surface  moulure 
dont  elle  est  le  profil. 

Après  avoir  discuté  le  problème  (déterminé)  qui  consiste  à  faire  passer  par 
une  courbe  donnée  une  surface  moulure  ayant  une  développable  directrice 
<lonnée,  -M.  Pirondini  examine  le  problème  (généralement  indélerminé)  qui 
consiste  à  faire  passer  une  moulure  par  une  courbe  donnée,  connaissant  les 
normales  à  la  surface  le  long  de  cette  courbe. 

Il  montre  ensuite  que  : 

Quelle  que  soit  la  ligne  qu'on  trace  sur  une  surface  moulure  à  développable 
directrice  CN'lindriquc  (  et  à  profil  non  circulaire),  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux de  la  surface  vérifient,  tout  le  long  de  cette  ligne,  une  même  relation 
finie. 

Cette  proposition  remarquable  donne  lieu  à  diverses  (jucstions  dont  l'auteur 
fait  connaître  la  solution. 

Sallykow  {-\-).  —  Etude  sur  les  intégrales  d'un  système  des 
équations  dillerentielles  aux  dérivées  partielles  de  plusieurs 
fonctions  inconnues.  (423-428). 


Il  s'agit  du  système  suivant 


dz.. 


<i)  ,         Ox^  ^^  Ox^ 

li  =  /«  -H  1 


(  A  =  r,  -2,  . . . ,  m:  y  =  i,  2,  . . .,  n). 
Si  l'on  connaît  n  intégrales  distinctes /,, /^j  ■■•)  fn  '^^  système 

«(  -t-  p  m 

/.  =HJ-t-i  l'  =  1 
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les  équalioiis  obtenues  en  égalant  ces  n  solutions  à  zéro  fournissent  une  solu- 
tion des  équations  (i). 

Si  le  système  (2)  est  jacobien,  on  obtient  la  solution  la  plus  générale  des 
équations  (1)  en  égalant  à  zéro  n—p  fonctions  arbitraires  distinctes  de/,, 
./"î'  ■■■i/p^„>  ces  n -^  p  fonctions  formant  un  système  d'intégrales  distinctes 
des  équations  (  2). 

Saltvkoiv  I  A'.).   —  Sur  les   ti-ansformations   infinitésimales   des 
équations  difTérenlielles.  (  Î29-433). 

Les  n  fonctions  qui  définissent  une  transformation  infinitésimale  du  système 
d'équations  aux  diflerentielles  totales 

>n 

d^k-    ^    Xî  dx,,  =   0  (A-  ^   ;„    +  ,^     .  .  .  ,    „,^  „  ) 

/l  =  l 

sont  connues  si  l'on  peut  trouver  n  solutions  distinctes  du  système  qu'on  ob- 
tient en  adjoignant  au  proposé  un  système  analogue,  conte'nant  ti  nouvelles 
inconnues,  que  l'auteur  enseigne  à  former. 


Tome  IV:   1898. 


Diihem  (P.).  —  L'intégrale  des  forces  vives  en  Thermodynamique. 

(5-19)- 

Dans  ce  travail,  qui  fait  suite  à  son  Commentaire  aux  principes  de  la 
Thermodynamique  {Journal  de  Matliéniatiques,  1892,  1893,  1S94)  et  à  sa 
Théorie  thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et  des  faux  équi- 
libres (1896),  M.  Ddl.em  étudie  un  système  dont  les  diver.-es  parties  sont  à  des 
températures  différentes. 

Il  prouve  d'abord  que  le  nombre  d,  s  .■■,|u,ilions  fournies  par  la  Thermodyna- 
mique, pour  déterminer  le  mouvement  d'un  système,  est  inférieur  au  nombre 
•les  variables  à  déterminer  d'autant  d'unités  qu'il  y  a,  dans  le  système,  de 
parties  susceptibles  d'être  portées  à  des  tcm|)énitures\lifrérentes,  d'où  la  néces- 
sité de  relations  supplémentaires. 

Il  traite  ensuite  des  systèmes  qu'il  nomme  sjstèmes  classiques  (ce  sont  les 
systèmes,  soumis  à  des  actions  extérieures  dérivant  d'un  potentiel,  qui 
admettent  une  intégrale  des  forces  vives,  quelle  que  soit  la  fnnm-  des  relations 
supplémentaires),  puis  des  systèmes  qui  admettent  une  intégrale  des  forces 
vives  en  vertu  des  relations  supplémentaires;  de  ce  nombre  sont  ceux  pour 
lesquels  les  relations  supplémentaires  cnliaincnt  l'adiabatismc  de  toule  modi- 
liiation. 

./t,/(/a/i  {Camille).  —  Sur  les  groupes  d'ordre //"ry"-.  (?.i-2G). 
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M.  Sjlow  a  tlL-montré  qu'un  groupe  d'ordre/^""  { p  premier,  m  >  i)  est  néces- 
sairement composé. 

Cette  proposition  a  été  élendue  par  M.  Frobenius  aux  groupes  d'ordre  p'" (J 
{q  premier  et  différent  de/>). 

M.  Jordan  montre  qu'elle  subsiste  encore  pour  les  groupes  d'orrire  p'^q"-. 

lladanuud.  —  Les  surfaces  à  coiirlnires  opposées  et  letirs  lignes 
géodésiqiies.  (2~-'j3). 

Dans  son  précédent  Mémoire  { Journal  de  Mathématiques,  1^97),  M.  Hada- 
mard  avait  appliqué  des  considérations  élémentaires  de  maximum  et  de  mi- 
nimum à  l'élude  des  géodésiques  réelles  des  surfaces  quelconques.  Il  considérait, 
en  particulier,  un  cas  où  les  résultats  se  siniplilient  :  celui  des  s urf.i ces  à  coz<r- 
bure  partout  positive. 

Dans  le  travail  actuel,  il  traite,  en  restant  dans  le  domaine  réel  et  faisant 
complètement  abstraction  de  la  nature  analytique  de  la  surface,  le  cas  où  la 
courbure  totale  est  partout  négative.  Ce  qui  fait  l'intérêt  de  ce  cas  particu- 
lier, c'est  qu'on  obtient  des  résultats  beaucoup  plus  complets  que  dans  le  pre- 
mier et  qu'on  peut  discuter  complètement  la  forme  des  géodésiques. 

L'auteur  emploie  les  mêmes  principes  que  dans  son  précédent  Mémoire  et 
fait  un  usage  constant  des  ressources  que  fournit  VAnaly^sis  situs. 

«  Si  la  méthode  employée  est  simple,  dit-il,  par  contre  les  résultats  auxquel- 
nous  parviendrons  sont  compliqués  ou,  du  moins,  très  différents  de  ceux  que 
l'on  est  habitué  à  rencontrer.  C'est  cette  complication  même  qui  est  instruc- 
tive, en  mettant  en  évidence  ce  qu'a  d'exceptionnel  la  simplicité  des  discussions 
obtenues  par  l'intégration  directe,  dans  les  cas  où  elle  est  possible,  et  en  mon- 
trant combien  les  discussions  simples  donnent  une  idée  fausse  de  ce  qui  se 
passe  dans  le  cas  général.  » 

Laiii-ent  {IL).  — Exposé  (]'nne  ihéorie  nouvelle  des  subslilti lions. 
(-5-119). 

«  Dans  le  travail  qui  suit,  dit  lauteur  en  commençant,  je  me  propose  de 
créer  un  algorithme  pour  exposer  la  théorie  générale  des  substitutions;  à  la 
considération  de  la  notion  de  produits  et  de  puissances  de  substitutions,  on 
peut  joindre  les  notions  de  somme,  de  différence  et  en  général  de  fonctions  de 
substitutions.  Les  substitutions  deviennent  ainsi  de  véritables  quantités  ima- 
ginaires dans  le  sens  le  plus  large  du  mot  :  elles  jouent  dans  le  calcul  le  même 
rôle  exactement  que  les  clefs;  ce  sont  des  clefs.  Les  clefs  imaginaires  reçoivent 
ainsi  une  interprétation  concrète;  elles  auront  désormais  une  ^ignification 
précise. 

»  Le  calcul  des  substitutions  tel  que  je  le  présente  n'est  pas  un  pur  objet  de 
curiosité;  on  verra  qu'il  vient  ajouter  des  ressources  au  calcul  ordinaire  et 
qu'il  permet  de  découvrir  de  nouveaux  groupes:  entre  autres  résultats,  il 
permet  d'énoncer,  sous  une  forme  simple,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  deux  substitutions  soient  échangeables. 

»  Dans  ce  qui  suit,  je  laisse  de  coté  tout  ce  qui  concerne  la  théorie  des  inva- 
riants, mon   seul  but  étant  de  montrer  lutitilé  de  la   nouvelle   théorie.  Ceux 
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qui  voudront  bien  lire  les  pages  qui  suivent  se  convaincront  que  je  n'ai  fait 
qu'effleurer  un  sujet  très  vaste;  ainsi,  pour  ne  parler  que  d'une  application  que 
j'ai  laissée  de  côté,  on  pourrait  faire  une  théorie  des  congruences  de  substitu- 
tions en  ne  considérant  que  les  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  en 
négligeant  tous  les  multiples  d'un  entier  donné.  Cette  théorie  des  congruenccs 
de  substitutions  linéaires  viendrait  compléter  la  théorie  des  substitutions 
d'indices  dans  les  substitutions  de  lettres.  » 

Duporcq  (Ernest).  —  Sur  le  déplacement  le  plus  général  d'une; 
droite  dont  tous  les  points  décrivent  des  trajectoires  sphériques. 
(i2i-i36). 

Ce  Mémoire  contient  la  solution  complète  d'un  problème  dont  on  ne  connais- 
sait que  deux  solutions  : 

i"  Si  quatre  points  d'une  droite  mobile  restent  sur  des  sphères  dont  les 
centres  sont  dans  un  même  plan,  tous  les  points  de  cette  droite  restent  aussi 
sur  des  sphères  dont  les  centres  ont  pour  lieu  une  conique;  deux  points,  réels 
ou  imaginaires,  de  la  droite  décrivent  des  courbes  planes  (Mannheim); 

2"  Dans  le  mouvement  à  deux  paramètres  d'une  droite  dont  trois  points  se 
déplacent  sur  trois  sphères  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  tous  les  points 
de  la  droite  décrivent  des  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite;  un  point 
de  la  droite  décrit  un  plan  (Darboux). 

M    Duporcq  commence  par  prouver  que  : 

Etant  données  cinq  positions  d'une  même  droite,  il  existe  en  général  quatre 
points  de  cette  droite  dont  les  cinq  positions  sont  sur  une  même  sphère;  par 
suite,  si  cinq  points  d'une  droite  décrivent  des  trajectoires  sphériques,  il  en  e-l 
de  même  de  tous  ses  points. 

11  montre  ensuite  (jue  : 

Si  tous  les  points  d'une  droite  se  déplacent  sur  des  sphère*,  le  lieu  des 
centres  de  ces  sphères  est  une  cubique  gauche,  une  conique  ou  une  droite. 

Le  cas  de  la  cubique  est  le  seul  à  étudier,  les  autres  étant  ceux  qu'ont 
traités  M.  Mannheim  et  M.  Darboux.  L'auteur  établit  (|iie  : 

Si  tous  les  points  d'une  droite  mobile  se  déplacent  sur  des  sphères  dont  les 
centres  appartiennent  à  une  cubi(|ue  gauche,  ces  points  décrivent,  en  général, 
des  biquatiratiques  sphériques. 

Si  tous  les  points  d'une  droite  décrivent  des  l)iquadratiques  sphériques.  il 
existe  sur  cette  droite  une  involution  {m,  m')  telle  que  les  liajectoires  des 
points  m  et  m'  sont  semblables. 

Ri'ciproquement,  si  quatre  segments  égaux  joignent  les  sommets  homologues 
de  deux  tétraèdres  semblables,  les  droites  qui  portent  ces  segments  sont  quatre 
positions  d'une  di-oile  dont  tous  les  i)oints  décrivent  des  bi(]uadratiques  sphé- 
riffucs. 

Ce  théorème  résout  la  question;  il  reste  à  étudier  les  particularités  que  peut 
présenter  le  déplacement  de  la  droite  dont  tous  les  points  décrivent  des  biqua- 
drati<|ues  sphériques.  Soit  fc  le  rapport  de  similitude  des  deux  tétraèdres  pré- 
cédents. Si  k-^i,  on  est  conduit  au  résultat  suivant  : 

Soit  (a)  une  cartésienne,  située  sur  une  sphère  de  centre  w  et  soit  P  le  plan 
mené  par  w  normalement  à   la  direction   commune  des  axes  de  révolution  des 
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quadriques  qui  passent  par  (a  ).  Soient  x  la  projection  du  point  a  sur  le  plan  P, 
enfin  b  un  point  de  ce  pian  tel  que  les  segments  aO  et  aô  soient  égaux  et 
fassent  entre  eux  un  angle  constant  9.  Tous  les  points  de  la  droite  ab,  dont  la 
grandeur  est  invariable,  décrivent  des  cartésiennes,  quand  le  point  a  décrit  (a). 

Si  le  rapport  A  =  —  i,  le  déplacement  de  D  est  ainsi  défini  : 

Soit  dans  un  sphéroïde  aa'  une  corde  ayant  pour  longueur  celle  de  l'axe  de 
révolution  et  dont  les  deux  extrémités  se  trouvent  sur  deux  parallèles  égaux  : 
si  le  point  a  décrit  sur  rellipsoïde  une  trajectoire  spliérique.  il  en  est  de  même 
de  lous  les  points  de  la  droite  ad . 

Quand  le  rapport  A"  =  i,  on  peut  amener  le  tétraèdre  ( aa,a^a^)  en  coïnci- 
ilence  avec  le  tétraèdre  directement  égal  (a' a\a'^a'^)  par  une  rotation  autour 
d'un  certain  axe  oj^,  suivie  d'une  translation  parallèle  à  cet  axe.  Le  lieu  des 
points  a,  tels  que  la  droite  aa'  ait  une  longueur  donnée,  est  un  cylindre  de 
révolution  autour  de  to!J.  Si  le  point  a  décrit  sur  ce  cylindre  une  courbe  splié- 
rique, il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  de  la  droite  aa'. 

Ce  dernier  déplacement,  étudié  par  M.  Bricard,  est  le  déplacement  le  plus 
général  d'une  figure  dont  tous  les  points  décrivent  des  trajectoires  sphériques. 
de  sorte  que  les  centres  correspondant  aux  points  d'une  droite  soient  les  points 
d'une  cubique  gauche. 

Poincaré{H.).  —  Les  fonctions  fticlisiennes  et  réqiialion  \u  =  e". 
(i37-23o). 

Introduction.  —  Considérons  une  équation  dilTi-rentielle  linéaire  de  la  forme 
suivante  : 

d-v 

(0  ^=.f.r,v)., 

où  '~>{x,  y)  est  une  fonction  rationnelle  de  deux  variables  x  tt  y  liées  par  une 
relation  algébrique 

(2)  /(x,y)  =  <K 

L'équation  (i)  admettra  un  certain  nombre  de  points  singuliers  qui  seront  les 
infinis  de  la  fonction  rationnelle  9;  pour  chacun  de  ces  points  singuliers  on 
pourra  former  l'équation  déterminante. 

Pour  que  x  puisse  être  une  fonction  fuchsienne  du  rapport  des  intégrales, 
il  faut  d'abord  que  la  différence  des  racines  de  chaque  équation  déterminante 
soit  l'inverse  d'un  nombre  entier.  Mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante. 

Nous  dirons  que  deux  équations  de  la  forme  (i)  appartiennent  au  même 
type  : 

1°  Si  la  relation  (q)  est  la  même  pour  ces  deux  équations; 

2"  Si  les  infinis  de  la  fonction  3  sont  les  mêmes; 

3*  Si,  pour  chacun  de  ces  infinis,  les  équations  déterminantes  sont  les  mêmes. 

La  question  suivante  se  pose  alors  : 

Dans  un  type  quelconque  (pourvu  que  la  différence  des  racines  de  chaque 
équation  déterminante  soit  l'inverse  d'un  entier),  ya-t-il  toujours  une  équation 
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fiichsienne,   c'esl-ù-dire   telle  que  x  soit  fonction   fuchsienne  du    rapport   des 
intégrales? 

Cette  question  est  d'une  importance  capitale  dans  la  théorie  des  fonctions 
fuchsiennes;  mais  elle  est  extrêmement  difficile;  on  voit  assez  aisément  que. 
dans  un  type  quelconque,  il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une  équation  fuchsienne; 
mais  il  est  plus  difficile  d'établir  qu'il  y  en  a  toujours  une. 

La  première 'démonstration  qui  ait  été  donnée  est  fondée  sur  ce  qu'on  appelle 
la  méthode  de  continuité.  Nous  y  avons  été  conduits,  M.  Klein  et  moi,  d'une 
façon  indépendante.  Dans  mon  Mémoire  sur  les  groupes  des  équations  li- 
néaires, inséré  dans  le  Tome  III  des  Acta  mathematica,  j'ai  insisté  sur  les 
ressemblances  et  les  différences  des  résultats  de  M.  Klein  et  des  miens  et  j'ai 
donné  en  même  temps  un  exposé  complet  de  la  méthode;  je  n'ai  plus  à  y  re- 
venir. Je  crois  être  arrivé  à  donner  à  cette  méthode  une  forme  parfaitement 
rigoureuse,  mais  elle  n'en  reste  pas  moins  extrêmement  compliquée  et  a 'un 
caractère  indirect. 

Peu  de  temps  après,  la  Société  royale  des  Sciences  de  Gôltingen  attira  Tatten- 
tion  des  géomètres  sur  une  autre  manière  d'aborder  la  question,  en  proposant 
comme  sujet  de  concours  l'intégration  de  l'équation 

lu  —  e".  ' 

L'intégration  de  cette  équation  conduirait  en  effet  directement  à  la  solution 
du   problème  qui  nous  occupe. 

La  question  posée  par  la  Société  de  Gottingcn  fut  résolue  par  .M.  Picard  dans 
un  iMémoire  inséré  au  Journal  de  Jordan  (1890)  et  complété  par  une  Note 
des  Comptes  rendus  (t.  CXV'I  1. 

La  solution  proposée  par  M.  Picard  consiste  à  intégrer  d'abord  l'équation 
dans  un  contour  assez  petit  et  à  étendre  ensuite  le  résultat  à  un  contour  quel- 
conque par  la  méthode  alternée  de  M.  Schwarz. 

On  peut  revenir  sur  la  question  et  chercher  à  se  passer  de  ce  détour.  C'est 
ce  que  je  me  propose  de  faire  ici. 

Je  me  bornerai,  dans  ce  .Mémoire,  aux  fondions  fuchsiennes  des  première, 
deuxième  et  sixième  familles,  c'est-à  dire  à  celles  qui  n'existent  qu'à  l'intérieui 
du  cercle  fondamental.  Le  polygone  H^  qui  engendre  la  fonction  fuchsienne 
est  alors  tout  entier  à  l'intérieur  de  ce  cercle;  il  a  un  certain  nombre  de  som- 
mets se  répartissant  en  un  certain  nombre  de  cycles. 

Mais  parmi  ces  cycles  nous  distinguons  : 

I'   Ceux  de  la  première  espèce  où  la  somme  des  angles  est  égale  à  2-; 

2  ~ 
2°  Ceux  de  la  seconde  espèce  où  la  somme  des  angles  est  égale  à  — >  n  étant 

n 
un  entier  plus  grand  que  1; 
3°  Ceux  de  la  troisième  espèce  dont  tous  les  angles  sont  nuls. 

Nous  ferons  une  étude  particulière  des  fondions  fuschiennes  de  la  première 
espèce,  où  tous  les  cycles  des  sommets  sont  de  la  première  espèce;  nous  éten- 
drons ensnite  nos  résultats  aux  autres  fonctions  fuchsiennes. 

Matliy.    —    13c   l'cllijjsoïde  consitlt^ré   coinnic   figure   d'équilibre 
rcl.ilil  (111110  masse  lliiide  l>onioi;rne.  (23i-23~). 
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L'auteur  commence  par  exprimer,  à  l'aide  des  fonctions/)  et  Ç,  les  compo- 
santes de  rattracLion  de  l'ellipsoïde  homogène  sur  un  point  de  sa  surface:  les 
formules  obtenues  permettent  de  retrouver  celles  qui  conviennent  aux  deux 
ellipsoïdes  de  révolution. 

L'ellipsoïde  est  ensuite  considéré  comme  figure  d'équilibre  relatif  d'une  mas.-c 
fluide  homogène  tournant  uniformément  autour  d'un  axe  fixe  et  dont  les  molé- 
cules sont  soumises  à  leurs  attractions  mutuelles,  suivant  la  loi  de  la  gravita- 
tion :  on  reconnaît  que  l'ellipsoïde  homogène,  à  trois  axes  inégaux,  dont  les 
molécules  s'attirent  suivant  cette  loi,  devient  une  figure  d'équilibre  relatif  quand 
il  tourne  autour  de  son  plus  petit  axe,  avec  une  vitesse  angulaire  uniforme  et 
unique  dépendant  de  la  forme  de  la  surface. 

Quant  aux  sphéroïdes  de  révolution,  l'ellipsoïde  aplati  est  une  figure  d'équi- 
libre relatif  dans  les  mêmes  conditions;  l'ellipsoïde  allongé  ne  peut  jamais  être 
une  figure  d'équilibre  relatif. 

Liapounoff  {A.).  —  Sur  certaines  questions  qui  se  raltachcnt  au 
problème  de  Dirichlet.  (  24  i-3 1 1). 

La  question  qui  fait  l'objet  principal  de  ce  Mémoire  est  la  recherche  de  la 
distribution  de  l'électricité  à  la  surface  d'un  conducteur  soustrait  à  toute 
influence  extérieure.  Il  faut  démontrer  l'existence  de  la  fonction  qui  représente 
la  densité  de  la  couche  en  équilibre.  Ceci  exige  la  considération  des  valeurs, 
sur  la  surface  du  conducteur,  de  la  dérivée  normale  de  la  fonction  harmonique 
dont  la  recherche  constitue  le  problème  de  Dirichlet.  Or  les  méthodes  connues 
pour  résoudre  ce  problème  ne  prouvent  pas  l'existence  des  valeurs  en  question. 
C'est  pourquoi  M.  Liapounoff  reprend  la  question  pour  déduire  la  démonstra- 
tion requise  des  principes  des  méthodes  que  la  Science  possède  aujourd'hui  pour 
traiter  le  problème  de  Dirichlet. 

Il  considère  une  surface  fermée  S  à  laquelle  sont  imposées  les  conditions 
suivantes  : 

1°  En  tout  point  de  S  il  existe  un  plan  tangent  déterminé; 

2°  Il  existe  une  longueur  D  telle  que,  un  point  quelconque  p  de  S  étant  pris 
pour  centre  de  la  sphère  de  rayon  D,  une  parallèle  à  la  normale  à  S  en  /?  ne 
puisse  rencontrer  S,  à  l'intérieur  de  la  sphère,  qu'en  un  seul  point; 

3°  2r  étant  l'angle  aigu  que  fait  la  normale  au  point  quelconque  /?  de  S  avec 
la  normale  en  un  autre  point  p'  de  cette  surface  et  /■  la  distance  pp\  on  peut 
assigner  deux  nombres  positifs  a  et  a  indépendants  du  choix  des  points  yj  et  p' 
et  tels  qu'on  ait 

=7  <  ai", 

quelles  que  soient  les  positions  de  ces  points; 

4°  La  surface  est  telle  que  le  principe  de  Neumann  lui  soit  applicable  (on 
sait  que  ce  principe  s'applique  à  toute  surface  convexe). 

A  l'aide  de  ces  hypothèses,  M.  Liapounofl"  établit  la  possibilité  du  problème 
électrostatique  et  retrouve  la  méthode  que  M.  Robin  a  proposée  pour  résoudre 
ce  problème. 

Ces  résultats  acquis,  l'auteur  en  fait  usage  pour  aborder  le  cas  général  ilu 
problème  de  Dirichlet  et  rechercher  les  conditions  assurant  l'existence,  sur  la 
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surface  qui  sert  de  frontière  au  domaine  considéré,  des  valeurs  limites  des  déri- 
vées de  la  fonction  harmonique  ciierchée.  Il  parvient  à  montrer  qu'en  ce  qui 
concerne  la  dérivée  normale  la  question  se  ramène  à  la  question  analogue  pour 
le  potentiel  de  la  double  couche  dont  la  densité  est  égale  à  la  valeur  de  la 
fotiction  harmonique  sur  la  surface. 

Picard  [Emile).  —  Sur  roqtiuLion  A«  =  e".  (.'ii3-3i6). 

A  l'occasion  du  Mémoire  de  M.  Poincaré  {voir  ci-dessus),  M.  Picard  indique 
les, différents  Mémoires  ou  Notes  qu'il  a  consacrés  à  l'équation  considérée,  et  il 
insiste  sur  le  lemine  suivant,  qui  peut  être  utile  dans  beaucoup  d'autres  ques- 
tions : 

Soit 

à- u        ()■  u 

A«  =  -—^  -T-    ^  ~  =  F{u.  x,r  ) 
i)x-        ây-  •' 

une  équation  où  F  désigne  une  fonction  continue  de  u,  x  et  j',  pour  toute  valeur 
réelle  de  i<,  quand  le  point  (a?,  y)  est  dans  une  certaine  région  (R)  du  plan, 
fonction  qui,  de  plus,  est  supposée  croître  toujours  avec  u.  On  considère  une 
aire  limitée  par  deux  courbes  C  et  C.  Si  i<j  et  Mj  sont  deux  intégrales  prenant 
les  mêmes  valeurs  sur  G  et  telles  que  |  i/, —  m,  |  reste  inférieur  tout  le  fong 
de  C  à  un  nombre  positif  M,  on  aura,  en  tout  point  A  intérieur  à  l'aire  limitée, 


u.,  I  <  M  q. 


q  étant  inférieur  ii  ruiiilt'. 


Fabry  (^Eugène).   —  Sur  les  points  singuliers  d'une   série    de 
Tajlor.  (317-358). 

L'auteur  étudie  les  points  singuliers  des  séries  entières  par  une  méthode  nou- 
velle qui  repose  sur  les  propositions  suivantes  : 
Étant  donnée  une  série  entière 

/(-)  =  «,.--«,-  ^-  «j  ;:'  +  ...  -^  «„="  +  ..., . 

on  forme  l'expression 

a:;  =  ).'«„^.,-  7  ^>"  -'  «„..v-.  +  ^^^7^^  >>"^=«„+v-,  -•  •  •+  (-  ')•'«„, 

où  )v  est   une   quantité  donnée,  réelle  ou    imaginaire.   S'il  existe  une  quantité 
positive  6  telle  que  l'expression 


7(«  +  v)!" 
V       «  !  V  ! 


ait  pour  n  infini,  quel  que  soitv,  une  limite  supérieure  linie  -r-»  il  n'y  a  aucun 
p(jint  singulier  z  vérifiant  l'inégalité 

I  -  I  __  0  I  X  -  c  |<  A. 
Récipro([ueiiient,  si /(s)  n'a  aucun  point  singulier  vérifiant  l'inégalité  pré- 
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cédcnte,  où  A  et  6  sont  positifs,  et  si  lorsque  6  ^i  le  imiiit  s  =  ce  est  un  pôle  ou 
un  point  ordinaire,  la  limite  supérieure  pour  n  iiiliiii  de  lexpression  (i)  est  au 

plus  égale  à  —  • 

Par  l'application  de  ces  principes,  on  pourra,  quand  on  connaîtra  l'ordre  de 
grandeur  des  différences  d'ordre  infini,  déteruiiuer  des  régions  qui  ne  contien- 
dront aucun  point  singulier  et  l'on  connaîtra  les  points  singuliers  situés  sur  la 
limite  de  ces  régions,  qui  peuvent  s'étendre  au  delà  du  cercle  de  convergence 
et,  dans  bien  des  cas,  jusqu'à  l'infini.  On  peut  alors  former  des  exemples  assez 
j;énéraux  où,  les  coeflicienls  a„  étant  des  fonctions  continues  convenablement 
choisies,  il  n'existera  qu'un  seul  point  singulier  sur  la  circonférence  du  cercle 
de  convergence. 

Le  Roux  («/•)•  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles. (35y-4o8). 

Introduction.  —  La  plupart  des  propriétés  des  équations  linéaires  du  second 
ordre,  à  deux  variables  indépendantes,  peuvent  s'étendre  sans  difficulté  aux 
équations  d'ordre  supérieur.  Guidé  par  cette  idée,  j'avais  déjà,  dans  ma  Thèse,, 
rédigé  quelques-unes  des  démonstrations,  de  uaanière  à  les  rendre  immédiate- 
ment applicables  aux  équations  d'un  ordre  quelconque. 

Je  reprends,  dans  ce  travail,  l'étude  générale  des  équations  linéaires  à  deux 
\ariables  indépendantes.  Laissant  de  côté  le  problème  de  l'intégration  sous  forme 
Unie,  qui  concerne  seulement  des  cas  très  intéressants  sans  doute,  mais  tout 
à  fait  exceptionnels,  j'ai  cherché  surtout  à  déterminer  les  principales  propriétés 
analytiques  des  intégrales.  Tel  est  le  théorème  sur  la  nature  des  courbes  singu- 
lières accidentelles.  La  démonstration  que  j'en  avais  donnée  dans  ma  Thèse 
exigeait  quelques  restrictions  dans  la  forme  des  singularités.  Je  donne  ici  une 
démonstration  nouvelle  pour  laquelle  je  me  suis  servi  d'une  idée  ingénieuse  de 
.M.  Delassus  :  la  notion  du  domaine  d'un  arc  ds  courbe  que  j'ai  étendue  au 
cas  des  variables  complexes.  Pour  la  détermination  des  intégrales  sur  les  carac- 
téristiques, j'ai  démontré  un  théorème  général  permettant  d'étendre  aux  équa- 
tions d'ordre  supérieur  au  second  la  notion  des  intégra/es  principales  dans  le 
cas  des  caractéristiques  simples  et  même  des  caractéristiques  multiples  lorsque 
certaines  conditions  se  trouvent  réalisées.  On  peut  obtenir  ainsi  une  représen- 
tation des  intégrales  qui  met  en  évidence  leurs  propriétés  analytiques  les  plus 
importantes. 

Il  existe  des  cas  où  l'équation  admet  des  intégrales  particulières  de  la  forme 
que  j'ai  appelée  la  forme  d'Euler,  s'exprimant  linéaiiement  à  l'aide  d'une 
fonction  arbitraire  d'une  variable  caractéristique  et  des  dérivées  de  cette  fonc- 
tion en  nombre  déterminé.  La  méthode  des  intégrales  principales,  en  mettant  ce 
fait  en  évidence,  permet  en  outre  de  reconnaître,  par  un  nombre  limité  d'opé- 
rations, si  ces  intégrales  particulières  existent,  et  conduit  directement  à  leur 
détermination  effective. 

On  obtient  des  indications  intéressantes  sur  la  forme  des  singularités  acci- 
dentelles lorsque  la  solution  est  donnée  complètement  par  des  intégrales  prin- 
cipales; on  reconnaît  ainsi,  par  exemple,  que,  dans  le  voisinage  d'une  caracté- 
ristique singulière  accidentelle,  l'intégrale  ne  peut  pas,  en  général,  être 
uniforme. 

Comme  dans  le  cas  des  équations  du  second  ordre  à  caractéristiques  distinctes. 


i8o  si':coN[)i!:  PAiniE. 

la  connaissance  d'une  seule  intégrale  particulière  dépendant  d"un  paranictre 
permettra  d'obtenir,  dans  certains  cas,  soit  l'intégrale  générale  de  l'équation, 
soit  une  autre  intégrale  dépendant  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  arbitraires. 

Briccu'd  [Raoul).  —  Mémoire  stir  le  déplacemenl  crtin  plan  donl 
tous  les  poiuLs  dérivenl  des  lignes  sphériqiies.  (  'jO()-448)- 

Le  problénie'traité  dans  ce  Mémoire  est  le  suivant  : 

Quel  est  le  mode  de  déplacement  le  plus  généial  d'un  plan,  dans  lequel  t(iu< 
les  points  île  ce  plan  décrivent  des  lignes  appartenant  à  des  sphères  donl  les 
centres  sont  sur  un  plan  fixe? 

Ce  problème  admet  deux  solutions  évidentes,  mais  sans  intérêt  :  la  première 
est  fournie  par  la  rotation  d'un  plan  autour  d'un  point  fixe,  la  seconde  par  la 
translation  d'un  plan  dont  tous  les  points  restent  sur  des  sphères  égales.  M.  Bri- 
card  en  signale  une  autre,  beaucoup  moins  immédiate,  puis  aborde  la  question 
dans  toute  sa  généralité. 

Four  la  résoudre,  il  admet  que  le  déplacement  cherché  existe  réellement  et  il 
détermine  les  conditions,  de  plus  en  plus  restrictives,  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  éléments  du  sjstème  constitué  par  le  plan  fixe  et  par  le  plan  mobile, 
jusqu'à  ce  qu'il  parvienne  aux  conditions  nécessaires  et  suffisantes  qui  déli- 
nissent  toutes  les  solutions. 

Ces  solutions  sont  au  nombre  de  deux.  Elles  sont  absolument  distinctes  cl 
irréductibles  l'une  à  l'autre.  C'est  pourquoi  il  est  fort  remarquable  qu'elles 
puissent  être  réalisées  en  même  temps  dans  le  déplacement  d'un  système  que 
M.  Bricard  définit  comme  il  suit  : 

Soit  Oxyz  un  trièdre  trirectangle  (ixe.  Imaginons  une  droite  L  qui  s'appuie 
sur  O-s  et  sur  une  circonférence  du  plan  xOy,  tangente  à  Oy  au  i)oint  O;  dr 
plus,  cette  droite  L  fait  un  angle  constant  avec  O z. 

Pour  chaque  position  de  L,  construisons  le  trièdre  0' x' y' z\  symétrique  du 
trièdre  fixe  par  rapport  à  cette  droite.  Tous  les  points  du  plan  x' 0' y'  resteni 
sur  des  sphères  dont  les  centres  appartiennent  au  plan  xOy.  Tous  les  points  du 
plan  x' O' z'  restent  sur  des  sphères  dont  les  centres  appartiennent  au  plano^Oc-. 

Chacun  des  plans  x' O' y'  et  x' 0' z'  passe  par  un  point  fixe;  le  premier  enve- 
loppe un  cône  de  révolution.  Les  lignes  sphériques  décrites  par  les  points  du 
premier  sont  des  biquadratiques  qui  se  projettent  sur  zOy  suivant  des  cercles^ 
Celles  des  points  de  x' O' z'  sont  des  courbes  de  même  nature  qui  se  projettent 
sur  j;0^  suivant  des  paraboles. 
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ACTA  MATHEMATICA.  Tome  XXI;  1897  ('). 

Kantor  (S.).  —  Théorie  des  transformations  de  l'espace  R3  qui 
ne  possèdent  aucune  courbe  fondamentale  de  première  espèce, 
et  de  leurs  groupes  finis.  (1--8). 

Lorsqu'on  passe  au  cas  de  Tespace,  rétude  des  translations  biralionnelles 
périodiques  et  de  leurs  groupes  finis  présente  tant  de  circonstances  nouvelles 
qui  n'apparaissent  pas  dans  le  cas  du  plan,  qu'il  convient  de  se  borner  tout 
d'abord  en  se  contentant  d'examiner  ce-rtaines  classes  de  transformations  et  de 
groupes.  M.  Kantor,  se  référant  d'ailleurs  à  son  Mémoire  précédent  inséré  au 
Tome  XVIII  de  V American  Journal  (1896)  et  à  son  Ouvrage  intitulé  Théorie 
der  endlichen  Gruppen  von  eindeutigen  Trans/ormationen  in  der  Ebene 
(Berlin,  Mayer  et  Muller,  iSgS),  considère  celles  qui  peuvent  se  représenter 
à  l'aide  des  substitutions  cubiques  du  type 

(i)  ^i^\  —  ' 

(analogues  aux  transformations  biralionnelles  quadratiques  du  plan)  et  de 
leurs  combinaisons  :  transformations  qui  satisfont  précisément  à  la  condition 
mentionnée  dans  le  titre,  de  ne  présenter  aucune  courbe  fondamentale  de 
première  espèce. 

I.  Théorie  des  systèmes  fondamentaux.  —  L'auteur  étudie  d'abord  (n"  1) 
les  transformations  qui  peuvent  se  composer  à  l'aide  des  transformations 
cubiques  (r),  puis  ( n°  2)  celles  qui  sont  définies  par  la  condition  de  n'admettre 
aucune  courbe  fondamentale  de  première  espèce.  Il  démontre,  pour  les  unes 
et  les  autres,  certaines  propriétés  importantes,  telles  que  l'égalité  des  ordres, 
celle  du  nombre  des  points  fondamentaux  et  celle  du  nombre  des  courbes 
fondamentales  dans  les  deux  espaces,  etc.  Puis  il  établit  (n"  3)  l'identité  des 
deux  catégories  étudiées  aux  n"  1  et  2  et  étudie  (  n°  4  )  certains  cas  particuliers. 

II.  Théorie  des  caractéristiques  périodiques .  Équivalence  avec  les  types. 
—  Le  problème  de  la  composition  conduit  à  celui  de  la  périodicité.  L'auteur 
recherche  d'abord  les  conditions  pour  que  la  caractéristique  (c'est-à-dire  l'en- 
semble des  éléments  fondamentaux  et  de  leurs  transformés)  soit  périodique. 
Après  avoir  établi  quelques  propositions  générales,  il  classe  les  transforma- 
tions qui  présentent  cette  propriété  en  quatre  catégories,  et  donne  même  de 
cette  réduction  quatre  démonstrations  dilïérentes. 

Il  étudie  enfin  les  formes  canoniques  correspondant  aux  trois  dernières  caté- 
gories, la  première  se  ramenant  à  de  simples  collinéations. 

III.  Les  transformations  périodiques.  Construction  des  types.—  II  recherche 
ensuite  à  quelles  conditions  non   seulement  la  caractéristique,  mais  la  trans- 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XXV,,  p.  186. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1"  série,  t.  XXVII.  (Décembre  i<)o3.)       R.14 


iSo.  SUCONDE  l'AUTIK. 

forinalion  elle-même  est  pcriodiqiic,  et  détermine  également  les  dilTérents  type» 
canoniques  correspondants. 

IV.  Théorie  des  groupes  finis  de  caractéristiques. 

V.  Théorie  des  groupes  finis  de  transformations  sans  courbes  fondamen- 
tales de  première  espèce. 

Mittag-Lsj[jler  [G.).  —  Weierstrass  (79-82). 

Polncaré  (//•)• —  Sur  une  forme  nouvelle  des  équations  du  pro- 
blème des  trois  corps  (SS-y-). 

Soient  a;,(i=:i,  2,  ...,  9)  les  coordonnées  des  trois  corps,  y,-,  les  compo- 
santes correspondantes  des  quantités  de  mouvement.  Les  équations  étant  mises 
sous  forme  canonique  par  l'emploi  de  ces  inconnues,  effectuons  sur  celles-ci 
une  transformation  linéaire.  Il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut,  et  cela  d'une 
infinité  de  manières,  choisir  celte  transformation  de  telle  sorte  qu'elle  ne 
change  ni  l'état  canonique  des  équations,  ni    la  forme  de  l'intégrale  des  aires. 

La  transformation  classique  qui  introduit  les  coordonnées  relatives  de  deux 
corps  par  rapport  au  troisième  et  les  composantes  des  vitesses  relatives,  est 
bien  linéaire,  mais  ne  satisfait  pas  aux  conditions  dont  nous  venons  de  parler. 
Un  autre  changement  de  variables,  étudié  par  M.  Hadau  {Annales  de  l'École 
Normale,  i"  série,  t.  XV),  vérifie,  au  contraire,  ces  comlitions,  mais  il  com- 
plique un  peu  l'expression  de  la  fonction  perturbatrice.  L'auteur  propose  une 
troisième  transformation,  qui  fait  intervenir,  avec  les  coordonnées  relatives  de 
deux  points,  les  composantes  de  leurs  quantités  de  mouvement  absolues,  et 
qui,  sans  compliquer  la  fonction  en  question,  présente  les  mêmes  avantages 
que  la  transformation  de  "SI.  Hadau. 

D'ailleurs,  en  première  approximation,  les  trois  méthodes  se  valent.  Mais  il 
n'en  serait  pas  de  même  aux  approximations  suivantes. 

Danvi/i  {G.-II.).  —  Orbites  périodiques  (99-242), 

L'auteur  considère  le  problème  restreint  des  trois  corps  (mouvement  plan 
d'un  corps  de  masse  infinitésimale  sous  l'action  de  deux  autres  en  rotation 
uniforme  l'un  par  rapport  à  l'autre)  et  se  propose  d'obtenir  des  trajectoires 
périodiques  par  une  méthode  directe  qui  consiste  à  calculer  diverses  orbites, 
correspondant  à  une  série  de  valeurs  des  données  initiales,  et  à  faire  varier 
celles-ci  de  manière  à  arriver  (par  interpolation)  à  la  périodicité. 

Après  avoir  exposé  (  n°  1)  le  but  de  ses  recherches,  et  formé  (n"  2)  les 
équations  du  mouvement,  il  commence  par  simplifier  son  travail  en  se  rensei- 
gnant a  priori  autant  que  possible  sur  l'allure  des  trajectoires.  Il  délimite 
tout  d'abord  (n"  3)  à  l'aide  de  l'intégrale  de  Jacobi,  certaines  régions  où  cha- 
cune de  ces  trajectoires  doit  rester  pour  que  la  vitesse  soit  réelle,  et  discute 
la  forme  de  ces  régions.  Il  considère  ensuite  la  courbure  des  Irajoctoires,  cour- 
bure dont  la  considération  lui  fournit  d'abord  (  n°  4)  un  nouvelle  division  du 
plan  correspondant  aux  valeurs  que  cette  courbure  peut  prendre.  C'est  elle 
(jui  servira  également  (  n»  C)  à  tracer  les  trajectoires  par  approximation,  à 
l'aille  d'un   calcul  de   différences  finies  qui  est  exposé  au   n"  5.  ainsi  que  les 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  i8J 

difficultés  spéciales  que  l'oa  rencoutre  au  voisiaage  des  points  de  rebrousse- 
nient,  ou  même  des  points  de  quasi-rebroussenient  (points  où  la  courbure  est 
très  grande  ). 

Dans  certains  cas  (n"  7)  au  lieu  d'employer  une  méthode  d'approximations 
successives,  on  procède  par  développement  en  série  de  Taylor. 

Pour  vérifier  l'exactitude  de  la  méthode,  M.  Darwin  l'a  appliquée  à  un  mou- 
vement képlérien  et  a  constaté  la  parfaite  concordance  des  résultats  obtenus 
avec  ceux  que  fournit  le  calcul  élémentaire. 

Il  s'occupe,  d'autre  part,  de  discuter  la  stabilité  des  trajectoires  périodicjues. 
A  cet  elTet,  il  faut  former  (n°  8)  l'équation  aux  variations  infinitésimales: 
équation  où  il  convient  de  prendre  pour  variable  indépendante  l'arc  d'orbite. 
Le  développement  de  la  variation  en  série  trigonométrique  dépend  alors  d'une 
infinité  d'équations  linéaires  à  une  infinité  d'inconnues.  Le  déterminant  infini 
correspondant,  multiplié  par  un  facteur  simple,  fournit  un  critérium  de  stabi- 
lité, celle-ci  ayant  lieu  si  l'expression  ainsi  obtenue  est  réelle  et  comprise  entre 
zéro  et  un.  Par  conséquent,  sans  compter  les  cas  (que  l'auteur  n'a  jamais  ren- 
contrés) où  l'expression  en  question,  qui  contient  un  radical,  serait  imaginaire, 
il  y  aui'a  deux  sortes  d'instabilité  possibles  :  celle  qui  correspond  aux  cas  où 
cette  expression  est  négative  (dite  instabilité  paire)  et  celle  qui  correspond 
aux  cas  où  elle  est  plus  grande  que  i  (instabilité  impaire). 

Les  deux  sortes  d'instabilité  ne  peuvent  s'échanger  que  par  rintcrmcdiaire 
d'orbites  stables  (sauf  le  cas  ou  deux  orbites  se  fondent  en  une  seule  en 
devenant  le  prolongement  l'une  de  l'autre).  La  quantité  qui  a  servi  à  distin- 
guer les  trajectoires  stables  des  instables  permet  également  d'obtenir  un 
module  qui  indique  le  degré  d'instabilité.  L'auteur  expose  le  calcul  numérique 
de  cette  quantité  et  les  méthodes  par  lesquelles  on  peut  simplifier  les  déter- 
minants qui  y  interviennent. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  (166-196)  et  l'Appendice  (t97-2'(2)  sont 
consacrés  au  détail  du  calcul  et  des  résultats.  Le  rapport  des  masses  des  deux 
planètes  attirantes  est  pris  égal  à  10.  Dans  ces  conditions,  il  résulte  de  la  dis- 
cussion présentée  au  11°  9  que  si  la  constante  C  qui  figure  dans  l'intégrale  tie 
Jacobi  est  supérieure  à  4")  1821,  le  corps  influencé,  tout  en  pouvant  être  soit 
une  planète  supérieure,  soit  une  planète  inférieure,  soit  un  satellite,  ne  peut 
passer  de  l'un  de  ces  états  à  un  autre.  L'auteur  considère,  au  contraire,  une 
valeur  de  G  inférieure  à  la  limite  précédente,  de  sorte  ([ue  les  passages  dont  il 
vient  d'être  question  ne  sont  pas  exclus.  Pour  limiter  le  travail  déjà  considé- 
rable, le  cas  des  planètes  supérieures  n'a  pas  été  abordé  non  plus  que  celui  îles 
orbites  rétrogrades. 

Les  résultats  obtenus  présentent  d'ailleurs  des  circonstances  assez  imprévues, 
en  particulier  des  changements  d'allure  importants  pour  de  petites  variations 
des  circonstances  initiales.  On  peut  avoir  des  orbites  oscillantes  c'est-à-dire 
qui  se  ferment,  non  autour  des  deux  corps  troublants  S  et  J,  mais  autour  d'un 
autre  point,  position  d'équilibre  instable,  situé  soit  entre  les  deux,  soit  exté- 
rieurement. Quant  aux  autres  orbites,  qui  tournent  soit  autour  de  S  (planètes 
inférieures)  soit  autour  de  J  (satellites),  elles  se  subdivisent  en  plusieurs 
familles,  dont  les  unes  (planètes  et  satellites  .K)  se  présentent  (luelles  (juc 
soient  les  valeurs  de  C  dans  l'intervalle  considéré,  tandis  que  les  autres  B  et  C 
apparaissent  par  couples  (à  la  façon  des  racines  réelles  d'une  équation  algé- 
brique) pour  une  certaine  valeur  de  C,  un  peu  supérieure  à  39,3.  Ces  orbites 
fermées  qui  apparaissent  ainsi  simultanément  sont  d'ailleurs  l'une  stable,  l'autre 
instable  (tout  en  étant,  bien  entendu,  près  de  la  limite  de  stabilité). 
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M.  Darwin  a  d'ailleurs  obtenu  des  orbites  de  passage,  c'est-à-dire  qui  sont  à 
la  limite  de  formes  voisines  :  tel  est,  par  exemple,  le  cas  où  deux  ovales  voi- 
sines viennent  se  loucher  pour  se  fondre  en  une  trajectoire  unique  en  huit  de 
chilTre  (ou  inversement);  ou  encore,  celui  où  une  orbite  atteint  la  courbe  de 
vitesse  nulle  et  présente  un  point  de  rebrousscmcnt. 

BoreL   {E.).    —    Sur    les    séries    de   ïaylor.    Lettre    adressée    à 
M.  Mittas-Lelfler  (243-247). 

Les  résultats  obtenus  dans  deux  Mémoires  précédents  {Journal  de  Math., 
iScj6)  par  l'emploi  des  séries  divergentes,  relativement  à  la  détermination  des 
points  singuliers  d'une  série  de  Tajlor,  peuvent  s'exposer  par  une  méthode 
élémentaire  et  directe.  A  toute  série  de  Taylor 

f{z)=y^a„z", 

ayant  pour  rayon  de  convergence   l'unité,  on   fera  correspondre   une  fonction 
cnliére 

Viz)=\'aA- 
^^    '  ni 

(Vile  fonclion  entière  associée,  et  liée  à  la  première  par  la  relation   (valable 
pour  touLe  valeur  de  z  intérieure  au  cercle  de  convergence) 


/(-)=   I  °°e-M-(a.-)rfa. 


Le  maximum  du  module  de  F(^)  sur  un  cercle  de  rayon  r,  ayant  pour 
centre  l'origine,  augmente  plus  vite  que  e  '-*''",  où  a  est  un  nombre  positif 
quelconque. 

Si,  dés  lors,  on  considère  un  argument  déterminé  quelconque  6,  deux  cas 
pourront  se  présenter: 

1°  Ou  bien  on  peut  donner  au  nombre  positif  a  une  valeur  assez  petite  pour 
(]ue  le  produit  e^i'^'-')'|  F(/-e!''')l  tende  vers  zéro  avec  -  ; 
2"  Ou  bien  une  telle  valeur  de  x  n'existe  point. 

L'argument  0  sera  dit  ordinaire  dans  le  premier  cas,  singulier  dans  le  second. 

Or  ces  arguments  ordinaires  et  singuliers  correspondent  précisément  aux 
points  ordinaires  et  singuliers  dc/(c)  situés   sur  le  cercle   de   convei'gence. 

En  particulier,  il  résulte  de  là  que  si  les  coefficients  sont  choisis  au  hasard, 
le  cercle  de  convergence  est  une  coupure.  Cela  tient  à  ce  que  l'on  peut  diviser 
les  termes  de  la  série  en  groupes  qui  déterminent,  indépendamment  les  unes 
lies  autres,  le  moile  de  croissance  de  F  pour  des  valeurs  convenablement 
choisies  de  /•. 

Autofi/ie  {f^-)-  —  Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à  plu- 
sieurs variables  indé[)eiKlanles  (2I9-2G4). 

Lors(iu'unc  fonction  de  /■ -I- i  variables  y,  j;,,  x..,  ...,  x,.  se  présente  en  un 
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point  sous  la  forme  -  >  rindélcrminalion  est,  en  général,  réelle  et  ne  peut  être 

levée.  -M.  Aulonne  se  propose  d'étudier  les  lois  de  res  indéterminations  et, 
d'une  manière  plus  précise,  d'étudier  les  valeurs  limites  que  prennent  simul- 
tanément, en  un  point  d'indétermination  commun,  plusieurs  quotients  de  la 

forme 

F. 

pi  (t=  I,    2,     ....    «), 

où  les  F  sont  des  fonctions  régulières,  nulles  au  point  considéré. 

Le  nombre  n  de  ces  quotients  est  supposé  supérieur  à  r-^i.  \  cela  près, 
il  peut  cire  quelconque  et  ne  joue  pas  un  rôle  primordial  dans  la  discus- 
sion. Celle-ci  est  liée  au  contraire,  d'une  manière  essentielle,  à  l'entier  /--r-i. 
M.  Autonne  considère  successivement  les  prohlèmes  qui  correspondent  aux 
diverses  valeurs  de  ce  nombre,  en  nommant  problème  [1]  celui  qui  corres- 
pond à  /•  =  o;  problème  [2],  celui  qui  correspond  à  /•  =  i  ;  etc. 

La  solution  du  problème  [  1  ]  est  élémentaire  ;  celles  des  problèmes  [1]  et  [3] 
ont  été  données  précédemment  par  l'auteur  (  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  n  novembre,  9  et  3o  décembre  i8f)5-,  Rendiconli  Cire.  Palermo, 
1896).  .Mais,  lorsque  /•  augmente,  les  méthodes  qui  ont  servi  à  obtenir  les  solu- 
tions pour  les  petites  valeurs  de  /•  ne  peuvent  plus  se  généraliser.  C'est  ainsi 
que  les  développements  en  série  des  solutions  de  l'équation  F,  =  o  n'ont  point 
leurs  analogues  (ou  ne  se  généralisent  qu'avec  beaucoup  de  peine)  pour  /•>!. 

Une  autre  manière  de  procéder  est  donc  nécessaire.  Elle  consiste  à  réduire  le 
problème  ['*-!- i]  au  problème  [/•].  Un  théorème  bien  connu  de  Weierstrass 
permet  de  ramener  le  cas  générale  celui  où  les  F-  sont  des  pohnomes  en  y; 
après  quoi  les  propriétés  des  courbes  unicuisales  conduisent  à  la  solution. 

A  l'aide  de  la  méthode  ainsi  exposée  on  peut  faire  la  discussion  complète 
(pour  des  singularités  aussi  compliquées  qu'on  le  veut)  des  points  fondamen- 
taux et  des  courbes  fondamentales  d'une  substitution  Cremona  {voir  le  .Mé- 
moire des  Rendiconli). 

Kluyver  {J.-C .).  —  Un  cas  particulier  du  problème  de  Diriclilet 
à  deux  dimensions  (265-286). 

L'aire  considérée  est  la  portion  T  du  plan  extérieure  à  un  système  de 
cercles  K.(y'  =  i,  2,  ...,  2/?)  symétriques  deux  à  deux  par  rapport  à  l'axe 
réel  et  dont  deux  quelconques  sont  sans  point  commun. 

M.  Schottky  s'est  précédemment  occupé  de  la  représentation  conforme  d'une 
telle  région  et  a  introduit,  à  cet  effet,  un  groupe  klcinécn  (qui  a  pour  siibsli- 
tions  fondamentales  des  couples  d'inversions  par  rapport  aux  cercles  K)  et  la 
fonction  kleinéenne  correspondante.  Af.  Kluyver  applique  cette  fonction  à  la 
résolution  du  problème  de  Dirichlet  relatif  à  l'aire  en  question  sans  passer  par 
la  représentation  conforme. 

X  étant  l'affixe  d'un  point  quelconque,  appelons  x^  le  transformé  de  x  par 
l'une  quelconque  des  substitutions  kleinéennes  mentionnées  il  y  a  un  instant. 
On  peut  alors,  des  quatre  quantités  complexes  x,  y,  l,  t,,  déduire  le  produit 
convergent 

r.,.  '   V  —  f.,. 


■s{x)=(x.  y:  \,  O^W 
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D'aulrcs  produits  ;inalogiie«,  désignes  par  la  notation  E^{x),  cl  qui  se 
déduisent  de  la  considération  des  points  doubles  des  substitutions  fondamen- 
tales, sont  intimement  liés  à  s.  mais  ne  dépendent  d'aucun  paramétre  autre 
que  la  variable  x. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  sur  les  contours  fondamentaux  (cercles  K  et  axe  réel), 
certains  de  ces  produits  ont  un  module  constant.  Dans  ces  conditions,  les 
valeurs  de  la  partie  réelle  d'une  fonction  analytique  V  étant  données  soit  sur 
les  circonférences  des  cercles  K,  soit  plutôt  sur  la  moitié  d'entre  elles  et  Taxe 
réel,  il  suffit  de  multiplier  ces  valeurs  par  une  combinaison  linéaire  convenable 
des  logarithmes  des  fonctions  précédentes  et  dintégrcr  le  long  des  diiïérents 
contours  pour  calculer  lexpression  de  V.  11  est  clair,  d'ailleurs,  que  Ion  peut 
ramener  au  cas  ainsi  traité  celui  du  plan  percé  de  trous  circulaires  (non 
sécants)  quelconques,  l'un  de  ces  trous  pouvant  toujours  être  transformé  par 
inversion  en  une  fente  rcctiligne. 

AI.  Klu\'ver  montre,  sur  un  exemple  particulier  (trois  trous  en  triangle  équi- 
latéral)  que  l'on  peut,  sans  trop  de  difficulté,  pousser  l'application  de  sa 
métlioile  jusqu'au  calcul  numérique. 

Valilen  {K.-Tli.). —  Le  théorème  fondamental  de  l'Algèbre  et  la 
résolution  des  équations  par  radicaux  carrés  (28j-3oo). 

Soit  l'équation  f{x)  =  o  du  n'^""  degré,  dont  les  racines  x^,  x^,  ...,  ^„  sont 
supposées  toutes  distinctes.  Partageons  ces  racines  (prises  dans  un  ordie 
déterminé  quelconque)  par  groupes  de  deux  (une  racine  restant  inemployée 
si  II  est  impair);  et  remplaçons  les  racines  de  chaque  groupe  par  leur  somme 

et  leur  produit.  Nous  avons  ainsi     -      couples  de  quantités 

Partageons,  à  leur  tour,  ces  couples  par  groupes  de  deux  et  formons  la  somme 
rt  le  produit  des  quantités  de  chaque  couple  dans  la  ligne  supérieure  et 
des   quantités  de  chaque  couple  dans  la   ligne   inférieure.  Ceci  donne    quatre 

séries  de     -^     quantités.  Répétons  cette  opération  autant  de  fois  que  le  degré 

de  réquation  le  permettra. 

Ajoutons  ensuite  les  quantités  fournies  par  la  dernière  série  d'opérations, 
en  les  multipliant  par  autant  d'indéterminées  ;<,,  u,,  ....  [Par  exemple, 
pour  n  <  8,  on  devra  s'arrêter  à  la  seconde  opération,  qui  donne  les  quantités 

iX' I  ~7~  «Z^<,  ^^  t-c  j  ~T~  ^ i  y 
(X,-hX.2)(X3-hX^), 

XfX-,  ,    XjX^, 

et  former  la  combinaison 

«=       ll^{X,-h  X.+  x^+  Xf) 

-r  U..(X,-r-  X..){X^-r-  X^)  -h  ll^{X^X_-^-  X^X^)-{-Ui  .T ,  U:..  X  >  X, .  ] 
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La  combinaison  linéaire  a  ainsi  formée  vérilicra  une  cirtaine  é(iualiùn  G(«)  =  o 
de  degré  toujours  impair. 

La  condition  nécessaire  et  sufjisante  pour  que  l'équation  donnée  soit  réso- 
luble par  extractions  de  racines  cariées  est  que  G(m)=o  ail  une  racine 
rationnelle. 

Par  exemple,  pour  l'équation  du  quatrième  degré,  G(;<)  =  "  'ic  sera  autre 
que  la  résolvante  cubique,  et  celle-ci  devra  avoir  une  racine  rationnelle  pour 
que  la  proposée  soit  résoluble  par  radicaux  carrés. 

D'autre  part,  cette  équation  auxiliaire  G(m)  =  o  élant  de  degré  impair,  a 
toujours  une  racine  réelle  [si  f{x)  est  réel]  et  comme,  de  la  connaissance  de 
cette  racine,  on  peut  déduire  la  résolution  de  la  proposée  par  extraction  de 
racines  carrées,  ou  a  aussi  une  démonstration  du  théorème  de  d'AIembert. 
Cette  démonstration,  toutefois,  comme  toutes  celles  qui  reposent  sur  les 
fonctions  symétriques,  doit  être  exposée  avec  des  précautions  convenables  si 
l'on  veut  éviter  un  cercle  vicieux.  Elle  réunit  les  trois  avantages  suivants: 

1°  N'employer  que  des  moyens  arithmétiques; 

2"  Fournir  un  calcul  effectif  des  quantités  dont  elle  démontre  l'existence; 

3°  Se  rapporter  à  toutes  les  i-acines  ensemble. 

D'Ocagne  (M.).  —    Tliéorie   des   équations    représeulables  par 
trois  systèmes  linéaires  de  p()inls  cotés  (3oi-33o). 

Considérons  trois  courbes  planes  représentées  paramélriquemcnt,  les  para- 
mètres (ou  cotes  correspondant  aux  différents  points)  étant  a,,  a^,  0C3.  En  écri- 
vant que  trois  points  pris  respectivement  sur  les  trois  courbes  sont  en  ligne 
droite,  on  a,  entre  les  trois  cotes  2,,  a,,  Xj,  une  relation  manifestement  rcpré- 
sentable  sous  forme  de  déterminant. 

Si  les  trois  courbes  se  réduisent  à  des  droites,  les  cotes  étant  distribuées  de 
telle  façon  que  la  variation  de  chacune  d'elles  soit  honiographique  à  celle  du 
point  correspondant,  on  aura  des  systèmes  linéaires  de  points  cotés.  L'équa- 
tion est  alors  de  la  forme 

(E)     A  a,  a,  2;-!-  Bjaoaj-^  B.,  ajCi,-;-  B^a,  %.,-{-  G,  a,  4-  C,vi„-r-  C.^aj-f-  D  =  o, 

laquelle  représente  une  surface  du  troisième  ordre  passant  par  les  droites  du 
plan  de  rinfini  situées  dans  les  plans  coordonnés  et  ayant,  par  suite,  pour 
points  doubles  les  sommets  du  triangle  formé  par  ces  trois  droites. 

Inversement,  à  quelles  conditions  une  équation  de  la  forme  (E)  est-elle 
représentable  par  trois  systèmes  linéaires  de  points  cotés? 

La  solution  dépend  essentiellement  d'une  quantité  A,  ou  discriminant 
(laquelle,  égalée  à  zéro,  exprime  que  la  surface  du  troisième  ordre  a  un  (|ua- 
trième  point  double),  et  aussi  de  trois  équations  du  second  degré  à  une 
inconnue, 

'■?.(?)=  o,         r2(?)  =  '^         r..(?)  =  o, 

ayant  toutes  pour  discriminant  A. 

Deux  cas  sont  à  examiner  séparément:  celui  où  les  trois  droites  fixes  {sup- 
ports) des  systèmes  de  points  cotés  forment  un  triangle  cl  celui  où  elles  con- 
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courent.  Dans  le  premier  cas,  réqtialion  (E)  doit  pouvoir  s'écrire 

M  (  aj  +  5,  )  (  a,  +  5,  )  (  a,  +  5.,  )  -H  P  (  aj  +  /,  )  (  a,  -t-  /  J  (  a.  +  ^ ,  )  =  o, 

et  l'on  voit  aisément  que  les  constantes  5,-,  t-  sont  racines  de  l'équation 
c5^.(p)=o.  Il  faut  donc,  pour  que  ridentificalion  puisse  se  faire  sous  forme 
réelle,  que  le  discriminant  de  cette  équation,  c'est-à-dire  le  discriminant  A, 
soit  positif  (  la  valeur  zéro  étant  exclue). 

Au  contraire,  les  équations  rcprcsenlables  par  des  systèmes  de  points  cotés 
supposés  concourants  correspondent  à  A  =  o. 

M.  d'Ocagne  cherche  ensuite  à  quelles  conditions  on  peut  s'arranger  pour 
que  les  trois  systèmes  de  points  cotés  soient  réguliers,  c'est-à-dire  pour  que  les 
valeurs  infinies  des  paramètres  correspondent  aux  points  à  l'infini  des  droites. 
Il  consacre  à  cette  question  (dont  la  solution  géométrique  serait  d'ailleurs 
évidente)  les  calculs  de  la  deuxième  Partie  de  son  Mémoire  (  3i8-33o). 

Poincaré  (//•)•  —  Sur  les  rapports  de  l'Analyse  pure  et  de  la 
Physique  mathématique.  Conférence  faite  au  Congrès  interna- 
tional des  Mathématiciens  à  Zurich  en  189-  (33  1-342). 

Table  des  matières  des  vingt  premiers  Tomes,  suivie  d'une  Table 
générale  par  noms  d'auteurs  des  Tomes  XI-XX. 

J.  H. 


RENDICONTI  del  R.  Istitlto  Lombardo  ni  Sciknze  e  Lettere,  W  série 
Alilano.  lip.  Bernardoni  di  C.  Rebeschini  c  C;  U.  Hoepli,  éditeur. 

Tome  XX;  1887. 

Predclla  (P-)-  —  [C2^].  Sur  les  formules  attribuées  à  Gauss  et 
à  Stokes  pour  les  transformations  d'intégrales  indiquées  ci-après. 

(2l5-222). 
La  formule 

peut  s'établir  en  considérant  la  variation  de  l'intégrale  simple  qui  est  dans  le 
second  membre.  La  même  chose  a  lieu  pour  les  autres  formules  connues  qui 
donnent  les  transformations  des  intégrales  multiples 


•/à\        à\_       ()Z\ 
ri.r.  r^v  f)r.  I        ' 


J  \dx    '    ày    '    dz) 
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Borlctd  (F.).  —  [1196].   Sur  le  théorème  de  Fermai  relatif  à 
réquation  jc" -^ y"  =^  z".  (222-224). 

Nouveaux  cas  d'impossibilité. 
Celoria  (G.).  —  [U].  Observations  et  orbite  de  la  comète  1886, 

III  (225-238). 

A/artinetti(  V.).  —  [M'  \.f]-  Sur  les  systèmes  linéaires  de  courbes 
planes  algébriques  de  genre  i.  (264-269). 

Tout  sjstème  linéaire  de  courbes  elliptiques  peut  se  réduire  par  une  trans- 
formatioa  crémunienne  à  un  système  linéaire  de  cubiques  ou  à  un  système  de 
quartiques  ayant  deux  points  de  base  doubles. 

Jung  (G.).   —   [M*  ^f]-  Sur  les   systèmes  linéaires  de  courbes 
algébriques  de  genre  quelconque.  (2-5-290). 

Exposition  abrégée  de  quelques  résultais  obtenus  par  l'auteur  dans  son 
Mémoire  inséré  dans  le  Tome  XV  des  Annall  di  Mateinatica,  concernant  les 
systèmes  linéaires  d'ordres  minimum  d'un  genre  donné  et  d'un  degré  donné 
{degré  est  ici  le  nombre  des  intersections  variables  de  deux  courbes  du  sys- 
tème). 

Morera  (G.).  —  [Ror/a].  Sur  les  dérivées  secondes  de  la  fonc- 
tion potentielle  d'espace.  (.3o2-3io). 

Étant  X,  y,  z  les  coordonnées  du  pôle  P,  a,  b,  c  celles  de  l'élément  k  dS, 
et  A'd  la  densité  en  P,  si  la  fonction 

i/.--A-J 


est  intégrable  sur  tout  rayon  vecteur  sortant  de  P,  les  dérivées  secondes  de  la 
l'onction  potentielle  existent  et  sont  données  par 


à-\ 
ôx- 


V,7    c^«   àx  J^  "    f)a- 


fl=-J:,    /     -Z'^d.-'r    /    {k-h,)^dS. 
ijz-  Vo-    '^c   (jz  J^   ^  àc- 

L'riosc/ii  [F.).  —  [A3//].   Sur  la   Iransformalion  des  équations 
algébri  q  u  es .  (  364-3  70). 
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La  forme  normale  de  l'équation  du  5'  degré  est 

z^ — loi^-T- 45-:  +  C  =  o, 

et    Gordan     [  [feber     Gleîch .     fiiiifl.     Grades    {  Mathcmatischc    Annalen, 
Bd.  XXVIII,  p.  102)]  a  démontré  que  pour  ses  raeines  on  a  les  relations 


(0  ■■       --^--v'^ 


i^+^if 


2  [73737=°' 


et  la  réduction  d'une  équation  générale  du  5'  degré  à  la  forme  normale  revient 
à  déterminer  une  fonction  z  =  g{x)  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  (1). 
L'auteur  traite  la  question  en  général  pour  une  équation  du  degré  n,  en  déter- 
minant   fonctions  {n  impair)  telles  que  leur  somme,  la  somme  de  leurs 

carrés  et  celle  de  leurs  produits  deux  à  deux,  les  sommes  étant  portées  sur 
toutes  les  racines  de  l'équation  donnée  f{x)^o,  soient  égales  à  zéro.  Suit 
l'application  à  l'équation  du  7°  degré.  ^ 

Jung  {G.).  —  [P6«].   Sur  les  transformations  planes  multiples 
d'ordre  minimum,  (.'ijo-3-6). 

Etant  Sj  un  système  linéaire  de  genre  p,  ;\  h  intersections  variables,  et  de 
dimensions  x'o,  complètement  déterminé  par  les  points  fondamentaux,  on  a 

c'a  =  A-  +  I  —  p. 

En  y  posant /?  =  o,  i,  ...,  A— i,  on  trouve  les  dimensions  des  systèmes  dont 
on  doit  prendre  respectivement  les  réseaux  pour  les  transformations  A-uples 
des  divers  genres  />(<  A).  En  supposant  que  S,  soit  de  l'oi-dre  minimum,  les 
transformations  obtenues  le  seront  aussi,  et  Ton  trouve  de  cette  manière  toutes 
les  transformations  d'ordre  minimum. 

Pinc/icrle  (S.).  — [G2/.].  Sur  l'inversion  des  intégrales  définies. 
Détermination  de  la  fonction  o(y)  telle  qu'on  ait 


f 


étant /(a;)  une  fonction  donnée.  Cette  détermination  dépend  de  celle  d'une 
fonction  A(j',  z),  que  l'auteur  appelle  nlcipro<iuc  de  k{x,y)  et  qui  est  telle 
que,  pour  des  valeurs  convenables  de  x  et  c,  il  soit 


L 


V(x,  y)A(r,  z)dy  = 


—  X 
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On  trouve  alors,  par  le  thcorùme  de  Cauchy. 


2  -  i  J- 


Behrami  (E.).  —  [DG/].   Sur  les  fonctions  sphériques  d'une 
variable.  [^(\c)-^-^). 

Des  relations 

dx  dx 

rfR„_,  _      rfR^  _ 
dx  dx  " 

on  peut  déduire  toutes  les  relations  récurrentes  qui  ont  lieu  entre  plusieurs 
fonctions  sphériques  de  même  espèce  et  d'ordre  différent.  Elles  peuvent  servir 
à  déterminer  complètement  tout  le  sjslème  des  fonctions  sphériques,  et  Ton 
peut  aussi  en  déduire  leur  expression  analytique. 

Morera  (G.).  —  [Ro«a].  Sur  les  dérivées  normales  de  la  fonc- 
tion potentielle  de  surface.  (543-548). 

Conditions  générales  d'existence  de  ces  dérivées. 

Beltrami  {E .).  —  [Roaa].   Sur  les  fonctions  complexes.  (624- 
635). 

Étant  a,  b  les  coordonnées  d'un  point  (variable)  dune  région  z  du  plan,  et 
X,  y  celles  d'un  point  arbitrairement  donné  dans  ce  même  pian,  /i  une  fonc- 
tion réelle  ou  complexe  de  a,  b  (densité),  et  en  posant 

a  -i~  bi  =  c. 
X  -^  iy  =  z, 

l'auteur  envisage  la  fonction 

dz 


r  h  d: 
n{a:,y)=    j    ^— 


comme  étant  l'analogue  de  la  fonction  potentielle  à  trois  coordonnées.  Elle  se 
rapproche,  par  certaines  propriétés,  des  fonctions  potentielles  d'espace,  par 
d'autres  à  celles  de  surface.  L'équation  différentielle  qui  remplace  ici  celle  de 
Laplace  et  Poisson  est 

d\:     .  (m 

-r l-l^-    -—2- h. 

dx  Oy 

Somigliana  (C).  —  [Roaa,  réf.  D  1  6y.].  Sur  les  fonctions  poten- 
tielles logarithmiques  et  sur  la  série  de  Fourier.  (635-642). 

Détermination  de  la  dcusilé  0  d'une  distribution  de  masse  sur  une  circonfé- 
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rence,  étant  données  les  valeurs  que  prend  la  fonction  potentielle  logaritliniic|uc 
aux  points  de  la  circonférence. 
L'auteur  trouve  la  formule 

qui  est  la  réciproque  de 

V(6')=— R    r    0(6)  log  ^2  sen  ^^  ~^  )  d'i  —  R  log  R    C    c(0)rf9.' 

De  là,  il  déduit  une  représentation  de  la  fonction  périodique  2(9')  par  inté- 
grales définies,  et  démontre  l'équivalence  de  celte  représentation  avec  celle 
qu'on  peut  donner  par  la  série  de  Fourier. 

Bcrtlni  {E.).  —  [PJ?  lef.  Q2].  Construction  des  homographies 
d'un  espace  linéaire  quelconque.  (65o-666). 

Généralisation  des  constructions  de  Staudt  [Beitràge,  n°  36),  et  démon- 
stration du  tliéorème  suivant,  dû  à  M.  Segrc  : 

Dans  une  homographie  quelconque  {non  dégénérée)  d'un  espace  S  en  soi- 
même,  tes  espaces  fondamentaux  de  points  Sy,'_i,  S,,'_,,  ....  S,/5  _,  sont  in- 
dépendants. 

Brainhilla  (A^).  —  [l^lc,  réf.  M-^6("/].  Les  homographies  qui 
changent  en  elle-même  une  courhe  gauche  rationnelle  du 
4''  ordre.  (780-797  ). 

L'auteur 'emploie  la  représentation  paramétrique  que  M.  Bcrtini  (ces  lîendi- 
conti,  i'^72)  a  donnée  pour  la  quarlique  rationnelle  (exception  faite  pour  celle 
qui  a  un  point  de  rebroussemcnt) 

o^,  :  x.^  :  J7 ,  :  X4  —  (1)''  :  w -  (  oj-  —  E-  )  :  w-  —  1  :  u. 

Il  y  a  trois  involutions  axiales  qui  la  changent  en  elle-même,  et  en  général, 
il  n'y  a  pas  d'autres  homographies  ayant  la  même  propriété.  Il  y  en  a  d'autres 
pour  la  quartique  à  deux  tangentes  stationnaircs,  et  elles  ont  été  étudiées  par 
M.  Del  Re  {Atti  di  Torino,  t.  XXII,  18S-).  Celle  qui  a  un  point  double  à  tan- 
gentes distinctes  est  transformée  en  elle-même  par  quatre  homographies,  c'est- 
à-dire  par  deux  homographies  harmoniques  et  deux  cycliques  tlu  .'(•  ordre.  La 
quarlique  équianharmonique  a  quatre  homograj)hies  cycliques  du  .3'  ordre  (et 
par  conséquent  axiales)  et  leurs  inverses,  qui  ont  la  même  propriété.  Enfin 
l'auteur  traite  le  cas  de  la  quartique  à  rebroussemcnt  en  employant  la  repré- 
sentation de  Weyr  [Uebcr  ISaumcurven  4''"''  Ordnung,  etc.  (Sitzungslj.  d.  A. 
Akad.,  Wicn,  1873,  cl  Mathcmatische  Annalcn,  Bd.  IV  )J 

vT,  :  X.  :  j; .  :  o^i  =  w'  :  w-  :  u  :  1 . 
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Tome  XXI,  1888. 

Tondini  de  QiiarengJn  [Le  Père  C).  —  [U].  Sur  les  avantages 
et  Ja  possibilité  de  l'acloplion  générale  du  calendrier  grégorien. 
(95-104). 

Bardelli  (G.).  —  [R4«].  Propriétés  sléréométriques  d'un  sys- 
tème de  forces.  (16--IJI). 

Aschieri  {F.).  —  [Pfi?  l'ef.  N'  J  ].  Sur  la  relation  entre  la  théorie 
des  complexes  de  droites  et  celle  des  correspondances  uni- 
voques  et  multiples  de  Tespace.  (216-226,  285-293,  446-449)' 

Ascoli  [G.].  —  ['^l]-  Résumé  de  mon  Mémoire  :  «  Les  courbes 
limites  d'une  variété  donnée  de  courbes  »  et  observations  cri- 
tiques sur-le  même  Mémoire.  Note  T  (226-239),  11  (25--265), 
m  (294-300),  IV  (365-3-1). 

Le  Mémoire  est  inséré  aux  Mémoires  des  Lincei,  t.  XMII,  3"  série. 

Celoria  (G.).  —  [U].  Nouvelles  orbites  des  étoiles  doubles 
Os  298  dans  la  constellation  de  Boote  et  [j  du  Dauphin.  (247- 
256). 

ScliiaparelU  (F.).  —  [U].  Observations  faites  à  l'Observatoire 
royal  de  Bréra  pendant  l'éclipsé  totale  de  Lune  du  28  jan- 
vier 1888.  (278-285). 

Bcrtini  [E.).  —  [P4,  réf.  M' 4,  16].  Sur  quelques  théorèmes 
fondamentaux  des  courbes  planes  algébriques.  (326-333,  4i3- 

424). 

L'auteur  établit  d'une  manière  rigoureuse  le  théorème  de  Noelher,  d'après 
lequel  une  courbe  douée  de  singularités  quelconques  peut  se  réduire  par  une 
transformation  crémonienne  à  une  courbe  n'ayant  que  des  singularités  ordi- 
naires. Les  considérations  de  l'auteur  sur  ce  point  sont  principalement  dirigées 
à  démontrer  que  la  succession  des  transformations  quadratiques  que  l'on  doit 
faire  sur  la  courbe  donnée  est  finie.  Cela  lui  permet  de  démontrer  rigoureuse- 
ment les  formules  et  les  propriétés  relatives  au  genre,  et  les  formules  de 
Pliicker. 

Dvainbilla  (A.).  —  [P5a].  Sur  une  classe  de  surfaces  algébriques 
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représenlables  point  par  point  sur  le  plan.  Not^  I  (334-356), 
II(5ii-5i9). 

Généralisation  de  la  surface  de  Steiner,  obtenue  en  partant  de  la  correspon- 
dance 

:e,=  x\^        (  f  =  I,  2,  3,  4  ) 

entre  les  points  de  deux  espaces. 

Somigliana  (C).  —  [D3c].  Sur  certaines  représentations  des 
fonctions  par  des  intégrales  indéfinies.  (43i-4'î6). 

Au  lieu  de  la  formule  de  Caucliy 


J 1      --  —  ^' 


i-i{v{z')  =  o, 


qui  n'a  de  signification  que  pour  les  points  z'  intérieurs  à  s,  l'auteur  donne 
Tautre 

où,  pour  éviter  l'ambiguïté  provenant  du  facteur  log(:;  —  z'),  on  a  mis  la 
notation  {s,  z^),  qui  indique  que  l'intégration  est  faite  en  partant  du  point  z^ 
avec  la  moindre  valeur  positive  de  l'angle  w^.  Cette  formule  et  l'autre  qu'on 
en  déduit  pour  «  =  i,  p  =  o,  restent  applicables  aussi  aux  points  du  contour; 
et,  en  séparant  les  parties  réelle  et  imaginaire,  l'auleur  en  déduit  des  expres- 
sions par  intégrales  définies  pour  les  fonctions  d'une  variable  réelle.  En  sup- 
posant le  champ  circulaire,  il  retrouve  la  représentation  des  fonctions  pério- 
diques qu'il  avait  donnée  dans  le  Tome  XX  île  ces  Tiendiconti  (p.  (J35). 

Jung  (G.).  —  [M'  !,/]•  Sur  la  réduction  à  l'ordre  minimum  des 
systèmes  linéaires  de  genre  quelconque.  (488-4<)5). 

Exposé  sans  démonstration  des  résultats  obtenus  par  l'auteur  en  résolvant 
le  problème  de  déterminer  tous  les  systèmes  d'ordre  minimum,  les  pf)inls  de 
base  pouvant  être  inliiiiincnt  rapprochés  et  avoir  des  singularités  quelconques. 

Segm  (C).  —  [-M'  i^,  l'cf.  Ql2].  Sur  les  courbes  normales  de 
genre  p  des  divers  espaces.  Extrait  d'une  lettre  à  M.  le  pro- 
fesseur 1*>.  lîertini.  (  .")22-5'.>.8). 

Démonstration  s^nthétiiiue  du  théorème  de  tllillord  : 

Une  courbe  de  p;enre  p  et  d'ordre  n  >  2/y  —  2  ne  peut  appartenir  à  un 
espace  de  plus  de  n  —  p  dimensions. 

Novai'ese  (^■).  —  [Kia].  Propriétés  sléréotomi(|iics  des  sys- 
tèmes de  forces.  Lettre  à  M.  le  professeur  G.  Ourdelli.  (j-a-j-p). 
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Montesaiio  {D.).  —  [P4^].  Sur  les  transformations  involutives 
monuïdales.  (079-094;  684-690). 

Ce  sont  les  transformations  dans  lesquelles  aux  plans  correspondent  des 
monoïdes  d'ordre  n.  Il  y  en  a  quatre  espèces,  qui  se  distinguent  entre  elles  par 
la  manière  dont  est  constituée  la  congruence  des  droites  qui  correspondent  aux 
droites  passant  par  le  point  («  —  i)-uple  commun  aux  monoïdes. 

Piailler  {C).  —  [lAO].  Sur  le  nombre  de  manières  dont  on  peut 
obtenir  une  somme  n  ou  une  somme  non  supérieure  à  11  (n  en- 
tier positif)  en  prenant  r  termes  de  la  série  indéfinie  i  .2.3.4-5 

(690-69.5,  702-708;. 

Jung  (G-)-  —  [^Ii  !,/]■  Sur  V excès  des  éléments  fondamentaux 
d'un  système  linéaire  de  genre  quelconque.  (718-723). 

Uexcès  est  la  différence  entre  le  nombre  de  points  de  base  et  celui  des 
courbes  fondamentales.  Dans  un  système  de  dimension  >i,  l'excès  ne  change 
pas  par  une  transformation  birationnelle  quelconque,  même  lorsque  les  points 
de  base  se  trouvent  en  des  positions  spéciales. 

Jung  (G.).  —  [M,  le/].  Sur  le  nombre  des  courbes  dégénérées 
renfermées  dans  un  faisceau  de  genre  cpielconque.  (723-725). 
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